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1. Вступ

Задачi оптимального керування виникають при дослiдженнi процесiв
в рiзноманiтних сферах, таких як економiка, бiологiя, медицина, технiка i
т.д. При аналiзi систем з керуванням одним з ключових пiдходiв є побудова
множини досяжностi, що дає iнформацiю про всi можливi стани системи в
кожний момент часу. Також з задачею побудови множини досяжностi ми
зустрiчаємось при побудовi розв’язку дискретних включень. Багатозна-
чнi системи, що описуються дискретними включеннями стають все бiльш
актуальними, особливо у сферах, де є невизначенiсть або недостатнi вихi-
днi данi. Наразi широко вiдомi алгоритми побудови множини досяжностi
в R2. В данiй роботi запропоновано два чисельних алгоритми, побудови
множини досяжностi в R3. Перший алгоритм базується на апаратi опор-
них функцiй, другий за основу бере функцiю деформацiї.

У статтi будуть використовуватися такi позначення: 𝑅𝑛 — 𝑛-вимiрний
евклiдiв векторний простiр з елементами 𝑥 = (𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑛)), ‖ · ‖ — ев-
клiдова норма, < ·, · > — скалярний добуток, який породжує евклiдову
норму в R𝑛, 𝑐𝑜𝑚𝑝(R𝑛) — множина всiх непустих компактiв з R𝑛, 𝑖𝑛𝑡𝐴
— сукупнiсть внутрiшнiх точок множини 𝐴 ⊂ R𝑛, 𝛿𝐴 — границя мно-
жини 𝐴 ⊂ R𝑛, 𝑐(𝐹,𝜓) = sup𝑥∈𝐹 < 𝑥,𝜓 >, 𝐹 ⊂ R𝑛, 𝜓 ∈ R𝑛 — опорна
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функцiя множини 𝐹 , 𝑆 = {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥‖ = 1} — одинична сфера з R𝑛,
𝑆𝑟(𝑎) = {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥 − 𝑎‖ ≤ 𝑟} — замкнута куля радiуса 𝑟 з центром в
𝑎 ∈ R𝑛,

𝐾𝑎,𝑏,𝑐(𝑥0) = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥(1) − 𝑥(1)0 | ≤ 𝑎, |𝑥
(2) − 𝑥(2)0 | ≤ 𝑏, |𝑥

(3) − 𝑥(3)0 | ≤ 𝑐}

— замкнутий паралелепiпед з вимiрами 𝑎, 𝑏, 𝑐 з центром в точцi 𝑥0 ∈ R𝑛.
𝐹 + 𝐺 = {𝑓 + 𝑔 : 𝑓 ∈ 𝐹, 𝑔 ∈ 𝐺} — сума компактних множин 𝐹 , 𝐺, 𝜆𝐹 =

{𝜆𝑓 : 𝑓 ∈ 𝐹} — добуток множини 𝐹 та числа 𝜆 ∈ R, 𝐴𝐹 = {𝐴𝑓 : 𝑓 ∈ 𝐹}
— образ множини 𝐹 при лiнiйному перетвореннi, яке задано матрицею
𝐴 ∈ R𝑛×𝑛.

2. Побудова опуклої оболонки множини в R3

Для побудови множини досяжностi динамiчної системи необхiдно спо-
чатку вирiшити задачу побудови опуклої оболонки множини в R3. Нехай
множина 𝐹 ⊂ R3 i вiдома її опорна функцiя 𝑐(𝐹,𝜓). Запропоновано два ал-
горитми побудови опуклої оболонки множини 𝐹 за допомогою його опорної
функцiї 𝑐(𝐹,𝜓).

2.1. Алгоритм побудови опуклої оболонки множини, що
базується на перетинi опорних гiперплощин

Нехай задано деяку множину 𝐹 ⊂ R3. Побудуємо систему векторiв
𝜑 ∈ R3, рiвномiрно взятих на одиничнiй сферi.

Тепер розглянемо три найближчих вектори 𝜑 за евклiдовою метри-
кою (𝜑(1), 𝜑(2), 𝜑(3)) i знайдемо значення опорної функцiї множини 𝐹 за
напрямками 𝑐(𝐹, 𝜑(1)), 𝑐(𝐹, 𝜑(2)), 𝑐(𝐹, 𝜑(3)). Складемо систему лiнiйних ал-
гебраїчних рiвнянь (СЛАР):⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑥𝜑(1)𝑥 + 𝑦𝜑(1)𝑦 + 𝑧𝜑(1)𝑧 = 𝑐(𝐹, 𝜑(1))

𝑥𝜑(2)𝑥 + 𝑦𝜑(2)𝑦 + 𝑧𝜑(2)𝑧 = 𝑐(𝐹, 𝜑(2))

𝑥𝜑(3)𝑥 + 𝑦𝜑(3)𝑦 + 𝑧𝜑(3)𝑧 = 𝑐(𝐹, 𝜑(3)).

Розв’язком СЛАР буде точка опуклої оболонки множини. Розглянувши всi
такi трiйки векторiв 𝜑, ми зможемо знайти всi точки опуклої оболонки.

Нехай 𝑧 ∈ [−1, 1]. Розiб’ємо вiдрiзок [−1, 1] з кроком ∆𝑧, де ∆𝑧 = 2
𝑚

i 𝑚 — число взятих точок на цьому iнтервалi. Зафiксуємо 𝑧1 з промiжку



Побудова множини досяжностi динамiчної системи в R3 85

[−1, 1) i 𝑧2 = 𝑧1 + ∆𝑧. Знайдемо 𝑥1, 𝑦1 i 𝑥2, 𝑦2 такi, що 𝑥21 + 𝑦21 = 1 − 𝑧21 i
𝑥22 + 𝑦22 = 1− 𝑧22 . Отримаємо

𝑥1 =
√︁

1− 𝑧21 cos𝛼, 𝑦1 =
√︁

1− 𝑧21 sin𝛼,

𝑥2 =
√︁

1− 𝑧22 cos𝛼, 𝑦2 =
√︁

1− 𝑧22 sin𝛼,

де 𝛼 ∈ [0, 2𝜋]. На рисунку 1 зображено множину точок границi опуклої
оболонки множина 𝐹 для обраних рiвнiв 𝑧1 i 𝑧2.

Рис. 1: Iлюстрацiя iтерацii алгоритму

Зафiксуємо кут 𝛼 i оберемо по однiй точцi з верхнього i нижнього рiв-
нiв, що вiдповiдають цьому куту (на Рис. 2 це точки 𝐴 i 𝐵). Будемо пе-
ремiщатися по однiй точцi в напрямку збiльшення кута на нижньому або
верхньому рiвнi (на Рис. 2 переходимо до точки 𝐶 на верхньому рiвнi, яка
є найближчою iз побудованих точок до прямої 𝐴𝐵). Знайдемо за трику-
тником точку опуклої оболонки на даному рiвнi, яка вiдповiдає п.с. i є
найближчою до неї. Будемо продовжувати, поки не пройдемо весь рiвень.
Така процедура здiйснюється для кожного рiвня 𝑧 (Рис. 2).
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Рис. 2: Iлюстрацiя пошуку трикутникiв

За побудовою, кожна точка опуклої оболонки знайдена на 𝑖-тому рiвнi
(рiвень — два яруси точок одиничної сфери) буде з бiльшою компонен-
тою z, нiж точки знайденi на рiвнi 𝑖 − 1. Таким чином, на кожному яру-
сi будуть побудованi трикутники. Знайденi трикутники додаємо в список
граней триангуляцiї опуклої оболонки множини 𝐹 (Рис. 3).

Рис. 3: Побудова триангуляцii

Складнiсть алгоритму — 𝑂(𝑛), де 𝑛 — кiлькiсть векторiв з 𝑆 взятих
при апроксимацiї.

Приклад 1. Побудова опуклої оболонку множини 𝐹 = 𝐾1,1,1((0, 0, 0)) +
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𝑆1((0, 0, 0)) за допомогою методу перетину гiперплощин зображена на
Рис. 4.

Рис. 4: Приклад побудови опуклоi множини 𝐹 = 𝐾1,1,1((0, 0, 0)) +

𝑆1((0, 0, 0)).

Приклад 2. Побудова опуклої оболонки множини 𝐹 = 𝑆1((0, 0, 0)) за до-
помогою методу перетину гiперплощин зображена на Рис. 5.

Рис. 5: Приклад побудови опуклоi множини 𝐹 = 𝑆1((0, 0, 0)).
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2.2. Алгоритм побудови опуклої оболонки множини з
використанням функцiї деформацiї

Означення 1. Функцiєю деформацiї опуклої множини 𝐴 ⊂ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R3), 0 ∈
𝑖𝑛𝑡𝐴 називається функцiя

𝑑(𝐴, 𝜑) = 𝑠𝑢𝑝{𝜆 > 0 : 𝜆𝜑 ∈ 𝐴}, 𝜑 ∈ 𝑆.

Використовуючи функцiю деформацiї, множину 𝐴 ⊂ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R3) можна
представити у виглядi

𝐴 =
⋃︁
𝜑∈𝑆
{𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥 = 𝜆𝜑, 𝜆 ∈ [0, 𝑑(𝐴, 𝜑)]}.

За властивiстю опорної функцiї вектор 𝑓 належить множинi 𝑋 тодi i
тiльки тодi, коли виконується нерiвнiсть:

(𝑓, 𝜓) ≤ 𝑐(𝑋,𝜓)

для всiх 𝜓 ∈ 𝑆. Тодi для кожного напрямку можна знайти максимальне 𝜆
використовуючи, що

(𝜆𝜑, 𝜓) ≤ 𝑐(𝑋,𝜓) ∀𝜓 ∈ 𝑆 ∀𝜑 ∈ 𝑆.

Таким чином, отримуємо алгоритм знаходження функцiї деформацiї. На-
ведемо псевдокод алгоритму:

𝜆← inf

for all 𝜓 ∈ 𝑆 do
𝜆𝑐𝑢𝑟𝑟 ← 𝑐(𝑋,𝜑)

(𝜓,𝜑)

if then(𝜓, 𝜑) ̸= 0 & 𝜆𝑐𝑢𝑟𝑟 > 0 & 𝜆 > 𝜆𝑐𝑢𝑟𝑟

𝜆← 𝜆𝑐𝑢𝑟𝑟

end if
end for

Складнiсть алгоритму — 𝑂(𝑛2), де 𝑛 — кiлькiсть векторiв з 𝑆 взятих
при апроксимацiї.

Пiсля завершення роботи алгоритму можна запустити алгоритм по-
будови триангуляцiї, проте в даному випадку, для коректної вiзуалiзацiї
цього не потрiбно.
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Приклад 3. Побудова опуклої оболонки множини

𝐹 = 𝐾1,1,1((0, 0, 0)) + 𝑆1((0, 0, 0))

за допомогою функцiї деформацiї представлена на Рис. 6.

Рис. 6: Приклад побудови опуклої множини за допомогою функцii дефор-
мацii (без триангуляцii).

Приклад 4. Побудова опуклої оболонки множини

𝐹 = 𝑆1((0, 0, 0))

за допомогою функцiї деформацiї представлена на Рис. 7.

Рис. 7: Приклад побудови опуклої множини за допомогою функцii дефор-
мацii (без триангуляцii).



90 Карташов Д. Г., Таiрова М. С.

2.3. Порiвняння двох методiв

Метод перетину гiперплощин має набагато кращу часову оцiнку, обчи-
слення всiєї опуклої оболонки залежить лiнiйно вiд кiлькостi точок, обра-
них при розбиттi одиничної сфери. Однак, його застосування до складних
фiгур пов’язане з появою артефактiв в триангуляцiї. Другий метод має
квадратичну часову складнiсть, так як на кожному кроцi потрiбно обчи-
слювати коефiцiєнти на пiдставi властивостi належностi точки до множи-
ни за допомогою опорної функцiї. Проте простота його базових обчислень
дозволяє в високою точнiстю вiдтворювати складнi фiгури.

3. Побудова множини досяжностi в R3

3.1. Постановка задачi

Розглянемо лiнiйне диференцiальне включення

𝑑𝑥

𝑑𝑡
∈ 𝐴(𝑡)𝑋 + 𝐹, 𝑥(𝑡0) ∈ 𝑋0, (1)

𝑡 ∈ 𝐼 ⊂ 𝑅 — час, 𝑥 ∈ R4 — фазовий вектор, 𝐴(𝑡) — неперервна 𝑛 × 𝑛

матриця, 𝐹 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) — неперервне багатозначне вiдображення, 𝑋0 ∈
𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛).

𝑅-розв’язком включення (1) називається абсолютно неперервне вiд-
ображення 𝑅 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛, 𝑅(𝑡0) = 𝑋0, якщо

lim
𝜎↓0

1

𝜎
ℎ

⎛⎝𝑅(𝑡+ 𝜎),
⋃︁

𝑥∈𝑅(𝑡)

{𝑥+ 𝜎𝐹 (𝑡, 𝑥)}

⎞⎠ = 0 (2)

при майже всiх 𝑡.
Розглянемо питання побудови 𝑅-розв’язку включення (1). Оскiльки

𝐴(𝑡) — неперервна 𝑛 × 𝑛 матриця, а 𝐹 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) — неперервне ба-
гатозначне вiдображення, то 𝐴(𝑡)𝑥+ 𝐹 (𝑡) — неперервне багатозначне вiд-
ображення, що приймає значення в 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛). Тодi розв’язок iснує. Крiм
того, оскiльки

ℎ(𝐴(𝑡)𝑥1 + 𝐹 (𝑡), 𝐴(𝑡)𝑥2 + 𝐹 (𝑡)) = ℎ(𝐴(𝑡)𝑥1, 𝐴(𝑡)𝑥2) ≤ ‖𝐴(𝑡)‖‖𝑥1 − 𝑥2‖,

то неперервне багатозначне вiдображення 𝐴(𝑡)𝑥+𝐹 (𝑡) задовольняє умову
Лiпшиця по 𝑥, розв’язок єдиний та збiгається з множиною досяжностi в



Побудова множини досяжностi динамiчної системи в R3 91

момент часу 𝑡 з початковою умовою 𝑋0. Таким чином, 𝑅(𝑡) = 𝑋(𝑡,𝑋0), де
𝑋(𝑡,𝑋0) — множина досяжностi. Тодi маємо

𝑅(𝑡) = 𝑒

𝑡∫︀
𝑡0

𝐴(𝑠)𝑑𝑠

𝑋0 +

𝑡∫︁
𝑡0

𝑒

𝑡∫︀
𝑠
𝐴(𝑠)𝑑𝑠

𝐹 (𝑠)𝑑𝑠

його опорна функцiя:

𝑐(𝑅(𝑡), 𝜓) = 𝑐

(︂
𝑋0,

(︁
𝑒(𝑡−𝑡0)𝐴

)︁𝑇
𝜓

)︂
+

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑐

(︂
𝐹 (𝑠),

(︁
𝑒(𝑡−𝑠)𝐴

)︁𝑇
𝜓

)︂
𝑑𝑠.

3.2. Побудова розв’язку лiнiйного диференцiйного вклю-
чення в R3

Скориставшись запропонованими вище алгоритмами побудови опуклої
оболонки множини, можна побудувати розв’язок включення (1). Це буде
послiдовнiсть тривимiрних фiгур.

Приклад 5. Нехай задана динамiчна система виду (1) з параметрами

𝑡0 = 0, 𝑡1 = 1, 𝑋(𝑡0) = 𝐾1,2,3((10, 10, 10)), 𝐹 = 𝑆3((0, 0, 0)), 𝐴 = 2𝐼

Побудуємо 𝑅-розв’язок включення (1), використовуючи алгоритм пере-
тину гiперплощин. Розв’язок включення (1) для моментiв часу 0; 0,25;
0,5; 0,75; 1 представлено на Рис. 8.

Рис. 8: Приклад побудови множини досяжностi методом перетину гiпер-
площин.
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Приклад 6. Нехай задана динамiчна система виду (1) з параметрами

𝑡0 = 0, 𝑡1 = 1, 𝑋(𝑡0) = 𝐾4,4,4((0, 0, 0)), 𝐹 = 𝑆2((0, 0, 0)), 𝐴 = 𝐼

Побудуємо 𝑅-розв’язок включення (1) з використанням алгоритму на
основi функцiї деформацiї. Розв’язок включення (1) для моментiв часу
0; 0,25; 0,5; 0,75; 1 представлено на Рис. 9.

Рис. 9: Приклад побудови множини досяжностi методом фукнцiї дефор-
мацiї.

4. Висновки

У статтi були приведенi алгоритми чисельної побудови опуклої оболон-
ки множини в тривимiрному просторi. Було проведено порiвняння алгори-
тмiв, знайдено асимптотичнi оцiнки, наведенi приклади побудови множин
в R3. За допомогою описаних алгоритмiв була побудована множина дося-
жностi для динамiчної системи що представлена диференцiальним вклю-
ченням.
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Карташов Д. Г., Таирова М. С.
Построение множества достижимости динамической системы в R3

Резюме

В статье предложены два алгоритма численного построения выпуклой оболочки множе-
ства в трехмерном пространстве используя его опорую функцию. Проведено сравнение
алгоритмов, найдены асимптотические оценки. Показано применение предложенного
аппарата к нахождению множества достижимости для динамических систем.
Ключевые слова: выпуклая оболочка, множество достижимости, дифференциальные
включения, опорная функция.

Kartashov D. G., Tairova M. S.
Construction of the destination set of a dynamic system in R3

Summary

The article proposes two algorithms for the numerical construction of the convex hull of
a set in three-dimensional space using its support function. The first uses the hyperplane
intersection method to find the pivot points of a set. The second one is based on the defor-
mation function and allows you to find an arbitrary point of the convex hull of a set, which
is convenient in many applications. The algorithms are compared, and asymptotic complex-
ities are found. The application of the proposed apparatus to finding the destination set of
dynamical systems is shown. The dynamic system will be based on differential inclusion.
Key words: convex hull, destination set, differential inclusions, support function.
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