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ЯКIСНЕ ДОСЛIДЖЕННЯ ДЕЯКОГО СИНГУЛЯРНОГО
ФУНКЦIОНАЛЬНО–ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ

Розглядається сингулярна задача Кошi для функцiонально-диференцiального рiвняння
деякого типу, яке розв’язано вiдносно похiдної невiдомої функцiї. Розв’язки шукаються
в класi неперервно-диференцiйованих функцiй. Доводиться, що iснує непуста множи-
на неперервно диференцiйовних розв’язкiв, що мають певнi асимптотичнi властивостi
в досить малому напiвоколi особливої точки. Побудована асимптотика розв’язкiв є не
менш важливою, нiж доведення iснування розв’язкiв. Для дослiдження поставленої за-
дачi використовується методика, яка поєднує елементи теорiї функцiй i якiсної теорiї
диференцiальних рiвнянь. При цьому якiсний аналiз використано не тiльки при побудо-
вi деякого нелiнiйного оператора,але i при доведенi того, що цей оператор задовiльняє
умовам теореми о нерухомiй точцi. Ця методiка, на наш погляд, може бути використа-
на при розв’язуванi широкого класу задач нелiнiйної теорiї звичайних диференцiальних
рiвнянь.
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1. Вступ

Регулярнi задачi для функцiонально-диференцiальних рiвнянь вивченi
досить докладно [1], [2], [3], [6], [18], [21]. Настiльки ж докладно дослiдже-
нi сингулярнi початковi задачi для звичайних диференцiальних рiвнянь,
головним чином, розв’язаних вiдносно старших похiдних невiдомих [11],
[12], [13], [17], [19], [20], [22]. Разом з тим сингулярнi крайовi задачi для
функцiонально-диференцiальних рiвнянь вивченi порiвняно мало; вiдзна-
чимо роботи [3], [4], [5], [7], [8], [9], [23], у яких розглянутi питання iсну-
вання й кiлькостi розв’язкiв у рiзних функцiональних просторах. Однак
асимптотична поведiнка розв’язкiв таких задач в околi особливої точки
практично не дослiджувалася навiть у простих випадках; вiдзначимо тут
лише роботи [7], [14], [15], [16], [24], [25].
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У данiй роботi розглядається сингулярна задача Кошi для одного кла-
су нелiнiйних функцiонально-диференцiальних рiвнянь. Використовуючи
методи якiсної теорiї диференцiальних рiвнянь [10], [11], а також [12], [13] i
продовжуючи дослiдження, розпочатi в [14], [15], [16], у роботi доводиться
iснування непустої множини неперервно диференцiйованих розв’язкiв, що
мають певнi властивостi в досить малому напiвоколi особливої точки.

Розглядається задача Кошi

𝑡𝑟𝑥′ = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑔(𝑡)), 𝑥′(𝑡), 𝑥′(ℎ(𝑡))), (1)

𝑥(0) = 0 (2)

де 𝑟 > 1, 𝑥 : (0, 𝜏) → R — дiйсна змiнна, 𝑥 : (0, 𝜏) → R — неперервна фун-
кцiя, 𝑓 : 𝐷 → R — неперервна функцiя,

𝐷 = {(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4) : 𝑡 ∈ (0, 𝜏), |𝑦𝑖| < 𝜆𝑖(𝑡), 𝑖 ∈ {1, 2, 3, 4}} ,

де всi 𝜆𝑖 : (0, 𝜏) → (0,+∞) — неперервнi функцiї, 𝑔 : (0, 𝜏) → (0,+∞) i
ℎ : (0, 𝜏) → (0,+∞) — неперервнi функцiї.

2. Основнi результати

Означення 1. Розв’язком задачi (1), (2) називається неперервно ди-
ференцiйована функцiя 𝑥 : (0, 𝜌] → R (𝜌 — стала, 𝜌 ∈ (0, 𝜏)) iз наступни-
ми властивостями:

1. (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑔(𝑡)), 𝑥′(𝑡), 𝑥′(ℎ(𝑡))) ∈ 𝐷 при всiх 𝑡 ∈ (0, 𝜌] ;

2. 𝑥 тотожньо задовольняє рiвнянню (1) при всiх 𝑡 ∈ (0, 𝜌] ;

3. lim
𝑡→+0

𝑥(𝑡) = 0.

Означення 2. Назвемо умовами А сукупнiсть наступних умов:

1. 𝑔 : (0, 𝜏) → (0,+∞), ℎ : (0, 𝜏) → (0,+∞) — неперервно диференцiйо-
ванi функцiї, причому 𝑔(𝑡) ≤ 𝑡, ℎ(𝑡) ≤ 𝑡 при 𝑡 ∈ (0, 𝜏);

2. iснують неперервно диференцiйованi функцiї 𝜙 : (0, 𝜏) → R та
𝜔 : (0, 𝜏) → (0,+∞), такi, що lim

𝑡→+0
𝜔(𝑡) = 0, lim

𝑡→+0
𝜔(𝑡)𝑡1−𝑟 = 0,

lim
𝑡→+0

𝜙(𝑡) = 0, lim
𝑡→+0

𝑡𝜙′(𝑡) = 0, i при цьому виконана умова⃒⃒
𝑡𝑟𝜙′(𝑡) − 𝑓(𝑡, 𝜙(𝑡), 𝜙(𝑔), 𝜙′(𝑡), 𝜙′(ℎ(𝑡)))

⃒⃒
≤ 𝜔(𝑡),
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𝑡 ∈ (0, 𝜏);

3. |𝑓(𝑡, 𝑥1, 𝑦1, 𝑢1, 𝑣1) − 𝑓(𝑡, 𝑥2, 𝑦2, 𝑢2, 𝑣2)| ≤ 𝑙2(𝑡) |𝑥1 − 𝑥2| + 𝑙3 (𝑡) |𝑦1 − 𝑦2|+
+𝑙4 (𝑡) |𝑢1 − 𝑢2| + 𝑙5 (𝑡) |𝑣1 − 𝑣2|, (𝑡, 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑢𝑖, 𝑣𝑖) ∈ 𝐷, 𝑖 ∈ {1, 2}, де
𝑙𝑗 : (0, 𝜏) → (0,+∞) — неперервнi функцiї, 𝑗 ∈ {1, 2, 3, 4}.

Позначимо через 𝑈 (𝜌,𝑀, 𝑞) множину неперервно диференцiйованих
функцiй 𝑢 : (0; 𝜌] → R, що задовольняють нерiвностям:

|𝑢(𝑡) − 𝜙(𝑡)| ≤ 𝑀
𝜔(𝑡)

𝑡𝑟−1
,
⃒⃒
𝑢′(𝑡) − 𝜙′(𝑡)

⃒⃒
≤ (𝑞 + 𝑟)𝑀

𝜔(𝑡)

𝑡𝑟
, 𝑡 ∈ (0, 𝜌] ; (3)

тут 𝜌, 𝑞, 𝑀 — додатнi сталi, 𝜌 < 𝜏 .

Означення 3. Назвемо умовами В сукупнiсть умов:

1. 𝑙2(𝑡) = 𝑙2𝑡
𝑟−1, 𝑙3(𝑡) = 𝑙3 (𝑔(𝑡))𝑟−1 𝜔(𝑡)/𝜔(𝑔(𝑡)), 𝑙4(𝑡) = 𝑙4𝑡

𝑟, 𝑙5(𝑡) =

𝑙5 (ℎ(𝑡))𝑟 , 𝑡 ∈ (0, 𝜏), де все 𝑙𝑖 — додатнi сталi, 𝑖 ∈ {2, 3, 4, 5};

2. 𝑙2 + 𝑙3 + (𝑙4 + 𝑙5)(1 + 𝜔0 + 𝑟) < 𝜔0 − 𝑟 + 1;

3. lim
𝑡→+0

𝑡𝜔′(𝑡)𝜔−1(𝑡) = 𝜔0, 𝜔0 > 𝑟 − 1;

4. lim
𝑡→+0

𝑡𝑔′(𝑡)𝑔−1(𝑡) = 𝑔0, lim
𝑡→+0

𝑡ℎ′(𝑡)ℎ(𝑡) = ℎ0

Теорема 1. Нехай виконанi умови А, В. Тодi iснують сталi 𝑀, 𝑞, 𝜌 та-
кi, що задача Кошi (1),(2) має хоча б один розв’язок 𝑥 : (0, 𝜌] → R, що
належить множинi 𝑈 (𝜌,𝑀, 𝑞).

Доведення. Насамперед, обираємо сталi 𝜌,𝑀, 𝑞. Нехай виконанi на-
ступнi нерiвностi:

1 + 𝜔0 + 𝑟 < 𝑞 < (𝜔0 − 𝑟 + 1 − 𝑙2 − 𝑙3)(𝑙4 + 𝑙5)
−1,

𝑀 > (𝜔0 − 𝑟 + 1 − 𝑙2 − 𝑙3 − (𝑟 + 𝑞)(𝑙4 + 𝑙5))
−1.

Стала 𝜌 задовольняє умовi

𝜌 = min
1≤𝑖≤8

𝜌𝑖,

де всi сталi 𝜌𝑖, 𝑖 ∈ {1, 2, ..., 8} визначаються в процесi доведення теореми.
Зрозумiло, що 𝜌 достатньо мале. Вибiр 𝜌, 𝑀 , 𝑞 забезпечує законнiсть всiх
подальших мiркувань.
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Нехай𝐵 — простiр неперервно диференцiйованих функцiй 𝑢 : [0, 𝜌] → R
з нормою

‖𝑢‖ = max
𝑡∈[0,𝜌]

(|𝑢(𝑡)| +
⃒⃒
𝑢′(𝑡)

⃒⃒
). (4)

Позначимо через 𝑈 пiдмножину 𝐵, кожний елемент 𝑢 : [0, 𝜌] → R якого
задовольняє умовам

|𝑢 (𝑡) − 𝑡𝑟𝜙 (𝑡)| ≤ 𝑀𝑡𝜔 (𝑡) ,
⃒⃒
𝑢′ (𝑡) − 𝑟𝑡𝑟−1𝜙 (𝑡) − 𝑡𝑟𝜙′ (𝑡)

⃒⃒
≤ 𝑞𝑀𝜔 (𝑡) , 𝑡 ∈ (0, 𝜌] ,

(5)
причому 𝑢(0) = 0, 𝑢′(0) = 0 й, крiм того, виконана умова:

∀𝜀 > 0∀𝑢 ∈ 𝑈∀𝑡𝑖 ∈ [0, 𝜌] , 𝑖 ∈ {1, 2} : |𝑡1 − 𝑡2| ≤ 𝛿(𝜀) ⇒
⃒⃒
𝑢′(𝑡1) − 𝑢′(𝑡2)

⃒⃒
≤ 𝜀;

(6)
тут 𝛿(𝜀) = (1−𝑙4−𝑙5)(2𝐵 (𝑡𝜀))

−1𝜀, де стала 𝐵(𝑡𝜀) визначена рiвнiстю 𝐵(𝑡𝜀) =

𝑙1(𝑡𝜀) + (ℎ (𝑡𝜀))
−2−𝑟 + 2(𝑔(𝑡𝜀)𝜔(𝑔(𝑡𝜀))

−1; при цьому стала 𝑡𝜀 ∈ (0, 𝜌) обрана
так, щоб виконувалися умови

𝑟𝑡𝑟−1 |𝜙(𝑡)| ≤ 1 − 𝑙4 − 𝑙5
24

𝜀, 𝑡𝑟
⃒⃒
𝜙′(𝑡)

⃒⃒
≤ 1 − 𝑙4 − 𝑙5

24
𝜀,

𝑞𝑀𝜔(𝑡) ≤ 1 − 𝑙4 − 𝑙5
24

𝜀, 𝑡 ∈ (0, 𝑡𝜀] .

Неважко переконається в тому, що 𝑈 — замкнена, обмежена, опукла
множина. Вiдповiдно до критерiю Арцела, множина 𝑈 компактна.

Розглянемо рiвняння (1) i покладемо 𝑥(𝑡) = 𝑦(𝑡)
𝑡𝑟 , де 𝑦 — нова невiдома

функцiя. Тодi рiвняння (1) набуває вигляду:

𝑡𝑦′(𝑡) = 𝑟𝑦(𝑡) + 𝑡𝑓

(︃
𝑡,
𝑦(𝑡)

𝑡𝑟
,
𝑦(𝑔(𝑡))

𝑔𝑟(𝑡)
,
𝑦′(𝑡)

𝑡𝑟
− 𝑦(𝑡)

𝑡𝑟+1
,
𝑦′(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟
− 𝑦(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟+1

)︃
. (*)

Очевидно, що iснує таке, достатньо мале, 𝜌1 ∈ (0, 𝜏), що при 𝑡 ∈ (0, 𝜌1]

для всiх 𝑢 ∈ 𝑈 , якщо тiльки 𝜌 ≤ 𝜌1.
Далi будемо розглядати диференцiальне рiвняння

𝑡𝑦′(𝑡) = 𝑟𝑦(𝑡) + 𝑡𝑓

(︂
𝑡,
𝑢(𝑡)

𝑡𝑟
,
𝑢(𝑔(𝑡))

(𝑔(𝑡))𝑟
,
𝑢′(𝑡)

𝑡𝑟
− 𝑟𝑢(𝑡)

𝑡𝑟+1
,
𝑢′(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟
− 𝑢(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟+1

)︂
,

(7)
з початковою умовою 𝑦 (0) = 0, де 𝑢 ∈ 𝑈 — довiльна фiксована функцiя.

Позначимо 𝐷0 = {(𝑡, 𝑦(𝑡)) : 𝑡 ∈ (0; 𝜌] , 𝑦 ∈ R}. При (𝑡, 𝑦) ∈ 𝐷0 для рiв-
няння (7) виконанi умови теореми iснування й одиничностi розв’язкiв й
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неперервної залежностi розв’язкiв вiд початкових даних. Покладемо

Φ1 = {(𝑡, 𝑦) : 𝑡 ∈ (0, 𝜌] , |𝑦 − 𝑡𝑟𝜙(𝑡)| = 𝑀𝑡𝜔(𝑡)} ,

𝐷1 = {(𝑡, 𝑦) : 𝑡 ∈ (0, 𝜌] , |𝑦 − 𝑡𝑟𝜙(𝑡)| < 𝑀𝑡𝜔(𝑡)} ,

𝐻 = {(𝑡, 𝑦) : 𝑡 = 𝜌, |𝑦 − 𝜌𝑟𝜙 (𝜌)| < 𝑀𝜌𝜔(𝜌)} .

Нехай допомiжна функцiя 𝐴1 : 𝐷0 → [0,+∞) визначена рiвнiстю
𝐴1 (𝑡, 𝑦) = (𝑦 − 𝑡𝑟𝜙(𝑡))2 (𝑡𝜔(𝑡))−2 i нехай 𝑎1 : 𝐷0 → R — похiдна цiєї функцiї
в силу рiвняння (7). Неважко переконатися в тому, що iснує таке, доста-
тньо мале 𝜌2 ∈ (0, 𝜏), що 𝑎1(𝑡, 𝑦) < 0 при (𝑡, 𝑦) ∈ Φ1, якщо тiльки 𝜌 ≤ 𝜌2.
Тепер доведемо, що тодi кожна iнтегральна крива 𝐽 : (𝑡, 𝑦(𝑡)) рiвняння (7),
що перетинає Φ1 розташована таким чином: (𝑡, 𝑦(𝑡)) ∈ 𝐷1 при 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡0+𝛿)

й (𝑡, 𝑦(𝑡)) /∈ 𝐷1 при 𝑡 ∈ (𝑡0 − 𝛿, 𝑡0), де (𝑡0, 𝑦0) — точка перетину 𝐽 з Φ1,
а 𝛿 > 0 — досить мале. Дiйсно, нехай 𝑃 (𝑡0, 𝑦0) ∈ Φ1 — будь-яка точка,
а 𝐽 : (𝑡, 𝑦𝑃 (𝑡)) — iнтегральна крива рiвняння (7) така, що 𝑦𝑃 (𝑡0) = 𝑦0.
Тодi 𝑎1(𝑡0, 𝑦𝑃 (𝑡0)) = 𝑎1(𝑡0, 𝑦0) < 0. Тому якщо 0 < 𝑡0 < 𝜌, то знайдеться
таке, досить мале, 𝛿 > 0, що sign(𝐴1(𝑡, 𝑦𝑝(𝑡))−𝐴1(𝑡0, 𝑦𝑝(𝑡0))) = sign(𝑡0 − 𝑡),
|𝑡− 𝑡0| < 𝛿.

Так як 𝐴1 (𝑡0, 𝑦𝑃 (𝑡0)) = 𝐴1 (𝑡0, 𝑦0) = 𝑀2, то маємо

sign
(︁
|𝑦𝑃 (𝑡) − 𝑡𝑟𝜙 (𝑡)|2 (𝑡𝜔 (𝑡))−2 −𝑀2

)︁
= sign (𝑡0 − 𝑡) ,

|𝑡0 − 𝑡| < 𝛿, або sign (|𝑦𝑃 (𝑡) − 𝑡𝑟𝜙 (𝑡)| −𝑀𝑡𝜔 (𝑡)) = sign (𝑡0 − 𝑡) , |𝑡0 − 𝑡| < 𝛿

Це означає, що (𝑡, 𝑦𝑃 (𝑡))∈𝐷1 при 𝑡 ∈ (𝑡0 − 𝛿, 𝑡0) й (𝑡, 𝑦𝑝(𝑡)) ∈ 𝐷1,
при 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡0 + 𝛿). Якщо ж 𝑡0 = 𝜌, то iснує таке достатньо мале
𝛿 > 0, що 𝐴1(𝑡, 𝑦𝑝(𝑡)) > 𝐴1(𝜌, 𝑦𝑝(𝜌)), 𝑡 ∈ (𝜌− 𝛿, 𝜌). Це означає, що
|𝑦𝑃 (𝑇 ) − 𝑡𝑟𝜙 (𝑡)|2 (𝑡𝜔 (𝑡))−2 > 𝑀2, 𝑡 ∈ (𝜌− 𝛿, 𝜌) , або |𝑦𝑃 (𝑇 ) − 𝑡𝑟𝜙 (𝑡)| >

𝑀𝑡𝜔 (𝑡) , 𝑡 ∈ (𝜌− 𝛿, 𝜌) , або (𝑡, 𝑦𝑝) /∈ 𝐷1 при 𝑡 ∈ (𝜌− 𝛿, 𝜌). Наше твердження
доведене.

Доведемо, що кожна iнтегральна крива рiвняння (7), що перетинає 𝐻,
залишається всерединi 𝐷1 при всiх 𝑡 ∈ (0, 𝜌] (i тому примикає до точки
(0,0) при 𝑡 → +0, залишаючись в 𝐷1 ). Дiйсно, жодна з iнтегральних
кривих (7), якi перетинають Φ1, у разi подальшого зростання 𝑡 не може
перетнути Φ1 знову. Отже, кожна така iнтегральна крива перетне 𝐻. Ви-
значимо вiдображення Ψ : Φ1 → 𝐻, ставлячи у вiдповiднiсть кожнiй точцi
𝑃 ∈ Φ1 точку Ψ(Φ1) ∈ 𝐻, що лежить на тiй же iнтегральнiй кривiй рiвня-
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ння (7), що й точка 𝑃 . Позначимо через Ψ(Φ1) множину образiв всiх точок
Φ1.

Вiдображення Ψ взаємно однозначно й взаємно неперервне. Множина
Φ1 незамкнута, тому що воно не мiстить свою граничну точку О(0,0). Тому
образ цiєї множини при неперервному вiдображеннi Ψ теж є незамкнутою
множиною.

Водночас множина 𝐻 замкнута. Тому множина Ω = 𝐻∖Ψ(Φ1) не поро-
жня.

Розглянемо iнтегральну криву 𝐽𝑢 : (𝑡, 𝑦𝑢(𝜌)), рiвняння (7) таку, що
(𝜌, 𝑦𝑢(𝜌)) ∈ Ω. На пiдставi вищезазначеного, якщо 𝑡 спадає вiд 𝑡 = 𝜌 до
𝑡 = 𝑡−, де (𝑡−, 𝜌) — лiвий максимальний iнтервал iснування розв’язкiв 𝑦𝑢,
то ця iнтегральна крива не зможе перетнути Φ1. Тому iнтегральна крива
𝐽 : (𝑡, 𝑦𝑢(𝑡)) визначена при всiх 𝑡 ∈ (0, 𝜌], лежить у 𝐷1 при всiх 𝑡 ∈ (0, 𝜌]

i входить у точку О(0,0) при 𝑡 → +0 ( залишаючись у 𝐷1 при 𝑡 ∈ (0, 𝜌] ),
що й потрiбно було довести.

Таким чином, |𝑦𝑢(𝑡) − 𝑡𝑟𝜙(𝑡)| ≤ 𝑀𝑡𝜔(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝜌].
З тотожностi

𝑡𝑦′𝑢(𝑡) = 𝑟𝑦𝑢(𝑡)

+ 𝑡𝑓

(︂
𝑡,
𝑢(𝑡)

𝑡𝑟
,
𝑢(𝑔(𝑡))

(𝑔(𝑡))𝑟
,
𝑢′(𝑡)

𝑡𝑟
− 𝑢(𝑡)

𝑡𝑟+1
,
𝑢′(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟
− 𝑢(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟+1

)︂
, 𝑡 ∈ (0, 𝜌]

неважко отримати, що
⃒⃒
𝑦′𝑢(𝑡) − 𝑟𝑡𝑟−1𝜙(𝑡) − 𝑡𝑟𝜙′(𝑡)

⃒⃒
≤ 𝑞𝑀𝜔(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝜌],

якщо тiльки 𝜌 ≤ 𝜌3, де 𝜌3 — достатньо мале, 𝜌3 ∈ (0, 𝜏).
Доведемо тепер, що в рiвняння (7) є тiльки одна iнтегральна крива (а

саме — крива 𝐽𝑢 : (𝑡, 𝑦𝑢(𝑡))), що перетинає 𝐻 й лежить усерединi 𝐷1 при
𝑡 ∈ (0, 𝜌] ( входячи при цьому в точку О(0,0) при 𝑡 → +0 ), а всi iншi кривi
рiвняння (7), що перетинають 𝐻, залишають множину 𝐷1 при 𝑡 → +0.
Для цього розглянемо однопараметричнi сiмейства множин

Φ2(𝜐) = {(𝑡, 𝑦) : 𝑡 ∈ (0, 𝜌] , |𝑦 − 𝑦𝑢(𝑡)| = 𝜐𝑡𝜔(𝑡)(− ln 𝑡)} ,

𝐷2(𝜐) = {(𝑡, 𝑦) : 𝑡 ∈ (0, 𝜌] , |𝑦 − 𝑦𝑢(𝑡)| < 𝜐𝑡𝜔(𝑡)(− ln 𝑡)} .

де 𝜐 — параметр, 𝜐 ∈ (0, 1].
Нехай допомiжна функцiя 𝐴2 : 𝐷0 → [0; +∞) визначається рiвнiстю

𝐴2(𝑡, 𝑦) = (𝑦 − 𝑦𝑢(𝑡))2 (𝑡𝜔(𝑡)(− ln 𝑡))−2 i нехай 𝑎2 : 𝐷0 → R — похiдна цiєї
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функцiї вiдповiдно до рiвняння (7). Неважко переконатися в тому, що iснує
таке, достатньо мале, 𝜌4 ∈ (0, 𝜏), що 𝑎2(𝑡, 𝑦) < 0 при (𝑡, 𝑦) ∈ Φ2(𝜐), 𝜐 ∈ (0, 𝜌]

i при всiх 𝑡 ∈ (0, 𝜌], якщо тiльки 𝜌 ≤ 𝜌4. Звiдси випливає, що для будь-
якого фiксованого 𝜐 ∈ (0, 𝜌] iнтегральна крива 𝐽 : (𝑡, 𝑦(𝑡)) рiвняння (7),
яка перетинає Φ2(𝜐) в будь-якiй точцi (𝑡0, 𝑦0), розташована таким чином:
(𝑡, 𝑦 (𝑡))∈𝐷2(𝜐) при 𝑡 ∈ (𝑡0 − 𝛿, 𝑡0) й (𝑡, 𝑦(𝑡)) ∈ 𝐷2(𝜐) при 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡0 + 𝛿),

де 𝛿 > 0 — досить мале. Це доводиться тими ж мiркуваннями, що й при
розглядi Φ1.

Нехай тепер (𝑡*, 𝑦*)− будь-яка точка множини 𝐷1 така, що 𝑦* ̸=
𝑦𝑢(𝑡*).Найдеться таке 𝜐* ∈ (0, 1], що (𝑡*, 𝑦*) ∈ Φ2(𝜐*). Розглянемо iнте-
гральну криву 𝐽* : (𝑡, 𝑦*(𝑡)) рiвняння (7), що проходить через точку (𝑡*, 𝑦*).
На пiдставi вищезазначеного, при зменшенi 𝑡 (𝑡 ≤ 𝑡*) ця iнтегральна крива
не зможе перетнути Φ2(𝜐*).Отже, вона лежить поза𝐷2(𝜐*) при всiх припу-
стимих 𝑡 < 𝑡*. Водночас |𝑦(𝑡) − 𝑦𝑢(𝑡)| ≤ |𝑦(𝑡) − 𝑡𝑟𝜙(𝑡)| + |𝑦𝑢(𝑡) − 𝑡𝑟𝜙(𝑡)𝑡𝑟| ≤
≤ 2𝑀𝑡𝜔(𝑡) < 𝜐𝑡𝜔(𝑡)(− ln 𝑡), якщо 𝑡 ∈ (0, 𝑡**], де значення 𝑡** ∈ (0, 𝜌) обрано

так, щоб при 𝑡 ∈ (0, 𝑡**] виконувалася умова −
1

ln 𝑡
<

𝜐

2𝑀
.

Покладемо за означенням 𝑦𝑢(0) = 0, 𝑦′𝑢(0) = 0. Неважко переконатися
в тому, що функцiя 𝑦𝑢 : [0, 𝜌] → R задовольняє умовi :

∀𝜀 > 0∀𝑡𝑖 ∈ [0, 𝜏 ] , 𝑖 ∈ {1, 2} : |𝑡1 − 𝑡2| ≤ 𝛿(𝜀) ⇒
⃒⃒
𝑢′(𝑡1) − 𝑢′(𝑡2)

⃒⃒
≤ 𝜀,

якщо тiльки 𝜌 ≤ 𝜌5. (Тут 𝛿(𝜀) — те ж, що й в умовi (6).). Ми бачимо, що
𝑦𝑢 ∈ 𝑈 . Визначимо оператор 𝑇 : 𝑈 → 𝑈 , так : 𝑇𝑢 = 𝑦𝑢. Доведемо, що опе-
ратор 𝑇 : 𝑈 → 𝑈 неперервний. Дiйсно, нехай 𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ {1, 2} — довiльнi
фiксованi функцiї. Позначимо 𝑇𝑢𝑖 = 𝑦𝑖, 𝑖 ∈ {1, 2}. Тодi 𝑦𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ {1, 2} i
виконуються тотожностi

𝑡𝑦′𝑖(𝑡) = 𝑟𝑦𝑖(𝑡) + 𝑡𝑓

(︂
𝑡,
𝑢𝑖(𝑡)

𝑡𝑟
,
𝑢𝑖(𝑔(𝑡))

(𝑔(𝑡))𝑟
,
𝑢′𝑖(𝑡)

𝑡𝑟

− 𝑢𝑖(𝑡)

𝑡𝑟+1
,
𝑢′𝑖(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟
− 𝑢𝑖(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟+1

)︂
, 𝑖 ∈ {1, 2}. (9)

Нехай ‖𝑢1 − 𝑢2‖ = 𝑑. Якщо 𝑑 = 0, то 𝑦1 = 𝑦2. Далi вважаємо, що
𝑑 > 0. Нехай 𝜐 — стала, яка задовольняє умовам: 𝜐 ∈ (0, 1), 𝜐 < (𝜔0 − 𝑟 +

1) |𝑔0 + ℎ0 + 𝑔0𝜔0 − 1|−1. Приймаючи до уваги вибiр 𝜐, неважко перекона-
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тися в тому, що

𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑓

(︂
𝑡,
𝑢1(𝑡)

𝑡𝑟
,
𝑢1(𝑔(𝑡))

(𝑔(𝑡))𝑟
,
𝑢′1(𝑡)

𝑡𝑟
− 𝑟𝑢1(𝑡)

𝑡𝑟+1
,
𝑢′1(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟
− 𝑟𝑢1(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟+1

)︂
−

− 𝑓

(︂
𝑡,
𝑢2(𝑡)

𝑡𝑟
,
𝑢2(𝑔(𝑡))

(𝑔(𝑡))𝑟
,
𝑢′2(𝑡)

𝑡𝑟
− 𝑟𝑢2(𝑡)

𝑡𝑟+1
,
𝑢′2(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟
− 𝑟𝑢2(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟+1

)︂⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝐾0𝑑
𝜐𝑡𝜔(𝑡)

(︂
𝑔(𝑡)ℎ(𝑡)𝜔(𝑔(𝑡))

𝑡

)︂−𝜐

, 𝑡 ∈ (0, 𝜌] , (10)

де 𝐾0 = (𝑙2 + 𝑙3 + 𝑟(𝑙4 + 𝑙5) + 1)(2𝑀)1−𝜐.
Будемо вивчати поведiнку iнтегральних кривих диференцiального рiв-

няння

𝑡𝑦′(𝑡) = 𝑟𝑦(𝑡) + 𝑡𝑓

(︂
𝑡,
𝑢(𝑡)

𝑡𝑟
,
𝑢(𝑔(𝑡))

(𝑔(𝑡))𝑟
,
𝑢′(𝑡)

𝑡𝑟
− 𝑢(𝑡)

𝑡𝑟+1
,
𝑢′(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟
− 𝑢(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟+1

)︂
.

(11)
Покладемо

Φ3 =

{︃
(𝑡, 𝑦) : 𝑡 ∈ (0, 𝜌] , |𝑦 − 𝑦2(𝑡)| = 𝛾𝑑𝜐𝑡𝜔(𝑡)

(︂
𝑔(𝑡)ℎ(𝑡)

𝑡
𝜔(𝑔(𝑡))

)︂−𝜐
}︃
,

𝐷3 =

{︂
(𝑡, 𝑦) : 𝑡 ∈ (0, 𝜌] , |𝑦 − 𝑦2(𝑡)| < 𝛾𝑑𝜐𝑡𝜔(𝑡)(

𝑔(𝑡)ℎ(𝑡)

𝑡
𝜔(𝑔(𝑡)))−𝜐

}︂
,

де 𝛾 — стала, 𝛾 > 2𝐾 (𝜔0 − 𝑟 + 1 − 𝜐(𝑔0 + ℎ0 + 𝑔0𝜔0 − 1))−1. Визначимо
допомiжну функцiю 𝐴3 : 𝐷0 → R рiвнiстю

𝐴3(𝑡, 𝑦) = (𝑦 − 𝑦2(𝑡))
2

(︃
𝑡𝜔(𝑡)

(︂
𝑔(𝑡)ℎ(𝑡)

𝑡
𝜔(𝑔(𝑡)

)︂−𝜐
)︃−2

.

Нехай 𝑎3 : 𝐷0 → R — похiдна функцiї 𝐴3(𝑡, 𝑦) в силу рiвняння (7).
Легко з’ясувати, що iснує таке, достатньо мале 𝜌7 ∈ (0, 𝜏), що 𝑎3(𝑡, 𝑦) < 0

при (𝑡, 𝑦) ∈ Φ3, якщо тiльки 𝜌 ≤ 𝜌7. Тому iнтегральна крива рiвняння (11),
що перетинає Φ3 в будь-якiй точцi (𝑡0, 𝑦0), розташована так: вона лежить
в 𝐷3 при 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡0 + 𝛿) i лежить зовнi 𝐷3 при 𝑡 ∈ (𝑡0 − 𝛿, 𝑡0), де 𝛿 > 0 —
достатньо мале. Крiм того,

|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| ≤ |𝑦1 (𝑡) − 𝑡𝑟𝜙 (𝑡)| + |𝑦2 (𝑡) − 𝑡𝑟𝜙 (𝑡)| ≤

≤ 2𝑀𝑡𝜔 (𝑡) < 𝛾𝑑𝜐𝑡𝜔(𝑡)

(︂
𝑔(𝑡)ℎ(𝑡)

𝑡
𝜔 (𝑔(𝑡))

)︂−𝜐

,
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якщо 𝑡 ∈ (0, 𝑡 (𝑑)], де 𝑡 (𝑑) достатньо мале, 𝑡 (𝑑) ∈ (0, 𝜌). Тому iнтегральна
крива 𝐽 : (𝑡, 𝑦1 (𝑡)) рiвняння (11) лежить всерединi 𝐷3 при 𝑡 ∈ (0, 𝑡 (𝑑)]. На
основi вищесказаного, якщо 𝑡 збiльшується вiд 𝑡 = 𝑡 (𝑑) до 𝑡 = 𝜌, то вказана
iнтегральна крива не може мати спiльних точок з Φ3. Тому, вона (крива)
лежить в 𝐷3 при всiх 𝑡 ∈ (0, 𝜌]. Отже,

|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| < 𝛾𝑑𝜐𝑡𝜔(𝑡)

(︂
𝑔(𝑡)ℎ(𝑡)

𝑡
𝜔 (𝑔(𝑡))

)︂−𝜐

, 𝑡 ∈ (0, 𝜌] (12)

За допомогою (9), (12) неважко переконатися в тому, що

|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| +
⃒⃒
𝑦′1(𝑡) − 𝑦′2(𝑡)

⃒⃒
≤ 𝑑𝜐(𝑔(𝑡)ℎ(𝑡)𝜔(𝑔(𝑡)))−𝜐, 𝑡 ∈ (0, 𝜌] . (13)

Перейдемо тепер безпосередньо до доведення неперервностi оператора
𝑇 : 𝑈 → 𝑈 . Нехай 𝜀 > 0 дано. Iснує таке 𝑡𝜀 ∈ (0, 𝜌), що

2𝑀𝑡𝜔(𝑡) + 2𝑞𝑀𝜔(𝑡) ≤ 𝜀

2

при 𝑡 ∈ (0, 𝑡𝜀]. Якщо 𝑡 ∈ (0, 𝑡𝜀], то

|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| +
⃒⃒
𝑦′1(𝑡) − 𝑦′2(𝑡)

⃒⃒
≤ |𝑦1(𝑡) − 𝑡𝑟𝜙(𝑡)| + |𝑦2(𝑡) − 𝑡𝑟𝜙(𝑡)|

+
⃒⃒
𝑦′1(𝑡) − 𝑟𝑡𝑟−1𝜙(𝑡) − 𝑡𝑟𝜙′(𝑡)

⃒⃒
+
⃒⃒
𝑦2(𝑡) − 𝑟𝑡𝑟−1𝜙(𝑡) − 𝑡𝑟𝜙′(𝑡)

⃒⃒
≤ 2𝑀𝑡𝜔(𝑡) + 2𝑞𝑀𝜔(𝑡) ≤ 𝜀

2
.

Якщо ж 𝑡 ∈ [𝑡𝜀, 𝜌], то з (13) маємо

|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| +
⃒⃒
𝑦′1(𝑡) − 𝑦′(𝑡)

⃒⃒
≤ 𝑑𝜐 (𝑔(𝑡𝜀)ℎ(𝑡𝜀)𝜔(𝑔(𝑡𝜀)))

−𝜐 , 𝑡 ∈ [𝑡𝜀, 𝜌] .

Покладемо 𝛿 (𝜀) = (𝜀/2)
1
𝜐 𝑔(𝑡𝜀)ℎ(𝑡𝜀)𝜔(𝑔(𝑡𝜀)). Якщо 𝑑 < 𝛿(𝜀), то

|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)|+ + |𝑦′1(𝑡) − 𝑦′2(𝑡)| ≤ 𝜀/2 при всiх 𝑡 ∈ (0, 𝜌]. Крiм того, 𝑦𝑖 (0) =

0 i 𝑦′
𝑖 (0) = 0, 𝑖 ∈ {1, 2}. Тому max

𝑡∈[0,𝜌]
(|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)|+ |𝑦′1(𝑡) − 𝑦′2(𝑡)|) ≤ 𝜀/2 або

‖𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)‖ ≤ 𝜀/2.
Отже, доведено, що якщо ‖𝑢1 − 𝑢2‖ = 𝛿 < 𝛿 (𝜀), то

‖𝑇𝑢1 − 𝑇𝑢2‖ = ‖𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)‖ ≤ 𝜀/2 < 𝜀.

Цi мiркування не залежать анi вiд вибору функцiї 𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ {1, 2}, анi
вiд вибору 𝜀 > 0.

Неперервнiсть оператора 𝑇 : 𝑈 → 𝑈 доведена.
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Застосуємо до оператора 𝑇 : 𝑈 → 𝑈 принцип нерухомої точки Шауде-
ра. В оператора 𝑇 : 𝑈 → 𝑈 є хоча б одна нерухома точка 𝑦0 ∈ 𝑈 , тобто
𝑇𝑦0 = 𝑦0. Оскiльки iснує єдина функцiя 𝑥0 : (0, 𝜌] → R така, що 𝑥0(𝑡) =
𝑦0(𝑡)
𝑡𝑟 , то маємо: |𝑥0(𝑡) − 𝜙(𝑡)| ≤ 𝑀 𝜔(𝑡)

𝑡𝑟−1 , |𝑥′0(𝑡) − 𝜙′(𝑡)| ≤ (𝑞 + 𝑟)𝑀 𝜔(𝑡)
𝑡𝑟 , 𝑡 ∈

(0, 𝜌].
Теорему доведено.
Вiдмiтимо, що з умови теореми, взагалi кажучи, не випливає, що

𝜙′ (𝑡) → 𝑐, 𝑡 → +0, 𝜔(𝑡)
𝑡𝑟 → 0, 𝑡 → +0, де 𝑐 — стала.

Назвемо умовами С сукупнiсть наступних умов:

1. 𝑙2(𝑡) = 𝑙2𝑡
2𝑟−2𝛽(𝑡), 𝑙3(𝑡) = 𝑙3𝑡

𝑟−1(𝑔(𝑡))𝑟−1𝛽(𝑡), 𝑙4(𝑡) = 𝑙4𝑡
2𝑟−1𝛽(𝑡),

𝑙5(𝑡) = 𝑙5𝑡
𝑟−1 (ℎ(𝑡))𝑟 𝛽(𝑡), де 𝑙𝑖 — додатнi сталi, 𝑖 ∈ {2, 3, 4, 5};

2. 𝛽 : (0, 𝜏) → (0,+∞) — неперервна функцiя;

3. lim
𝑡→+0

𝛽 (𝑡) = 0, lim
𝑡→+0

𝜔(𝑡)
𝑡𝑟−1𝛽(𝑡)

= 0.

Теорема 2. Нехай виконанi умови В,С. Тодi iснують сталi 𝜌, 𝑀 , 𝑞 такi,
що задача Кошi (1), (2) має єдиний розв’язок 𝑥 : (0, 𝜌] → R, що належить
множинi 𝑈(𝜌,𝑀, 𝑞).

Доведення. Насамперед, обираємо сталi 𝜌, 𝑀 , 𝑞. Нехай виконанi на-
ступнi нерiвностi:

𝑀 > 2/(𝜔0 − 𝑟 + 1), 𝑞 > 1/2(𝜔0 + 𝑟 + 1).

Умови, що визначають вибiр 𝜌 тут не наводимо. Цi умови можна було б
конкретно виписати, таким самим чином, як i при доведеннi теореми 1;
зараз ми вкажемо, що 𝜌 досить мало. Вибiр 𝜌,𝑀, 𝑞 забезпечує законнiсть
всiх подальших мiркувань.

Нехай𝐵 — простiр неперервно диференцiйованих функцiй 𝑢 : [0, 𝜌] → R
з нормою (4). Позначимо через 𝑈 пiдмножину 𝐵, кожний елемент 𝑢 :

[0, 𝜌] → R якої при 𝑡 ∈ (0, 𝜌] задовольняє нерiвностям (5), причому 𝑢(0) = 0,
𝑢′(0) = 0. Множина 𝑈 замкнена й обмежена. Розглянемо рiвняння (1)
i покладемо 𝑥 = 𝑦(𝑡)

𝑡𝑟 , де 𝑦 — нова невiдома функцiя. Тодi рiвняння (1)
матиме вигляд (*). Далi будемо розглядати задачу Кошi (7), (8), де 𝑢 ∈
𝑈 — довiльна фiксована функцiя. Тими самими мiркуваннями, що й у
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теоремi 1, з’ясуємо, що iснує єдиний розв’язок 𝑦𝑢 : (0, 𝜌] → R задачi (7),
(8) такий, що вiдповiдає оцiнкам

|𝑦𝑢 (𝑡) − 𝑡𝑟𝜙 (𝑡)| ≤ 𝑀𝑡𝜔 (𝑡) ,⃒⃒
𝑦′𝑢 (𝑡) − 𝑟𝑡𝑟−1𝜙 (𝑡) − 𝑡𝑟𝜙′ (𝑡)

⃒⃒
≤ 𝑞𝑀𝜔 (𝑡) , 𝑡 ∈ (0, 𝜌] .

Покладемо за означенням 𝑦𝑢 (0) = 0, 𝑦′𝑢 (0) = 0. Тодi 𝑦𝑢 ∈ 𝑈 . Визначимо
оператор 𝑇 : 𝑈 → 𝑈 , покладаючи 𝑇𝑢 = 𝑦𝑢(𝑡). Доведемо, що оператор
𝑇 : 𝑈 → 𝑈 — оператор стиску.

Нехай 𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ {1, 2} — довiльнi фiксованi функцiї. Позначимо
𝑇𝑢𝑖 = 𝑦𝑖, 𝑖 ∈ {1, 2}. Тодi 𝑦𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ {1, 2} й виконуються тотожностi
(9). Нехай ‖𝑢1 − 𝑢2‖ = 𝑑. Якщо 𝑑 = 0, то 𝑦1 = 𝑦2. Нехай далi 𝑑 > 0. Будемо
дослiджувати поведiнку розв’язкiв диференцiального рiвняння (11).

Позначимо

Φ4 = {(𝑡, 𝑦) : 𝑡 ∈ (0, 𝜌] , |𝑦(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| = 𝛾𝑑𝑡𝑟𝛽(𝑡)} ,

𝐷4 = {(𝑡, 𝑦) : 𝑡 ∈ (0, 𝜌] , |𝑦(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| < 𝛾𝑑𝑡𝑟𝛽(𝑡)} ,

де 𝛾 — стала, яка задовольняє умовi:

𝛾 > (𝛽0)
−1(𝑙2 + 𝑙3 + (1 + 𝑟)(𝑙4 + 𝑙5)). (14)

Розглянемо допомiжну функцiю 𝐴4 : 𝐷0 → [0,+∞), задану рiвнiстю

𝐴4 (𝑡, 𝑦) = (𝑦 − 𝑦2(𝑡))
2(𝑡𝑟𝛽(𝑡))−2

i позначимо через 𝑎4 : 𝐷0 → R похiдну цiєї функцiї в силу рiвняння (11).
Так як 𝜌 достатньо мале, то неважко переконатися в тому, що 𝑎4(𝑡, 𝑦) <

0 при (𝑡, 𝑦) ∈ Φ4. Отже, кожна iнтегральна крива 𝐽 : (𝑡, 𝑦(𝑡)) рiвняння
(9), яка перетинає Φ4 в будь-якiй точцi (𝑡0, 𝑦0), розташована таким чином:
(𝑡, 𝑦 (𝑡))∈𝐷4 при 𝑡 ∈ (𝑡0 − 𝛿, 𝑡0) i (𝑡, 𝑦 (𝑡)) ∈ 𝐷4 при 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡0 + 𝛿), де 𝛿 > 0−
досить мале.

При цьому маємо

|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| ≤ |𝑦1(𝑡) − 𝑡𝑟𝜙(𝑡)| + |𝑦2(𝑡) − 𝑡𝑟𝜙(𝑡)|

≤ 2𝑀𝑡𝜔(𝑡) = 𝛾𝑡𝑟𝑑𝛽(𝑡)
2𝑀𝑡𝜔(𝑡)

𝛾𝑑𝑡𝑟𝛽(𝑡)
< 𝛾𝑡𝑟𝑑𝛽(𝑡),
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якщо 𝑡 ∈ (0, 𝑡(𝑑)], де стала 𝑡(𝑑) ∈ (0, 𝜌) визначена з умови 𝜔(𝑡)
𝑡𝑟−1𝛽(𝑡)

< 𝛾𝑑
2𝑀

при 𝑡 ∈ (0, 𝑡(𝑑)], тобто 𝑡(𝑑) — достатньо мале. Виходить, iнтегральна крива
𝐽1 : (𝑡, 𝑦1(𝑡)) рiвняння (11) лежить усерединi 𝐷4 при 𝑡 ∈ (0, 𝑡(𝑑)]. Водночас,
на пiдставi сказаного вище, якщо 𝑡 монотонно зростає вiд 𝑡 = 𝑡(𝑑) до 𝑡 = 𝜌,
то ця iнтегральна крива не може мати спiльних точок з Φ4. Тому дана
iнтегральна крива лежить у 𝐷4 при всiх 𝑡 ∈ (0, 𝜌]. Таким чином,

|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| ≤ 𝛾𝑡𝑟𝑑𝛽(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝜌] . (15)

За допомогою тотожностей (9) неважко одержати оцiнку:

𝑡
⃒⃒
𝑦′1(𝑡) − 𝑦′2(𝑡)

⃒⃒
≤ (𝛽0 + 𝑟)𝛾𝑡𝑟𝛽(𝑡)𝑑, 𝑡 ∈ (0, 𝜌] . (16)

З (15) i (16) випливає, що

|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)|+
⃒⃒
𝑦′1(𝑡) − 𝑦′2(𝑡)

⃒⃒
≤ 𝛾𝑡𝑟𝛽(𝑡)𝑑+(𝛽0+𝑟)𝛾𝑡𝑟−1𝛽(𝑡)𝑑 ≤ 𝑑

2
, 𝑡 ∈ (0, 𝜌] ,

оскiльки 𝜌 досить мале. Тому max
𝑡∈[0,𝜌]

(|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| + |𝑦′1(𝑡) − 𝑦′2(𝑡)|) ≤ 1/2𝑑,

тобто, ‖𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)‖ ≤
𝑑

2
.

Таким чином, доведено, що ‖𝑇𝑢1 − 𝑇𝑢2‖ ≤
1

2
‖𝑢1 − 𝑢2‖.

Наведенi мiркування не залежать вiд вибору функцiй 𝑢𝑖 ∈ 𝑈 , 𝑖 ∈ {1, 2}.
Тому 𝑇 : 𝑈 → 𝑈 — стискаючий оператор. Для завершення доведення
теореми залишається застосувати принцип стислих вiдображень Банаха.

3. Висновки

Дана методика може використовуватися для дослiдження широкого
класу задач Коши для функцiонально - диференцiальних рiвнянь i дозво-
ляє дослiджувати асимптотичну поведiнку розв’зкiв задач такого вигляду.
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Полищук (Чайчук) О. Р.
Качественное исследование некоторого сингулярного функционально-
дифференциального уравнения

Резюме

Рассматривается сингулярная задача Коши для функционально-дифференциального
уравнения определенного типа, разрешенного относительно производной неизвестной
функции. Решения ищутся в классе непрерывно-дифференцируемых функций. Дока-
зывется, что существует непустое множество непрерывно-дифференцируемых решений,
имеющих определенные асимптотические свойства в достаточно малой окрестности осо-
бой точки. Построение асимптотики решений является не менее важным результатом,
чем доказательство существования решений. Для исследования поставленной задачи
использована методика, соединяющая элементы теории функций и качественной тео-
рии дифференциальных уравнений. При этом качественный анализ применен не только
при построении некоторого нелинейного оператора, но и при доказательстве того, что
этот оператор удовлетворяет условиям теоремы о неподвижной точке. Эта методика, по
нашему мнению, может быть использована при решении широкого класса задач нели-
нейной теории обыкновенных дифференциальных уравнений.
Ключевые слова: функционально-дифференциальные уравнения, задача Коши, асимп-
тотика решений, сингулярная задача, непрерывно -дифференцируемое решение, функ-
ции Ляпунова.

Polishchuk (Chaichook) O. R.
A qualitative investigation for some singular functional differential eqation

Summary
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A singular Cauchy problem for functional differential equations of a certain type is consid-
ered, solved for the derivative of the unknown function. Solutions are sought in the class of
continuously differentiable functions. It is proved that there exists a nonempty set of con-
tinuously differentiable solutions having certain asymptotic properties in a sufficiently small
neighborhood of the singular point. Construction of the asymptotic behavior of solutions is
as important result as proof of the existence of solutions. To study the task, a technique
was used that combines elements of the theory of functions and the qualitative theory of
differential equations. Moreover, a qualitative analysis was applied not only in constructing
a certain nonlinear operator, but also in proving that this operator satisfies the conditions
of the fixed-point theorem. This technique, in our opinion, can be used for a wide range of
problems of the theory of nonlinear ordinary differential equations.
Key words: functional differential equation, initial value problem, solution asymptotics, sin-
gular problem, continuously differentiable solution, Lyapunov functions.
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