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НАБЛИЖЕНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗАННЯ МАТРИЧНИХ
РIВНЯНЬ ВIНЕРА — ГОПФА В ЗАДАЧАХ ПРИКЛАДНОЇ
МЕХАНIКИ

Запропоновано метод послiдовних наближень для розв’язання системи функцiональних
рiвнянь Вiнера — Гопфа. Метод використовує подання матричного коефiцiєнта системи
у виглядi суми двох матриць, одна з яких допускає точну факторизацiю, а вiдносно
iншої — матрицi-збурення — передбачається умова її малостi порiвняно з першим до-
данком в областi задання системи. Розв’язок системи шукається у виглядi розвинень за
степенями матрицi-збурення. На кожному кроцi наближення розв’язання системи здiй-
снюється за допомогою методу Вiнера — Гопфа з використанням факторизацiї основ-
ної складової матричного коефiцiєнта. Використання методу iлюструється на прикладi
розв’язання задачi про розрахунок параметрiв зони передруйнування у з’єднувальному
матерiалi в кiнцi мiжфазної трiщини, що виходить з кутової точки ламаної межi по-
дiлу двох рiзних матерiалiв. Зона моделюється лiнiєю розриву перемiщення, на якiй
напруження задовольняють критерiй мiцностi Мiзеса — Хiлла. Показано, що за певних
умов вже у першому наближеннi метод дозволяє отримувати розв’язки з прийнятною
точнiстю.
MSC: 39B72, 74S99.
Ключовi слова: матричне функцiональне рiвняння Вiнера — Гопфа, метод послiдовних
наближень, мiжфазна трiщина, зона передруйнування, критерiй Мiзеса — Хiлла.
DOI: XXXX.

1. Вступ

Багато плоских крайових задач математичної i теоретичної фiзики,
прикладної механiки за допомогою iнтегральних перетворень можуть бути
зведенi до систем функцiональних рiвнянь виду

Φ+(𝑝) + F(𝑝) = G(𝑝)Φ−(𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷), (1)

визначених у деякiй смузi D площини комплексної змiнної р, що
розв’язуються за допомогою методу Вiнера — Гопфа [1]. Тут Φ+(𝑝), Φ−(𝑝)

— невiдомi векторнi функцiї, аналiтичнi в областях 𝐷+ i 𝐷− вiдповiдно,
𝐷 = 𝐷+

⋂︀
𝐷− — спiльна смуга їх аналiтичностi; F(𝑝) i G(𝑝) — заданi
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векторна i квадратна матрична функцiї, якi можуть мати сингулярностi
поза смугою аналiтичностi. Ключовою проблемою розв’язання системи
(1) є факторизацiя її матричного коефiцiєнта G(𝑝), тобто подання його у
виглядi добутку

G(𝑝) = G+(𝑝)G−(𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷) (2)

двох матриць G+(𝑝), G−(𝑝), аналiтичних у областях 𝐷+, 𝐷− вiдповiдно.

Незважаючи на те, що ще у 1958 роцi М. Крейн та I. Гохберг в [2] до-
казали теоретичну можливiсть такої факторизацiї, проте нi вони, а потiм
i нiхто iнший не змогли запропонувати унiверсального алгоритму точної
аналiтичної факторизацiї матричних функцiй. Нинi вiдомий лише один,
виявлений Г. М. Чеботарьовим [3], вузький нетривiальний клас матри-
чних функцiй комплексної змiнної, що допускають точну факторизацiю
у замкнутiй аналiтичнiй формi. Метод факторизацiї цього класу матриць
розвивали А. А. Храпков [4-6], V. G. Daniele [7], B. Noble [1] та iншi. Вiн
успiшно застосовувався для розв’язання ряду задач механiки руйнуван-
ня, теорiї розсiяння електромагнiтних i пружних хвиль, контактних задач
тощо.

Проте, метод Чеботарьова — Храпкова виявився недiєвим у випадку
матричних функцiй, вiдмiнних вiд знайденого ними виду. Це стимулюва-
ло пошук альтернативних та розвиток наближених методiв факторизацiї
матриць, у яких брали участь А. О. Антiпов, В. А. Бабешко, Р. В. Дуду-
чава, Н. Г. Моiсєєв, В. I. Острик, В. В. Сiльвестров, I. D. Abrahams, V.
G. Daniele, I. Gohberg, R. A. Hurd, D. S. Jones, A. B. Lebre, G. Mishuris,
A. D. Rawlins, S. Rogosin, G. R. Wickham та iншi. Зокрема, у методi В. А.
Бабешка факторизацiя матрицi здiйснюється у три етапи: нормалiзацiї,
наближеної факторизацiї i уточненої факторизацiї; на етапi наближеної
факторизацiї нормалiзовану матрицю наближають на дiйснiй вiсi матри-
цею з рацiональними коефiцiєнтами [8]. Метод А. О. Антiпова полягає у
розвиненнi неаналiтичних елементiв матричного рiвняння за їх полюсами
у ряди з невiдомими коефiцiєнтами, що призводить до нескiнченої систе-
ми алгебраїчних рiвнянь, яка розв’язується за допомогою асимптотичного
методу [9, 10]. I. D. Abrahams для наближеної факторизацiї матриць ви-
користовує Паде-апроксимацiю полiномами довiльної степенi [11].

В цiлому, застосування наближених методiв базується на громiздких
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перетвореннях вихiдної матрицi, iншi методи зводяться до досить трудо-
мiстких обчислювальних процедур. Тому iснує потреба у розвитку мате-
матично зрозумiлих i обчислювально простих методiв отримання набли-
жених аналiтичних розв’язкiв систем функцiональних рiвнянь Вiнера —
Гопфа.

2. Основи методу

На вiдмiну вiд використання наближених методiв факторизацiї матри-
чного коефiцiєнта вихiдного рiвняння (1) у данiй роботi запропоновано ме-
тод послiдовних наближень розв’язання системи функцiональних рiвнянь
Вiнера — Гопфа. Вiн базується на поданнi матричного коефiцiєнта системи
у виглядi суми двох матриць, одна з яких, G0(𝑝), допускає аналiтичну фа-
кторизацiю в замкнутiй формi, а вiдносно iншої — матрицi-збурення G′(𝑝)

— приймається умова малостi в областi визначення системи порiвняно з
основною матрицею G0(𝑝):

G(𝑝) = G0(𝑝) + G′(𝑝)
(︀
G0(𝑝) = G+

0 (𝑝)G−
0 (𝑝), G0(𝑝) ≫ G′(𝑝), 𝑝 ∈ 𝐷

)︀
.

(3)
Порiвняння матриць не є, в цiлому, коректною процедурою при вiд-

сутностi малого параметра, що мiг би бути використаний у розкладаннi
(3). В подальшому вважатимемо, що обґрунтованiсть такого розкладання
може бути перевiрена за впливом матрицi G′(𝑝) на скалярнi величини, якi
отримуються з вихiдного рiвняння Вiнера — Гопфа.

У вiдповiдностi з прийнятими вище припущеннями подамо розв’язок
рiвняння (1) у виглядi розвинень за степенями матрицi-збурення G′(𝑝):

Φ±(𝑝)= Φ±
0 (𝑝) + Φ±

1 (𝑝) + Φ±
2 (𝑝) + ..., (4)

де кожен наступний доданок є значно меншим порiвняно з попереднiм. З
урахуванням (3) i (4) рiвняння (1) у нульовому наближеннi зводимо до
вигляду(︀

G+
0 (𝑝)

)︀−1
Φ+

0 (𝑝) +
(︀
G+

0 (𝑝)
)︀−1

F(𝑝) = G−
0 (𝑝)Φ−

0 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷), (5)

де степiнь “–1” позначає обернену матрицю. Розв’язання цього рiвняння
виконуємо за допомогою процедури Вiнера — Гопфа [1]. Припускаючи, що
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елементи вектора
(︀
G+

0 (𝑝)
)︀−1

F(𝑝) задовольняють умову Гельдера, замiни-
мо його за допомогою iнтегралiв типу Кошi рiзницею крайових значень
аналiтичних векторiв [12]:(︀

G+
0 (𝑝)

)︀−1
F(𝑝) = F+

0 (𝑝) − F−
0 (𝑝),

F±
0 (𝑝) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾

(︀
G+

0 (𝑧)
)︀−1

F(𝑧)

𝑧 − 𝑝
𝑑𝑧 (𝛾 ∈ 𝐷, 𝑝 ∈ 𝐷±)

(6)

i подамо рiвняння (5) у формi(︀
G+

0 (𝑝)
)︀−1

Φ+
0 (𝑝) + F+

0 (𝑝) = G−
0 (𝑝)Φ−

0 (𝑝) + F−
0 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷). (7)

Зробимо також додаткове припущення, що права i лiва частини рiвняння
(7) при 𝑝 → ∞ прямують до нуля. (Це припущення не є принциповим,
оскiльки нескладно узагальнити метод на випадок прямування лiвої i пра-
вої частин рiвняння до одного i того ж полiнома, як це трапляється у
скалярних функцiональних рiвняннях Вiнера — Гопфа [12].) Тодi у вiд-
повiдностi з принципом аналiтичного продовження та теореми Лiувiлля
отримуємо розв’язок рiвняння (7)

Φ+
0 (𝑝) = −G+

0 (𝑝)F+
0 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷+),

Φ−
0 (𝑝) = −

(︀
G−

0 (𝑝)
)︀−1

F−
0 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷−),

(8)

який є нульовим наближенням розв’язку вихiдного рiвняння (1).
У першому наближеннi рiвняння (1) має вигляд

Φ+
1 (𝑝) = G0(𝑝)Φ

−
1 (𝑝) + G′(𝑝)Φ−

0 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷).

Введемо векторну функцiю

F1(𝑝) = −G′(𝑝)Φ−
0 (𝑝).

З урахуванням факторизацiї матрицi G0(𝑝) приходимо до рiвняння(︀
G+

0 (𝑝)
)︀−1

Φ+
1 (𝑝) +

(︀
G+

0 (𝑝)
)︀−1

F1(𝑝) = G−
0 (𝑝)Φ−

1 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷), (9)

аналогiчного рiвнянню (5). Подiбно до (6) виконаємо в (9) замiну(︀
G+

0 (𝑝)
)︀−1

F1(𝑝) рiзницею крайових значень аналiтичних векторiв:(︀
G+

0 (𝑝)
)︀−1

F1(𝑝) = F+
1 (𝑝) − F−

1 (𝑝), (10)
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F±
1 (𝑝) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾

(︀
G+

0 (𝑧)
)︀−1

F1(𝑧)

𝑧 − 𝑝
𝑑𝑧

=
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾

(︀
G+

0 (𝑧)
)︀−1

G′(𝑧)
(︀
G−

0 (𝑧)
)︀−1

F−
0 (𝑧)

𝑧 − 𝑝
𝑑𝑧 (𝛾 ∈ 𝐷, 𝑝 ∈ 𝐷±).

Пiсля пiдстановки (10) в (9) i використання принципу аналiтичного про-
довження та теореми Лiувiлля знайдемо поправку першого порядку за
збуренням до розв’язку (8):

Φ+
1 (𝑝) = −G+

0 (𝑝)F+
1 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷+),

Φ−
1 (𝑝) = −

(︀
G−

0 (𝑝)
)︀−1

F−
1 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷−).

(11)

Поправки 𝑛-го порядку Φ±
𝑛 (𝑝) отримуються аналогiчно попередньому ета-

пу i описуються формулами, подiбними до (10)-(11):

Φ+
𝑛 (𝑝) = −G+

0 (𝑝)F+
𝑛 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷+),

Φ−
𝑛 (𝑝) = −

(︀
G−

0 (𝑝)
)︀−1

F−
𝑛 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷−),

(12)

F±
𝑛 (𝑝) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾

(︀
G+

0 (𝑧)
)︀−1

G′(𝑧)
(︀
G−

0 (𝑧)
)︀−1

F−
𝑛−1(𝑧)

𝑧 − 𝑝
𝑑𝑧 (𝛾 ∈ D, 𝑝 ∈ 𝐷±).

Пiдсумовуючи цi поправки згiдно з (4), знаходимо остаточний розв’язок
рiвняння (1):

Φ+(𝑝) = −G+
0 (𝑝)

∞∑︁
𝑛=0

F+
𝑛 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷+),

Φ−(𝑝) = −
(︀
G−

0 (𝑝)
)︀−1

∞∑︁
𝑛=0

F−
𝑛 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷−).

(13)

З формальної точки зору розв’язок (13) можна вважати точним. Умо-
вою коректностi розв’язку є збiжнiсть його рядiв, тобто виконання нерiв-
ностi |F±

𝑛 (𝑝)| <
⃒⃒
F±
𝑛−1(𝑝)

⃒⃒
. Згiдно з визначенням F±

𝑛 (𝑝) в (12) цiй нерiвностi
еквiвалентна умова ⃒⃒⃒(︀

G+
0 (𝑝)

)︀−1
G′(𝑝)

(︀
G−

0 (𝑝)
)︀−1
⃒⃒⃒
< 1. (14)

В той же час практичне застосування формул (13) для числових розра-
хункiв наштовхується на зростання кратностi iнтегралiв у кожному насту-
пному наближеннi. Ця обставина змушує обмежуватись в (13) невеликим
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числом доданкiв, якi враховуються при обчисленнях, i накладає замiсть
(14) бiльш жорстке обмеження на матрицю-збурення:⃒⃒⃒(︀

G+
0 (𝑝)

)︀−1
G′(𝑝)

(︀
G−

0 (𝑝)
)︀−1
⃒⃒⃒
≪ 1. (15)

Як видно з попереднього розгляду, перевагою запропонованого методу
є уникнення факторизацiї матричного коефiцiєнта G(𝑝) вихiдного рiвня-
ння (1). З iншого боку, формально розв’язок (13) можна представити як
результат дiї деяких матричних операторiв:

Φ±(𝑝) = −Ĝ±(𝑝)F0(𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷±),

що дозволяє процедурi факторизацiї (2) поставити у вiдповiднiсть опера-
торне подання

G(𝑝) → Ĝ+(𝑝)Ĝ−(𝑝).

У такому трактуваннi розглянутий метод є близьким до деяких наближе-
них методiв факторизацiї матричних функцiй, зокрема, запропонованого
в [13] асимптотичного методу факторизацiї класу матриць, якi на нескiн-
ченостi прямують до тотожної матрицi.

3. Приклад застосування методу: модель зони перед-
руйнування у з’єднувальному матерiалi в кiнцi мiж-
фазної трiщини, що виходить з кутової точки ламаної
межi подiлу двох рiзних матерiалiв

В умовах плоскої деформацiї розглядаємо задачу про розрахунок па-
раметрiв початкової зони передруйнування у з’єднувальному матерiалi бi-
ля вершини мiжфазної трiщини, що виходить з кутової точки ламаної
межi подiлу двох пружних однорiдних iзотропних матерiалiв з модуля-
ми Юнґа 𝐸1, 𝐸2 i коефiцiєнтами Пуассона 𝜈1, 𝜈2. Нехтуючи товщиною
з’єднувального прошарку, моделюватимемо зону лiнiєю розриву перемi-
щення, на якiй нормальне i дотичне напруження задовольняють умову(︂

𝜎𝜃
𝜎0

)︂2

+

(︂
𝜏𝑟𝜃
𝜏0

)︂2

= 1, (16)

де 𝜎0, 𝜏0 — опори вiдриву та зсуву з’єднувального матерiалу, що експе-
риментально визначаються як середнi значення нормального i дотичного
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напружень в зонi при вiдповiднiй модi навантаження. Умова (16) викори-
стовується в одному з варiантiв когезiйної моделi мiжфазного руйнування
[14] i вiдповiдає критерiю мiцностi Мiзеса — Хiлла.

На початковому етапi свого розвитку довжина зони передруйнування
𝑙 значно менша вiд довжини трiщини 𝐿 та iнших актуальних розмiрiв тi-
ла, i оскiльки напружено-деформований стан дослiджується в околi зони,
то вихiдна задача зводиться до задачi про лiнiю розриву скiнченної дов-
жини, що поширюється з вершини пiвнескiнченної мiжфазної трiщини у
кусково-однорiднiй площинi по межi подiлу двох рiзних пружних мате-
рiалiв (рис. 1). Умову на нескiнченостi формулюємо як вимогу переходу
шуканого розв’язку на вiдстанях 𝑙 << 𝑟 << 𝐿 у розв’язок аналогiчної
задачi теорiї пружностi без лiнiї розриву, який вiдомий з робiт [15, 16].

Рис. 1: Розрахункова схема задачi

Враховуючи умову (16) та вважаючи береги трiщини вiльними вiд на-
пружень (за винятком можливої областi контакту берегiв трiщини, яку
вважаємо значно меншою порiвняно iз зоною передруйнування i нехтуємо
нею), приходимо до статичної крайової задачi теорiї пружностi з грани-
чними умовами

𝜃 = −𝛼
⋃︁

2𝜋 − 𝛼 : 𝜎𝜃 = 𝜏𝑟𝜃 = 0; (17)

𝜃 = 0 : ⟨𝜎𝜃⟩ = ⟨𝜏𝑟𝜃⟩ = 0; (18)

𝜃 = 0, 𝑟 < 𝑙 : 𝜎𝜃 = 𝜎0 cos𝜓(𝑟), 𝜏𝑟𝜃 = 𝜏0 sin𝜓(𝑟);

𝜃 = 0, 𝑟 > 𝑙 : ⟨𝑢𝜃⟩ = ⟨𝑢𝑟⟩ = 0; (19)

𝜃 = 0, 𝑟 → ∞ : 𝜎𝜃 ∼
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝐹𝜎(𝛼, 𝜆𝑖)𝑟
𝜆𝑖 , 𝜏𝑟𝜃 ∼

∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝐹𝜏 (𝛼, 𝜆𝑖)𝑟
𝜆𝑖 ; (20)
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де ⟨𝑓⟩ позначає стрибок величини 𝑓 на межi подiлу; 𝜓(𝑟) — фазовий кут
напруження в зонi передруйнування, який в подальшому через малiсть
розмiрiв зони i для спрощення розв’язання задачi вважатимемо сталим
i рiвним його середньому значенню 𝜓; 𝐹𝜎(𝛼, 𝜆𝑖), 𝐹𝜏 (𝛼, 𝜆𝑖) — вiдомi фун-
кцiї з робiт [15, 16]; 𝐶𝑖 – довiльнi сталi, якi характеризують iнтенсивнiсть
зовнiшнього навантаження i визначаються iз розв’язку зовнiшньої задачi;
𝜆𝑖– показники сингулярностi напружень в околi вершини трiщини, що є
коренями характеристичного рiвняння аналогiчної задачi без зони перед-
руйнування [15]:

𝐷(𝜆) = 0 (−1 < Re𝜆 < 0),

𝐷(𝜆) = − (1 + 𝜅1)
2 𝑡1 − 4 (1 + 𝜅1) (𝑒− 1) 𝑡1𝑡2 − 𝑒2(1 + 𝜅2)

2𝑡3+

+4 (𝑒− 1)2 𝑡1𝑡3 + 4𝑒(1 + 𝜅2) (𝑒− 1) 𝑡3𝑡4 + 2𝑒(1 + 𝜅2) (1 + 𝜅1) 𝑡5,

𝑡1 = (𝜆+ 1)2 sin2 𝛼− sin2(𝜆+ 1)𝛼, 𝑡2 = sin2(𝜆+ 1) (2𝜋 − 𝛼) ,

𝑡3 = (𝜆+ 1)2 sin2 𝛼− sin2(𝜆+ 1) (2𝜋 − 𝛼) ,

𝑡4 = sin2(𝜆+ 1)𝛼, 𝑡5 = 𝑡1 + sin(𝜆+ 1)𝛼 sin 2𝜆𝜋 cos(𝜆+ 1)(2𝜋 − 𝛼),

𝑒 =
1 + 𝜈2
1 + 𝜈1

· 𝐸1

𝐸2
, 𝜅1(2) = 3 − 4𝜈1(2).

В кiнцi зони передруйнування реалiзується асимтотика, яка вiдповiдає
сингулярнiй частинi розв’язку однорiдної крайової задачi про пiвнескiн-
чену лiнiю розриву перемiщень на прямолiнiйнiй межi подiлу двох рiзних
пружних матерiалiв, аналогiчну мiжфазнiй трiщинi. Зокрема, для напру-
жень має мiсце асимптотика [17]

𝑟 → 𝑙 + 0, 𝜎𝜃(𝑟, 0) + 𝑖𝜏𝑟𝜃(𝑟, 0) ∼ 𝑘(𝑟 − 𝑙)𝑖𝜔√︀
2𝜋(𝑟 − 𝑙)

, (21)

де 𝑘 = 𝑘1 + 𝑖𝑘2 — локальний КIН в кiнцi зони, 𝜔 = 1
2𝜋 ln 1−𝛽

1+𝛽 , 𝛽 =
(1+𝑒𝜅2)−(𝑒+𝜅1)
(1+𝑒𝜅2)+(𝑒+𝜅1)

— параметр Дандерса.
За допомогою iнтегрального перетворення Меллiна крайова задача те-

орiї пружностi з граничними умовами (17)-(20) зводиться до матричного
рiвняння Вiнера — Гопфа у смузi −𝜀1 < Re 𝑝 < 𝜀2 (𝜀1, 𝜀2 — достатньо малi
додатнi числа), що мiстить уявну вiсь:

Φ+(𝑝) + F(𝑝) = G(𝑝)Φ−(𝑝) (−𝜀1 < Re 𝑝 < 𝜀2), (22)
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Φ+(𝑝) =

∫︁ ∞

1

(︃
𝜎𝜃(𝜌𝑙, 0)

𝜏𝑟𝜃(𝜌𝑙, 0)

)︃
𝜌𝑝𝑑𝜌,

Φ−(𝑝) =
𝐸1

4(1 − 𝜈21)

∫︁ 1

0

⟨
𝜕

𝜕𝑟

(︃
𝑢𝜃

𝑢𝑟

)︃⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝜃 = 0

𝑟 = 𝜌𝑙

𝜌𝑝𝑑𝜌,

F(𝑝) =

(︃
𝐹1(𝑝)

𝐹2(𝑝)

)︃
,

𝐹1(𝑝) =
𝜎0 cos𝜓

𝑝+ 1
−
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝐹𝜎(𝛼, 𝜆𝑖)𝑙
𝜆𝑖

𝑝+ 1 + 𝜆𝑖
, 𝐹2(𝑝) =

𝜏0 sin𝜓

𝑝+ 1
−
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝐹𝜏 (𝛼, 𝜆𝑖)𝑙
𝜆𝑖

𝑝+ 1 + 𝜆𝑖
;

G(𝑝) =
− (1 + 𝜅1)

𝐷(−1 − 𝑝)

(︃
𝑔11(𝑝) 2𝑔12(𝑝)

2𝑔21(𝑝) 𝑔22(𝑝)

)︃
,

𝑔11(𝑝) = 𝑒(1 + 𝜅2)𝑑1(𝑝)𝑑6(𝑝) − (1 + 𝜅1)𝑑2(𝑝)𝑑4(𝑝),

𝑔12(𝑝) = 2(1 − 𝑒)𝑑1(𝑝)𝑑2(𝑝) + 𝑒(1 + 𝜅2)𝑑1(𝑝)𝑑8(𝑝) − (1 + 𝜅1)𝑑2(𝑝)𝑑7(𝑝),

𝑔21(𝑝) = 𝑒(1 + 𝜅2)𝑑1(𝑝)𝑑9(𝑝) − 2(1 − 𝑒)𝑑1(𝑝)𝑑2(𝑝) − (1 + 𝜅1)𝑑2(𝑝)𝑑5(𝑝),

𝑔22(𝑝) = (1 + 𝜅1)𝑑2(𝑝)𝑑3(𝑝) − 𝑒(1 + 𝜅2)𝑑1(𝑝)𝑑10(𝑝),

𝑑1(𝑝) = 𝑝2 sin2 𝛼− sin2 𝑝(2𝜋 − 𝛼), 𝑑2(𝑝) = 𝑝2 sin2 𝛼− sin2 𝑝𝛼,

𝑑3(𝑝) = 𝑝 sin 2𝛼− sin 2𝑝(2𝜋 − 𝛼), 𝑑4(𝑝) = 𝑝 sin 2𝛼+ sin 2𝑝(2𝜋 − 𝛼),

𝑑5(𝑝) = 𝑝 sin2 𝛼+ sin2 𝑝(2𝜋 − 𝛼), 𝑑6(𝑝) = 𝑝 sin 2𝛼− sin 2𝑝𝛼,

𝑑7(𝑝) = 𝑝 sin2 𝛼− sin2 𝑝(2𝜋 − 𝛼), 𝑑8(𝑝) = 𝑝 sin2 𝛼− sin2 𝑝𝛼,

𝑑9(𝑝) = 𝑝 sin2 𝛼+ sin2 𝑝𝛼, 𝑑10(𝑝) = 𝑝 sin 2𝛼+ sin 2𝑝𝛼.

Через складнiсть матрицi G(𝑝) ї ї факторизацiя за формулами Хра-
пкова — Чеботарьова неможлива, тому використаємо наближений метод
розв’язання рiвняння (22), описаний у вище. У нульовому наближеннi вi-
зьмемо значення цiєї матрицi для плоскої межi подiлу [18]:

G0(𝑝) = G(𝑝) |𝛼=𝜋 = −𝐴 · tg 𝑝𝜋𝐺(𝑝)Q(𝑝), (23)

𝐺(𝑝) =
4(𝑒+ 𝜅1)(1 + 𝑒𝜅2) cos2 𝑝𝜋

(𝑒+ 𝜅1)2 + (1 + 𝑒𝜅2)2 + 2(𝑒+ 𝜅1)(1 + 𝑒𝜅2) cos 2𝑝𝜋
,
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𝐴 =
(1 + 𝜅1)(1 + 𝜅1 + 𝑒(1 + 𝜅2))

2 (𝑒+ 𝜅1) (1 + 𝑒𝜅2)
,Q(𝑝) = I + 𝑔(𝑝)J,J =

(︃
0 −𝑖
𝑖 0

)︃
,

де I - одинична матриця, 𝑔(𝑝) = 𝑖𝛽 tg 𝑝𝜋. Матриця Q(𝑝) вiдноситься до ти-
пу Храпкова — Чеботарьова i факторизується на уявнiй вiсi за формулами
[6]:

Q(𝑝) = Q+(𝑝)Q−(𝑝) (Re 𝑝 = 0), Q±(𝑝) = 𝑟±(𝑝)
[︀
ch 𝜃±(𝑝)I + sh 𝜃±(𝑝)J

]︀
,

де елементи матриць Q+(𝑝) i Q−(𝑝) аналiтичнi у пiвплощинах Re 𝑝 < 0 i
Re 𝑝 > 0 вiдповiдно. Функцiї 𝑟±(𝑝) i 𝜃±(𝑝) знайдено згiдно з [6] у [18]:

𝑟±(𝑝) =
(︀
1 − 𝛽2

)︀1/4
exp

[︂
± 𝑖

4𝜋

∫︁ ∞

−∞

ln𝐻1(𝑡)

𝑡+ 𝑖𝑝
𝑑𝑡

]︂
, 𝐻1(𝑡) =

1 − 𝛽2 th2 𝜋𝑡

1 − 𝛽2
,

𝜃±(𝑝) =
±𝑝
2𝜋

∫︁ ∞

−∞

𝐻2(𝑡)

𝑡+ 𝑖𝑝
𝑑𝑡, 𝐻2(𝑡) =

𝑎𝑟𝑡ℎ(𝛽 · th𝜋𝑡)

𝑡
.

Скалярнi коефiцiєнти рiвняння (23) факторизуються за формулами
[12]:

𝐺(𝑝) =
𝐺+(𝑝)

𝐺−(𝑝)
(Re 𝑝 = 0) ,

exp

[︂
1

2𝜋𝑖

∫︁ +𝑖∞

−𝑖∞

ln𝐺(𝑧)

𝑧 − 𝑝
𝑑𝑧

]︂
=

{︃
𝐺+(𝑝), Re 𝑝 < 0,

𝐺−(𝑝), Re 𝑝 > 0;

(24)

tg 𝑝𝜋 =
𝑝

𝐾+(𝑝)𝐾−(𝑝)
, 𝐾±(𝑝) =

Γ(1 ∓ 𝑝)

Γ(0, 5 ∓ 𝑝)
.

Застосовуючи теорему абелевого типу до асимптотики (21) i врахову-
ючи обмеженiсть напружень бiля кiнця зони передруйнування, у вiдпо-
вiдностi з описаним вище наближеним методом i з урахуванням (23)-(24)
отримаємо розв’язок рiвняння (22) у нульовому наближеннi:

Φ+
0 (𝑝) = −𝑝𝐺

+(𝑝)

𝐾+(𝑝)
Q+(𝑝)F+

0 (𝑝) (Re 𝑝 < 0),

Φ−
0 (𝑝) =

𝐾−(𝑝)𝐺−(𝑝)

𝐴

[︀
Q−(𝑝)

]︀−1
F−
0 (𝑝) (Re 𝑝 < 0), (25)
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F+
0 (𝑝) =

1

𝑝+ 1

(︂
𝐾+(𝑝)

𝑝𝐺+(𝑝)
[Q+(𝑝)]−1 +

𝐾+(−1)

𝐺+(−1)
[Q+(−1)]−1

)︂(︃
𝜎0 cos𝜓

𝜏0 sin𝜓

)︃

−
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝑙
𝜆𝑖

𝑝+ 1 + 𝜆𝑖

(︂
𝐾+(𝑝)

𝑝𝐺+(𝑝)
[Q+(𝑝)]−1

+
𝐾+(−1 − 𝜆𝑖)

(1 + 𝜆𝑖)𝐺+(−1 − 𝜆𝑖)
[Q+(−1 − 𝜆𝑖)]

−1

)︂(︃
𝐹𝜎(𝛼, 𝜆𝑖)

𝐹𝜏 (𝛼, 𝜆𝑖)

)︃
,

F−
0 (𝑝) =

1

𝑝+ 1

𝐾+(−1)

𝐺+(−1)
[Q+(−1)]−1

(︃
𝜎0 cos𝜓

𝜏0 sin𝜓

)︃

−
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝑙
𝜆𝑖

𝑝+ 1 + 𝜆𝑖

𝐾+(−1 − 𝜆𝑖)

(1 + 𝜆𝑖)𝐺+(−1 − 𝜆𝑖)

× [Q+(−1 − 𝜆𝑖)]
−1

(︃
𝐹𝜎(𝛼, 𝜆𝑖)

𝐹𝜏 (𝛼, 𝜆𝑖)

)︃
.

З розв’язку (25) за процедурою Вiнера — Гопфа, подiбно до [15, 16],
отримаємо рiвняння для визначення довжини зони i фазового кута напру-
жень у зонi:

𝐾+(−1)

𝐺+(−1)
[Q+(−1)]−1

(︃
𝜎0 cos𝜓

𝜏0 sin𝜓

)︃

−
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝑙
𝜆𝑖𝐾+(−1 − 𝜆𝑖)

(1 + 𝜆𝑖)𝐺+(−1 − 𝜆𝑖)
[Q+(−1 − 𝜆𝑖)]

−1

(︃
𝐹𝜎(𝛼, 𝜆𝑖)

𝐹𝜏 (𝛼, 𝜆𝑖)

)︃
= 0. (26)

Використовуючи знайдене нульове наближення (25) розв’язку вихiдно-
го рiвняння Вiнера — Гопфа (22) i покладаючи матрицю-збурення як

G′(𝑝) = G(𝑝) −G0(𝑝),

за формулами (10)-(11) знаходимо поправки до розв’язку у першому на-
ближеннi:

Φ+
1 (𝑝) = −G+

0 (𝑝)F+
1 (𝑝) (Re 𝑝 < 0),

Φ−
1 (𝑝) = −

(︀
G−

0 (𝑝)
)︀−1

F−
1 (𝑝) (Re 𝑝 > 0),

(27)

1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑖∞

−𝑖∞

(︀
G+

0 (𝑧)
)︀−1

G′(𝑧)
(︀
G−

0 (𝑧)
)︀−1

F−
0 (𝑧)

𝑧 − 𝑝
𝑑𝑧 =

{︃
F+
1 (𝑝), Re 𝑝 < 0,

F−
1 (𝑝), Re 𝑝 > 0.

Враховуючи асимптотики (21) i обмеженiсть напружень бiля кiнця зони
передруйнування, приходимо замiсть (26) до уточнених рiвнянь для ви-
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значення довжини зони i фазового кута напружень у зонi:

𝐾+(−1)

𝐺+(−1)
[Q+(−1)]−1

(︃
𝜎0 cos𝜓

𝜏0 sin𝜓

)︃

−
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝑙
𝜆𝑖𝐾+(−1 − 𝜆𝑖)

(1 + 𝜆𝑖)𝐺+(−1 − 𝜆𝑖)
[Q+(−1 − 𝜆𝑖)]

−1

(︃
𝐹𝜎(𝛼, 𝜆𝑖)

𝐹𝜏 (𝛼, 𝜆𝑖)

)︃

− 1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑖∞

−𝑖∞

(︀
G+

0 (𝑧)
)︀−1

G′(𝑧)
(︀
G−

0 (𝑧)
)︀−1

F−
0 (𝑧)𝑑𝑧 = 0.

З визначенняΦ−(𝑝) в (22) отримуємо компоненти стрибка перемiщення
у вершинi трiщини:

𝛿u =

(︃
𝛿𝑢𝜃(0, 0)

𝛿𝑢𝑟(0, 0)

)︃
= −4(1 − 𝜈21)

𝐸1
Φ−(0),

якi визначають повне розкриття трiщини у вершинi

𝛿 =
√︀
𝛿𝑢𝜃(0, 0)2 + 𝛿𝑢𝑟(0, 0)2.

На пiдставi формул (25) i (27) знаходимо розкриття у нульовому i першому
наближеннях:

𝛿u0 = −4(1 − 𝜈21)

𝐸1

1

𝐴
√︀
𝜋𝐺(0)

F−
0 (0),

𝛿u1 =

(︂
I +

1

2𝐴
√
𝜋

[︀
G+

0 (0)
]︀−1

G′(0)

)︂
𝛿u0.

4. Чисельний аналiз прикладу

Найвища ефективнiсть наближеного пiдходу у розглянутому вище при-
кладi про маломасштабну зону передруйнування очiкується при кутах зла-
му межi подiлу матерiалiв 𝛼, близьких до кута 𝛼0 = 180∘, якому вiдповiд-
ає нульове наближення (23) матричного коефiцiєнта рiвняння Вiнера —
Гопфа (22). При таких кутах зламу, як виявлено в [15], НДС бiля верши-
ни мiжфазної трiщини довжиною 𝐿 ≫ 𝑙 визначається двома комплексно
спряженими показниками сингулярностi 𝜆1 = �̄�2 = 𝜆𝑟 + 𝑖𝜆𝑚 i компле-
ксним коефiцiєнтом iнтенсивностi напружень 𝐾 = 𝐾1 + 𝑖𝐾2, який входить
в коефiцiєнти розвинень (20):

𝐶1 = 𝐶2 =
𝐾𝐿−𝑖𝜆𝑚
√

2𝜋
.
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У зв’язку з цим зовнiшнє навантаження задаємо безрозмiрним параметром
𝜎 = |𝐾|𝐿𝜆𝑟

√
2𝜋𝜎0

i фазовим кутом 𝜙 = arctg(𝐾2/𝐾1), нехтуючи в (20) регуляр-
ними вкладами.

У таблицях 1–2 (в кiнцi статтi) наведено результати окремих розрахун-
кiв параметрiв зони передруйнування (вiдносної довжини 𝑥 = 𝑙/𝐿, фазо-
вого кута напружень у зонi 𝜓 та нормованого повного розкриття трiщини
в її вершинi 𝛿′ = 𝐸1

4(1−𝜈21 )𝜎0
𝛿
𝐿 i їх вiдноснi вiдмiнностi 𝜀𝑥, 𝜀𝜓, 𝜀𝛿 у нульовому

i першому наближеннi) для 𝐸1/𝐸2 = 0, 5, 𝜈1/𝜈2 = 0, 3, 𝜎0/𝜏0 = 5, 𝜎 = 0, 1.

Як видно з таблиць, iснують iнтервали параметрiв дослiджуваного тi-
ла i навантаження, яким вiдповiдає цiлком прийнятна похибка визначення
довжини зони передруйнування, яка виявляється найбiльш чутливою до
кута зламу межi подiлу i фазового кута навантаження. Зокрема, при збiль-
шеннi кута зламу межi подiлу матерiалiв похибка наближеного розв’язку
немонотонно зростає. Немонотонною є також залежнiсть похибки вiд фа-
зового кута навантаження, проте немонотоннiсть залежностей вiд кутiв
зламу i фазового кута навантаження є характерною особливiстю для па-
раметрiв зони передруйнування в околi вершини мiжфазної трiщини у
кусково-однорiдному тiлi з ламаною межею подiлу [16].

В таблицях жирним шрифтом видiленi стрiчки зi значними вiдмiнно-
стями розрахованих значень довжин зони передруйнування та/або фазо-
вого кута напружень у зонi у нульовому i першому наближеннях теорiї збу-
рень. Отже, при вiдповiдних їм кутах зламу межi подiлу i фазових кутах
навантаження умови застосовностi наближеного розв’язку виявляються
невиконаними, а вiдмова вiд поправок наступного порядку некоректною.

5. Висновки

Запропоновано наближений метод розв’язання системи функцiональ-
них рiвнянь Вiнера — Гопфа, який не використовує факторизацiю матри-
чного коефiцiєнта. Метод базується на поданнi матричного коефiцiєнта
системи у виглядi суми двох матриць, одна з яких допускає точну фа-
кторизацiю, а iнша розглядається як мале збурення до першої в областi
визначення системи. Розв’язок системи шукається у виглядi розвинень за
степенями матрицi-збурення.

В якостi iлюстрацiї застосування методу розглянуто розв’язання з йо-
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го допомогою задачi про розрахунок параметрiв зони передруйнування у
з’єднувальному матерiалi в кiнцi мiжфазної трiщини, що виходить з куто-
вої точки ламаної межi подiлу двох рiзних матерiалiв. Показано, що при
певних умовах вже у першому наближеннi метод дозволяє отримувати
розв’язки з достатньою точнiстю.
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Табл. 1: Параметри зони передруйнування при рiзних кутах зламу межi
подiлу для 𝐾2/𝐾1 = 2.

𝛼, ∘ 𝑥0 𝑥1 𝜀𝑥,% 𝜓0,
∘ 𝜓1,

∘ 𝜀𝜓, % 𝛿′0 𝛿′1 𝜀𝛿, %
150 0,075468 0,07729 2,35 73,52 73,75 0,31 0,18396 0,18372 0,13
155 0,079884 0,07953 0,44 75,51 75,51 0,0017 0,1675 0,16656 0,57
160 0,081855 0,08008 2,22 77,19 77,07 0,15 0,15365 0,15239 0,83
165 0,081389 0,07901 3,01 78,65 78,49 0,20 0,14182 0,14054 0,91
170 0,078668 0,07647 2,87 79,93 79,79 0,18 0,13159 0,13056 0,79
175 0,074009 0,07267 1,84 81,07 80,98 0,10 0,12268 0,12209 0,48
180 0,06783 0,06783 0,00 82,11 82,11 0,00 0,11488 0,11488 0,00
185 0,060607 0,0622 2,56 83,06 83,17 0,13 0,10806 0,10876 0,64
190 0,056028 0,00319 5,70 83,96 84,18 0,26 0,10211 0,10359 1,42
195 0,044989 0,04958 9,26 84,81 85,15 0,40 0,09696 0,09927 2,32
200 0,037483 0,04311 13,05 85,64 86,09 0,53 0,09256 0,09575 3,33
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Табл. 2: Параметри зони передруйнування при рiзних фазових кутах на-
вантаження для 𝛼 = 160∘.

𝜙, ∘ 𝑥0 𝑥1 𝜀𝑥, % 𝜓0,
∘ 𝜓1,

∘ 𝜀𝜓, % 𝛿′0 𝛿′1 𝜀𝛿, %
0 0,0052764 0,00569 7,20 -19,16 -25,02 23,39 0,45206 0,45199 0,02
10 0,0065949 0,00599 10,14 25,10 18,73 34,04 0,43674 0,43645 0,07
20 0,0148477 0,01312 13,17 51,66 48,82 5,81 0,31038 0,3098 0,19
30 0,0283536 0,02588 9,57 63,59 62,31 2,05 0,2353 0,2345 0,34
40 0,0446754 0,04182 6,82 70,15 69,49 0,95 0,19275 0,19177 0,51
50 0,0615364 0,05867 4,89 74,47 74,11 0,48 0,16576 0,16464 0,68
60 0,0768316 0,07428 3,44 77,69 77,50 0,25 0,14702 0,14578 0,85
70 0,0887731 0,08681 2,26 80,33 80,23 0,12 0,13318 0,13184 0,12
80 0,0960488 0,09488 1,23 82,66 82,62 0,05 0,1226 0,12117 1,18
90 0,0979388 0,09766 0,29 84,85 84,84 0,01 0,11453 0,11303 1,32
100 0,094368 0,09497 0,63 87,05 87,05 0,01 0,10875 0,10721 1,43
110 0,0858859 0,08726 1,57 89,37 89,37 0,01 0,10561 0,10407 1,48
120 0,0735793 0,07554 2,59 91,99 91,95 0,05 0,10607 0,10459 1,41
130 0,0589268 0,06122 3,75 95,13 95,01 0,14 0,11209 0,11076 1,20
140 0,0436127 0,04596 5,12 99,19 98,91 0,34 0,12714 0,12605 0,86
150 0,029321 0,03146 6,81 104,90 104,32 0,77 0,15728 0,1565 0,50
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Дудик М. В.
Приближенный метод решения матричных уравнений Винера — Хопфа в за-
дачах прикладной механики

Резюме

Предложен метод последовательных приближений для решения системы функциональ-
ных уравнений Винера — Хопфа. Метод использует представление матричного коэф-
фициента системы в виде суммы двух матриц, одна из которых допускает точную фак-
торизацию, а относительно другой — матрицы-возмущения — предполагается условие
ее малости по сравнению с первым слагаемым в области задания системы. Решение си-
стемы ищется в виде разложений по степеням матрицы-возмущения. На каждом шаге
приближения решение системы осуществляется с помощью метода Винера — Хопфа
с использованием факторизации основной составляющей матричного коэффициента.
Использование метода иллюстрируется на примере решения задачи о расчете парамет-
ров зоны передруйнування в соединительном материале в конце межфазной трещины,
выходящей из угловой точки ломаной границе раздела двух различных материалов. Зо-
на моделируется линией разрыва перемещения, на которой напряжение удовлетворяет
критерий прочности Мизеса — Хилла. Показано, что при определенных условиях уже
в первом приближении метод позволяет получать решения с допустимой точностью.
Ключевые слова: матричное функциональное уравнение Винера — Хопфа, метод по-
следовательных приближений, межфазная трещина, зона предразрушения, критерий
Мизеса — Хилла.

Dudyk M. V.
An approximate method for solving Wiener—Hopf matrix equations in problems
of applied mechanics

Summary

Method of successive approximations for the solution of the Wiener—Hopf functional equa-
tions system is offered. The method uses the presentation of matrix coefficient of the system
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as a sum of two matrices, where the first matrix assumes the exact factorization, and the sec-
ond matrix — matrix-perturbation — is much smaller than the first matrix in the domain of
system definition. Solution of the system is sought in the form of expansions in powers of the
matrix-perturbation. At each step of the approximation the solution of the system is carried
out by means of the Wiener—Hopf method using factorization of the main component of the
matrix coefficient. The example of the use of method is considered for the solution of the
problem about the calculation of the pre-fracture zone parameters in connecting material
near the tip of the interfacial crack outcoming from the angular point of the broken interface
of two different materials. The zone is modeled by the discontinuity line of displacement,
on which the stresses meet the Mises—Hill failure criterion. It is shown that under certain
conditions, already in the first approximation, the method allows to obtain solutions with
permissible accuracy.
Key words: Wiener—Hopf matrix functional equation, method of successive approximations,
interfacial crack, pre-fracture zone, Mises—Hill criterion.
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