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ПРЕДИКАТНI ЛОГIЧНI МАТРИЦI

У класичнiй лiнiйнiй алгебрi широко використається апарат матриць. Але класична
лiнiйна алгебра має справу iз безперервними об’єктами. Логiчна алгебра, побудована
за аналогiєю з класичною лiнiйною алгеброю, будує тi ж самi моделi за допомогою
дискретних об’єктiв, що мають логiчну структуру i пiдкоряються вiдповiдним законам.
Це призводить до суттєвих вiдмiнностей у функцiонуваннi побудованих моделей. Дана
стаття присвячена матрицям, в якостi елементiв для яких взято елементарнi логiчнi
елементи, а саме скiнченнi предикати довiльної арностi. В роботi дослiдженi властивостi
таких матриць та особливостi їх застосування. Також розглянутi основнi операцiї над
такими матрицями. Крiм звичайних операцiй, що мають мiсце в класичнiй лiнiйнiй
алгебрi, логiчнi структури дозволяють виконувати це декiлька операцiй.
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1. Вступ

Устоянi уявлення про математичну логiку як про науку, що вивчає
закони мислення iз застосуванням апарата математики, головним чином,
для потреб самої математики, у сучасних умовах стає занадто вузьким [1].
З розширенням галузей застосування й подальшим розвитком математи-
чної логiки змiнюється й погляд на неї. Об’єктами математичної логiки є
будь-якi дискретнi скiнченнi системи, а її головна задача структурне моде-
лювання таких систем. Людська мова, як явище дискретне, природно, по-
винна описуватися засобами дискретної математики. Для опису природної
людської мови найкраще пiдiйшов би апарат рiвнянь, подiбний до апарата,
використовуваного в математичному аналiзi, але вiдмiнного вiд останньо-
го тим, що вiн призначений для формалiзацiї не безперервних, а дискре-
тних процесiв. Таку мову дають логiчнi вирахування, а саме: вирахування
висловлень i вирахування предикатiв. Однак щоб мати можливiсть ефе-
ктивно вирiшувати зазначенi рiвняння, необхiдно довести цi вирахування
до рiвня алгебраїчної системи.

2. Попереднi результати

Однiєю з важливiших алгебраїчних моделей є апарат матриць. Логiчнi
матрицi мають два рiзновиди: булевi та предикатнi.
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Означення 1. Логiчна матриця називається булевою, якщо її елемен-
тами є логiчнi скаляри iз поля 𝐾 = {0, 1} [2].

Тобто елементами булевої матрицi є нулi та одиницi [1]. Наприклад,
булевою буде матриця

𝐴 =

⎛⎝1 0 1
1 1 0
0 0 1

⎞⎠
Означення 2. В свою чергу, логiчна матриця називається предикатною,
якщо усi її елементи узятi iз одного й того ж поля скiнченних предика-
тiв довiльної арностi.

Означення 3. Скiнченним 𝑛-мiсним предикатом (предикатом арностi
𝑛) над алфавiтом 𝐴 називається будь-яка функцiя 𝑡 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) вiд
𝑛 буквених аргументiв 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, заданих на множинi 𝐴, що приймає
логiчнi значення 𝑡.

Iнодi скiнченний предикат 𝑓 називають 𝑘-їчним, пiдкреслюючи, що йо-
го алфавiт 𝐴 складається з 𝑘 букв [4].

Якщо матриця є булевою, усi iснуючi операцiї з нею, що описанi в [2],
не викликають труднощiв та непорозумiнь. Але якщо матриця є преди-
катною, то операцiї з нею не завжди очевиднi i потребують додаткових
дослiджень.

3. Основнi результати

Графiчно елементи предикатних скалярних полiв, в залежностi вiд ар-
ностi предиката, можна подати наступним чином:

Мал. 1.: Графiчне подання предикатних логiчних скалярiв

Таким чином, кожен елемент предикатної логiчної матрицi може бу-
ти поданий у виглядi гiперкуба розмiрностi 𝑛[3]. Наприклад, на мал. 1в)
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розглянуто випадок тримiсного предиката 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧), який заданий над ал-
фавiтом𝐾 = {0, 1} iз 𝑘 = 2 символiв. При цьому кожнiй вершинi гiперкуба
вiдповiдає значення предиката при певних значеннях аргументiв 𝑥, 𝑦 i 𝑧,
якi створили дану вершину. Роль одиничного елементi поля скалярiв вiдi-
грає предикат, що дорiвнює одиницi при всiх значеннях його аргументiв.
Вiдповiдно, роль нульового елемента вiдiграє предикат, що при всiх значе-
ння його аргументiв дорiвнює нулю. Графiчно одиничний елемент подає-
ться гiперкубом, усiм вершинам якого вiдповiдають одиницi, а нульовий –
гiперкубом, усiм вершинам якого вiдповiдають нулi. Згiдно визначенням
предикатних операцiй [4; 5], всi дiї над такими елементами поля логiчних
скалярiв виконуються порозрядно.

Означення 4. Пiд розрядом розумiється значення розглянутого преди-
ката при одному з можливих наборiв аргументiв.

Таким чином, бiнарнi операцiї (диз’юнкцiя й кон’юнкцiя) припускають,
що їхнiм результатом буде елемент, кожному розряду якого вiдповiдає зна-
чення виконаної бiнарної операцiї над однойменними розрядами предика-
тiв, що беруть участь в операцiї.

Означення 5. Пiд однойменними розрядами розумiються значення цих
предикатiв вiд однакових наборiв аргументiв.

Операцiя заперечення також проводиться порозрядно. Цi операцiї бу-
дуть обчислюватися за наступними правилами:

(𝑃𝑖 ∨ 𝑃𝑗)(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑃𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∨ 𝑃𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), (1)
(𝑃𝑖 ∧ 𝑃𝑗)(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑃𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∧ 𝑃𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), (2)

𝑃𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑃𝑖(𝑥1,𝐾, 𝑥𝑛). (3)

Графiчно цi операцiї над елементами предикатних матриць поданi на
мал. 2.

Наприклад, як поле логiчних скалярiв вiзьмемо множину одномiсних
предикатiв 𝑃𝑖(𝑥), 𝑖 = 0, . . . , 3, де 𝑥 ∈ {0, 1} Ця множина задана таблицею 1.

Далi одномiснi предикати подаються рядками 𝑃 = (𝑃 (0), 𝑃 (1)). Тодi
𝑃0 = (0, 0), 𝑃1 = (0, 1), 𝑃2 = (1, 0), 𝑃3 = (1, 1). Позначимо це скалярне поле
через P. Тодi результати операцiй добутку на скаляр, диз’юнкцiї, кон’юн-
кцiї та заперечення над предикатними матрицями, заданими, наприклад,
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Мал. 2.: Графiчне подання операцiй над скiнченними предикатами
однакової арностi

над полем одномiсних предикатiв, будуть наступними:

𝑃1

⎛⎝𝑃1 𝑃2 𝑃1

𝑃0 𝑃3 𝑃1

𝑃2 𝑃0 𝑃3

⎞⎠ = (0, 1)

⎛⎝(0, 1) (1, 0) (0, 1)
(0, 0) (1, 1) (0, 1)
(1, 0) (0, 0) (1, 1)

⎞⎠ =

=

⎛⎝(0, 1) (0, 0) (0, 1)
(0, 0) (0, 1) (0, 1)
(0, 0) (0, 0) (0, 1)

⎞⎠ =

⎛⎝𝑃1 𝑃0 𝑃1

𝑃0 𝑃0 𝑃1

𝑃0 𝑃0 𝑃1

⎞⎠ ;

⎛⎝𝑃1 𝑃2 𝑃1

𝑃0 𝑃3 𝑃1

𝑃2 𝑃0 𝑃3

⎞⎠ ∨

⎛⎝𝑃3 𝑃2 𝑃1

𝑃1 𝑃0 𝑃2

𝑃2 𝑃1 𝑃2

⎞⎠ =

⎛⎝(0, 1) (1, 0) (0, 1)
(0, 0) (1, 1) (0, 1)
(1, 0) (0, 0) (1, 1)

⎞⎠∨
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Таблиця 1: Множина одномiсних предикатiв, заданих на алфавiтi
𝐾 = {0, 1}

∨

⎛⎝(1, 1) (1, 0) (0, 1)
(0, 1) (0, 0) (1, 0)
(1, 0) (0, 1) (1, 0)

⎞⎠ =

⎛⎝(1, 1) (1, 0) (0, 1)
(0, 1) (1, 1) (1, 1)
(1, 0) (0, 1) (1, 1)

⎞⎠ =

⎛⎝𝑃3 𝑃2 𝑃1

𝑃1 𝑃3 𝑃3

𝑃2 𝑃1 𝑃3

⎞⎠ ;

⎛⎝𝑃1 𝑃2 𝑃1

𝑃0 𝑃3 𝑃1

𝑃2 𝑃0 𝑃3

⎞⎠ ∧

⎛⎝𝑃3 𝑃2 𝑃1

𝑃1 𝑃0 𝑃2

𝑃2 𝑃1 𝑃2

⎞⎠ =

⎛⎝(0, 1) (1, 0) (0, 1)
(0, 0) (1, 1) (0, 1)
(1, 0) (0, 0) (1, 1)

⎞⎠∧

∧

⎛⎝(1, 1) (1, 0) (0, 1)
(0, 1) (0, 0) (1, 0)
(1, 0) (0, 1) (1, 0)

⎞⎠ =

⎛⎝(0, 1) (1, 0) (0, 1)
(0, 0) (0, 0) (0, 0)
(1, 0) (0, 0) (1, 0)

⎞⎠ =

⎛⎝𝑃1 𝑃2 𝑃1

𝑃0 𝑃0 𝑃0

𝑃2 𝑃0 𝑃2

⎞⎠ ;

𝐴 =

⎛⎝𝑃1 𝑃2 𝑃1

𝑃0 𝑃3 𝑃1

𝑃2 𝑃0 𝑃3

⎞⎠ =

⎛⎝(0, 1) (1, 0) (0, 1)

(0, 0) (1, 1) (0, 1)

(1, 0) (0, 0) (1, 1)

⎞⎠ =

=

⎛⎝(1, 0) (0, 1) (1, 0)
(1, 1) (0, 0) (1, 0)
(0, 1) (1, 1) (0, 0)

⎞⎠ =

⎛⎝𝑃2 𝑃1 𝑃2

𝑃3 𝑃0 𝑃2

𝑃1 𝑃3 𝑃0

⎞⎠ .

Операцiя добутку предикатних матриць виконується за правилом, спiль-
ним для усiх логiчних матриць. Вiдповiднi необхiднi до виконання операцiї
над їх елементами обчислюються за формулами (1) i (2). Але щодо опе-
рацiї обертання, то у випадку предикатних матриць її визначення дещо
складнiше, нiж для булевих логiчних матриць. Якщо розглядати булевi
матрицi як окремий випадок предикатних матриць (вони заданi над по-
лем нуль-мiсних предикатiв), то можна стверджувати, що за цiєї умови
наступнi визначення i твердження розповсюджуються на булевi матрицi
також. Але для них все це можна обчислювати простiше [2].

Означення 6. Квадратна логiчна матриця А називається ортогональ-
ною, якщо диз’юнкцiя всiх елементiв кожного її рядка й диз’юнкцiя всiх
елементiв кожного її стовпця дорiвнюють тотожнiй одиницi, а кон’юн-
кцiя будь-яких двох елементiв у кожному її рядку й кон’юнкцiя будь-яких
двох елементiв у кожному її стовпцi дорiвнюють тотожному нулю.
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Наприклад, логiчна матриця 𝐴 над полем 𝑃 одномiсних предикатiв

𝐴

⎛⎝𝑃1 𝑃0 𝑃2

𝑃2 𝑃0 𝑃1

𝑃0 𝑃3 𝑃0

⎞⎠ =

⎛⎝(0, 1) (0, 0) (1, 0)
(1, 0) (0, 0) (0, 1)
(0, 0) (1, 1) (0, 0)

⎞⎠
є ортогональною, а матриця

𝐴

⎛⎝𝑃1 𝑃3 𝑃2

𝑃0 𝑃1 𝑃0

𝑃2 𝑃0 𝑃1

⎞⎠ =

⎛⎝(0, 1) (1, 1) (1, 0)
(0, 0) (0, 1) (0, 0)
(1, 0) (0, 0) (0, 1)

⎞⎠−

нi, тому що, наприклад, 𝑎12 ∧ 𝑎13 = 𝑃3 ∧ 𝑃2 = (1, 1) ∧ (1, 0) ̸= 0

Теорема 1. Щоб для квадратних логiчних матриць 𝐴 и 𝐵 над полем
логiчних скалярiв 𝐺 = {0, 1} або полем скiнченних предикатiв довiльної
арностi виконувалася рiвнiсть 𝐴𝐵 = 𝐸, необхiдно й досить, щоб 𝐴 и 𝐵
були ортогональними матрицями й пiдкорялися умовi 𝐵 = 𝐴𝑇 .

Доведення. Привласнимо кожному розряду елементiв скалярного по-
ля, над яким заданi матрицi 𝐴 i 𝐵, деякий iндекс 𝑣 = 1, . . . , (𝑘1× . . .× 𝑘𝑛),
де 𝑛-арнiсть предикатiв, що є елементами поля скалярiв, а 𝑘𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, -
кiлькiсть символiв в алфавiтi, над яким заданий аргумент 𝑥𝑖 цих предика-
тiв. Таким чином, матрицi 𝐴 й 𝐵 розпадаються на (𝑘1 × . . .× 𝑘𝑛) матриць
над булевою множиною 𝐺 = {0, 1}

𝐴𝑣 =

⎛⎝𝑎𝑣11 . . . 𝑎𝑣1𝑠
. . . . . . . . .
𝑎𝑣𝑠1 . . . 𝑎𝑣𝑠𝑠

⎞⎠ й 𝐵𝑣 =

⎛⎝𝑏𝑣11 . . . 𝑏𝑣1𝑠
. . . . . . . . .
𝑏𝑣𝑠1 . . . 𝑏𝑣𝑠𝑠

⎞⎠ ,

складених з 𝑣-тих розрядiв елементiв матриць 𝐴 й 𝐵. Отже, якщо твер-
дження справедливо для матриць над булевим полем скалярiв 𝐺 = {0, 1},
то воно вiрно й для матриць, елементами яких є предикати довiльної ар-
ностi. У силу цього досить довести твердження для випадку скалярного
поля 𝐺 = {0, 1} [2]. Нехай розмiрнiсть матриць 𝐴𝑣 й 𝐵𝑣 − 𝑠× 𝑠. Виберемо
довiльно цiле 𝑡, 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑠. Якщо 𝑡-тий рядок матрицi 𝐴𝑣 нульовий, то й
𝑡-тий рядок матрицi (𝐴𝐵)𝑣 буде нульовим. Тому в кожному рядку матрицi
𝐴𝑣 є хоча б одна одиниця, i цiй одиницi вiдповiдає деяка одиниця в ма-
трицi 𝐵𝑣 (нехай це буде елемент 𝑎𝑣𝑡𝑗 = 1, якому вiдповiдає 𝑏𝑣𝑗𝑡). При 𝑓 ̸= 𝑡
(1 ≤ 𝑓 ≤ 𝑠) маємо 𝑎𝑣𝑓𝑗 = 0, тому що iнакше (𝐴𝐵)𝑣𝑓𝑡 = 𝑎𝑣𝑓𝑗𝑏

𝑣
𝑗𝑡 = 1, тобто

(𝐴𝐵)𝑣 ̸= 𝐸. Аналогiчно, у матрицi 𝐵𝑣 всi елементи рядка 𝑗, за винятком
𝑏𝑣𝑗𝑡, дорiвнюють нулю. Таким чином, у кожному рядку матрицi 𝐴𝑣 є хоча б
одна одиниця, причому всi цi одиницi розташованi в рiзних стовпцях. Тому
матриця 𝐴𝑣 - ортогональна. Аналогiчно, ортогональна й матриця 𝐵𝑣. Рiв-
нiсть (𝐵)𝑣 = (𝐴𝑣)𝑇 тепер очевидна (кожному елементу 𝑎𝑣𝑡𝑗 = 1 вiдповiдає
𝑏𝑣𝑗𝑡 = 1). Теорему доведено.
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4. Висновки

Таким чином, предикатна модель логiчних матриць узагальнює розгля-
нуту в [1; 2] булеву модель. Кожна операцiя над предикатними матрицями
складається iз 2𝑛 операцiй над булевими матрицями по кiлькостi розря-
дiв у вiдповiдних елементах предикатного скалярного поля. Таким чином,
предикатнi логiчнi матрицi можна розглядати як тривимiрнi булевi ма-
трицi, де третiй вимiр буде вiдповiдати розрядам використаних предика-
тiв. Вiдповiдно, кiлькiсть впорядкованих «шарiв» по третьому вимiру буде
складати 2𝑛. В свою чергу, булевi матрицi можна розглядати як окремий
випадок предикатних матриць, при якому арнiсть застосованих предика-
тiв дорiвнює нулю. За цiєї умови 2𝑛 = 21 = 1, тобто третiй вимiр буде
складатися лише з одного шару. Таким чином, до предикатних матриць
також можна застосовувати той апарат, що вважається притаманним бу-
левим матрицям, зокрема апарат бiнарних предикатiв [6].
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Предикатные логические матрицы

Резюме

В классической линейной алгебре широко используется аппарат матриц. Но класси-
ческая линейная алгебра имеет дело с непрерывными объектами. Логическая алгебра,
построенная по аналогии с классической линейной алгеброй, строит те же самые модели
с помощью дискретных объектов, имеющих логическую структуру и подчиняющихся
соответствующим законам. Это приводит к существенным отличиям в функционирова-
нии построенных моделей. Данная статья посвящена матрицам, в качестве элементов
для которых берутся элементарные логические элементы, а именно конечные предика-
ты произвольной арности. В работе исследованы свойства таких матриц и особенности
их применения. Также рассмотрены основные операции над такими матрицами. Кро-
ме обычных операций, имеющих место в классической линейной алгебре, логические
структуры позволяют выполнять еще несколько операций.
Ключевые слова: конечный предикат, булева матрица, предикатная матрица, дизъ-
юнкция, конъюнкция, отрицание, ортогональная матрица, скаляр, обращение матри-
цы.

Yakimova N. A.
Predicative logical matrices

Summary

In classical linear algebra the machine of matrices is widely used. But the classic linear
algebra deals with continuous objects. Logical algebra, built by analogy with the classical
linear algebra, builds the same models using discrete objects that have logical structure
and obey the relevant laws. This leads to a significant difference in the functioning of the
constructed models. This article is devoted to matrices, as elements for which the elementary
logical elements are taken, namely the finite predicates of any quality of variables. In the
work investigated the properties of such matrices and features of their application. Basic
operations on such matrices are also considered. Besides the usual operations that take place
in classical linear algebra, logical structures allow to perform this several operations.
Key words: finite predicate, Boolean matrix, predicative matrix, disjunction, conjunction,
inversion, orthographic matrix, scalar, rotation of matrix.
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