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ОДНА ЛИНЕЙНАЯ МНОГОЗНАЧНАЯ ЗАДАЧА УПРАВЛЕНИЯ

В последнее время многие авторы рассматривали вопросы существования, единственно-
сти и свойства решений многозначных дифференциальных и интегро-дифференциаль-
ных уравнений, уравнений высших порядков, исследовали импульсные и управляемые
системы в рамках теории многозначных уравнений. Очевидно, что получение всех этих
результатов было бы невозможно без развития теории многозначного анализа. В послед-
ние появились новые определения производной для многозначных отображений, кото-
рые в отличие от использовавшейся ранее производной Хукухары, дали возможность
дифференцировать многозначные отображения, диаметр которых не только не убы-
вающая функция. В результате были рассмотрены многозначные дифференциальные
уравнения, решения которых являются многозначные отображения, диаметр которых
не является монотонной функцией. В данной статье рассматривается новая постанов-
ка задачи оптимального управления (задача быстродействия), которая стала возможна
благодаря этим новым производным и дифференциальным уравнениям, а так же при-
веден метод решения данной задачи.
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1. Введение

В последнее время в рамках теории многозначных уравнений бы-
ли рассмотрены свойства решений многозначных дифференциальных
уравнений, многозначных дифференциальных включений, многозначных
интегро-дифференциальных уравнений и многозначных интегральных
уравнений, а также исследовались дискретные многозначные системы,
импульсные многозначные системы и управляемые многозначные системы
(см. [1–7] и ссылки в них). Очевидно, что получение всех этих результатов
было невозможно без развития теории многозначного анализа (см. [1–4;
7] и ссылки в них).

В последние десятилетия в работах А.В. Плотникова и Н.В. Скрипник
[8–11], M.T. Malinowski [12; 13], H. Vu, L.S. Dong [14], H. Vu, N. Van Hoa
[15] и Ş.E. Amrahov, A. Khastan, N. Gasilov, A.G. Fatullayev [16] появи-
лись определения производной от многозначного отображения, которые в
отличие от уже ставшей классической производной Хукухары [17], дали
возможность дифференцировать многозначные отображения, диаметр ко-
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торых является не монотонной функцией. Это дало возможность не только
рассматривать новые типы многозначных дифференциальных уравнений,
но и новые задачи оптимального управления многозначными отображени-
ями.

В данной статье рассмотрена задача быстродействия многозначным
объектом, поведение которого описывается линейным многозначным диф-
ференциальным уравнением и предложен метод ее разрешения.

1. Необходимые определения и обозначения. Пусть 𝑅𝑛 - 𝑛-мерное
пространство с евклидовой метрикой 𝑑(·, ·) и 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) - метрическое про-
странство всех непустых выпуклых компактных подмножеств простран-
ства 𝑅𝑛 с метрикой Хаусдорфа

ℎ(𝐴,𝐵) = max

{︂
max
𝑎∈𝐴

min
𝑏∈𝐵

𝑑(𝑎, 𝑏), max
𝑏∈𝐵

min
𝑎∈𝐴

𝑑(𝑎, 𝑏)

}︂
,

где 𝐴,𝐵 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛).
Как известно, пространство 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) не является линейным простран-

ством относительно операций сложения и умножения на скаляр, так как в
общем случае нельзя ввести понятие противоположного для 𝐴 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)
элемента, то есть в общем случае 𝐴+(−1)𝐴 ̸= {0}, хотя, если 𝐴 = {𝑎} ∈ 𝑅𝑛,
то для него противоположный элемент существует.

Отсутствие противоположного элемента в пространстве 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) при-
водит к неоднозначному введению понятия разности множеств и условиям
ее существования. Наиболее распространенной и используемой в научных
публикациях является разность Хукухары [17].

Определение 1 ([17]). Пусть 𝑋,𝑌 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛), а множество 𝑍 ∈
𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) таково, что 𝑋 = 𝑌 + 𝑍. Тогда множество 𝑍 мы будем назы-
вать разностью по Хукухаре множеств 𝑋 и 𝑌 и писать 𝑍 = 𝑋𝐻𝑌 .

Основными свойствами разности Хукухары [2] являются следующие:

1) если разность Хукухары двух множеств 𝐴𝐻𝐵 существует, то она
единственная;

2) 𝐴𝐻𝐴 = {0} для любого 𝐴 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛);

3) (𝐴 + 𝐵)𝐻𝐵 = 𝐴 для любых 𝐴,𝐵 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛).

M. Hukuhara ввел понятие H-дифференцируемости [17] для многознач-
ных отображений, используя разность Хукухары.

Определение 2 ([17]). Будем говорить, что 𝑋(·) : [0, 𝑇 ] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)
имеет производную по Хукухаре (H-производную) 𝐷𝐻𝑋(𝑡) ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) в
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точке 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), если для всех малых ∆ > 0 соответствующие разности
Хукухары существуют и выполняется условие:

lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡 + ∆)
𝐻

𝑋(𝑡)) = lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡)
𝐻

𝑋(𝑡− ∆)) = 𝐷𝐻𝑋(𝑡).

Свойства производной Хукухары рассматривались в работах [1–4; 17].
Приведем некоторые из них.

Теорема 1 ([17]). Если многозначное отображение 𝑋 : [0, 𝑇 ] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)
является дифференцируемым по Хукухаре на [0, 𝑇 ], тогда

𝑋(𝑡) = 𝑋(0) +

𝑡∫︁
0

𝐷𝐻𝑋(𝑠)𝑑𝑠,

где интеграл понимается в смысле Хукухары [17].

Замечание 1. Если многозначное отображение 𝑋(·) дифференцируемо
по Хукухаре на промежутке [0, 𝑇 ], то функция 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(·)) является
неубывающей функцией на [0, 𝑇 ].

Замечание 2 ([18]). Обратное утверждение не будет верным. Напри-
мер, пусть 𝑋(·) : [0, 1] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅2) такое, что 𝑋(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝐶(𝑡), где

𝐶(𝑡) = {𝑥 ∈ 𝑅2 | |𝑥𝑖| ≤ 𝑡, 𝑖 = 1, 2} – квадрат, 𝐴(𝑡) =

(︂
𝑐𝑜𝑠(𝑡) −𝑠𝑖𝑛(𝑡)
𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑐𝑜𝑠(𝑡)

)︂
–

матрица поворота. Очевидно, что 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝑡)) =
√

2𝑡. Однако, многознач-
ное отображение 𝑋(·) не является дифференцируемым по Хукухаре на
[0, 1] (так как отсутствует разность Хукухары 𝑋(𝑡2)

ℎ 𝑋(𝑡1) для всех
точек 0 ≤ 𝑡1 < 𝑡2 ≤ 1.

Замечание 3. Если функция 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(·)) является убывающей функцией
на [0, 𝑇 ], то многозначное отображение 𝑋(·) не является дифференциру-
емой по Хукухаре на [0, 𝑇 ].

Очевидно, что последнее замечание качественно ухудшает возможно-
сти применения производной Хукухары для дифференцирования много-
значных отображений и использования ее при рассмотрение многозначных
дифференциальных уравнений.

В последующем были предприняты различные подходы для исправ-
ления этого недочета. Одним из первых был предложен в работах H.T.
Banks, M.Q. Jacobs [19] и Ю.Н.Тюрин [20]. В этих работах метрическое
пространства (𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛), ℎ(·, ·)) при помощи теоремы Radström [1–4] вкла-
дывается в линейное пространство над полем действительных чисел ℬ и
вводится понятие 𝜋-производной. Некоторые свойства этой производной
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рассматривались в работах [1–4; 19; 21; 22]. Там же было доказано, что
если многозначное отображение 𝑋(·) дифференцируемо по Хукухаре на
[0, 𝑇 ], то оно 𝜋−дифференцируемо на [0, 𝑇 ]. Однако, 𝜋-производная от
многозначного отображения 𝑋(·) может быть элементом пространства ℬ,
которое не имеет аналога в пространстве 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) и ее применение при
рассмотрение многозначных дифференциальных уравнений очень затруд-
нительно (смотри [1–3; 21; 22]).

Далее в работе [23] была введена T-производная, которая обобщает
производную Хукухары и аналогична 𝜋-производной. Однако, данная про-
изводная так же затрудняет запись и рассмотрение соответствующего мно-
гозначного дифференциального уравнения [2; 3; 23].

Впоследствии, А.В. Плотников и Н.В. Скрипник, используя основные
идеи Т-производной [3; 23], ввели новое определение производной для мно-
гозначных отображений.

Определение 3 ([8]). Будем говорить, что 𝑋(·) : [0, 𝑇 ] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)
имеет обобщенную производную (PS-производную) 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡) ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)
в точке 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), если для всех малых ∆ > 0 соответствующие разно-
сти Хукухары существуют и выполняется хотя бы одно из следующих
условий:

(i) lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡 + ∆) 𝐻 𝑋(𝑡)) = lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡) 𝐻 𝑋(𝑡− ∆)) = 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡);

(ii) lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡) 𝐻 𝑋(𝑡 + ∆))= lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡− ∆) 𝐻 𝑋(𝑡))=𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡);

(iii) lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡+∆) 𝐻 𝑋(𝑡)) = lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡−∆) 𝐻 𝑋(𝑡)) = 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡);

(iv) lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡) 𝐻 𝑋(𝑡 + ∆))= lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡) 𝐻 𝑋(𝑡− ∆))=𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡).

Замечание 4. Если многозначное отображение дифференцируемо по Ху-
кухаре, то оно PS-дифференцируемо и 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡) = 𝐷𝐻𝑋(𝑡) (обратное не
верно).

Проиллюстрируем это на следующем примере:

Пример 1. Многозначное отображение 𝑋(𝑡) = 𝐵|𝑡|(0) имеет PS-
производную на 𝑅 и 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡) ≡ 𝐵1(0) для всех 𝑡 ∈ 𝑅. Однако произ-
водная Хукухары будет существовать только на интервале (0,+∞) и
𝐷𝐻𝑋(𝑡) = 𝐵1(0). На интервале (−∞, 0) многозначное отображение 𝑋(·)
не будет дифференцируемо по Хукухаре так как его диаметр является
убывающей функцией.

Теорема 2 ([8]). Если многозначное отображение 𝑋 : [0, 𝑇 ] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)
дифференцируемо в обобщенном смысле на отрезке [0, 𝑇 ], тогда для всех
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]
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(i) если функция 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝑡)) – неубывающая функция на [0, 𝑇 ], то

𝑋(𝑡) = 𝑋(0) +

𝑡∫︁
0

𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑠)𝑑𝑠;

(ii) если функция 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝑡)) – убывающая функция на [0, 𝑇 ], то

𝑋(𝑡) = 𝑋(0)
𝐻

𝑡∫︁
0

𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑠)𝑑𝑠.

Более подробно свойства PS-производной изучены в работах [8–11].
В дальнейшем в работах M.T. Malinowski [12; 13], H. Vu, L.S. Dong

[14], H. Vu, N. Van Hoa [15] и Ş.E. Amrahov, A. Khastan, N. Gasilov, A.G.
Fatullayev [16] была обобщена прозводная Bede-Gal [24] для интерваль-
нозначных отображений на многозначные отображения.

Определение 4 ([14; 16]). Будем говорить, что 𝑋(·) : [0, 𝑇 ] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)
имеет Bede-Gal производную (BG-производную) 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡) ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) в 𝑡 ∈
(0, 𝑇 ), если для всех малых ∆ > 0 соответствующие разности Хукухары
существуют и выполняется хотя бы одно из следующих условий:

(i) lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡 + ∆) 𝐻 𝑋(𝑡)) = lim
Δ→0

∆−1(𝑋(𝑡) 𝐻 𝑋(𝑡− ∆)) = 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡)

(ii) lim
Δ→0

(−∆)−1(𝑋(𝑡) 𝐻 𝑋(𝑡 + ∆)) = lim
Δ→0

(−∆)−1(𝑋(𝑡 − ∆) 𝐻 𝑋(𝑡)) =

𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡)
(iii) lim

Δ→0
∆−1(𝑋(𝑡 + ∆) 𝐻 𝑋(𝑡)) = lim

Δ→0
(−∆)−1(𝑋(𝑡 − ∆) 𝐻 𝑋(𝑡)) =

𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡)
(iv) lim

Δ→0
(−∆)−1(𝑋(𝑡) 𝐻 𝑋(𝑡 + ∆)) = lim

Δ→0
∆−1(𝑋(𝑡) 𝐻 𝑋(𝑡 − ∆)) =

𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡).

Замечание 5. В работах [12; 13] M.T. Malinowski рассматривает отоб-
ражения, которые удовлетворяю условию (ii) и называет производную
второй производной Хукухары.

Замечание 6. Если многозначное отображение дифференцируемо по Ху-
кухаре [17], то оно дифференцируемо в смысле Bede-Gal производной и
𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡) = 𝐷𝐻𝑋(𝑡) (обратное не верно, смотри пример 1).

Теорема 3 ([16]). Если многозначное отображение 𝑋 : [0, 𝑇 ] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛)
BG-дифференцируемо на [0, 𝑇 ], тогда для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]
(i) если функция 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝑡)) есть неубывающая функция на [0, 𝑇 ], то

𝑋(𝑡) = 𝑋(0) +

𝑡∫︁
0

𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑠)𝑑𝑠;
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(ii) если функция 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝑡)) есть убывающая функция на [0, 𝑇 ], то

𝑋(𝑡) = 𝑋(0)
𝐻

(−1)

𝑡∫︁
0

𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑠)𝑑𝑠.

Замечание 7. Из замечаний 4 и 6 следует, что если многозначное
отображение 𝑋(·) дифференцируемо по Хукухаре на [0, 𝑇 ], то оно BG-
дифференцируемо на [0, 𝑇 ] и PS-дифференцируемо на [0, 𝑇 ], а так же
𝐷𝐻𝑋(𝑡) = 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡) = 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡).

Замечание 8. Из примера 1, мы видим, что многозначное отображение
𝑋(𝑡) = 𝐵|𝑡|(0) BG-дифференцируемо на 𝑅 и PS-дифференцируемо на 𝑅, а
так же 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡) ≡ 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡) ≡ 𝐵1(0) для всех 𝑡 ∈ 𝑅.

Замечание 9. Так же отметим, что существуют многозначные отоб-
ражения 𝑋(·) такие, что 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡) ̸= 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡).

Проиллюстрируем это на следующих примерах:

Пример 2. Пусть многозначное отображение 𝑋 : [−1, 1] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅2)
такое, что

𝑋(𝑡) =

{︂
{𝑥 ∈ 𝑅2 |𝑥21 + 𝑥22 ≤ |𝑡|, 𝑥2 ≥ 0}, 𝑡 ∈ [−1, 0],
{𝑥 ∈ 𝑅2 |𝑥21 + 𝑥22 ≤ 𝑡, 𝑥2 ≤ 0}, 𝑡 ∈ (0, 1]

(смотри Рис. 1).
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Рис. 1: 𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [−1, 1]

Многозначное отображение 𝑋(·) BG-дифференцируемо на (−1, 1) и его
BG-производная 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡) ≡ {𝑥 ∈ 𝑅2 |𝑥21 + 𝑥22 ≤ 1, 𝑥2 ≤ 0}. Однако, мно-
гозначное отображение 𝑋(·) PS-дифференцируемо на (−1, 0) и его PS-
производная 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡) ≡ {𝑥 ∈ 𝑅2 |𝑥21 + 𝑥22 ≤ 1, 𝑥2 ≥ 0} ≠ 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡). Так
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же, многозначное отображение 𝑋(·) PS-дифференцируемо на (0, 1) и его
PS-производная 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡) ≡ {𝑥 ∈ 𝑅2 |𝑥21+𝑥22 ≤ 1, 𝑥2 ≥ 0} = 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡). Следо-
вательно, PS-производная 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡) в точке 𝑡 = 0 не существует (смотри
Рис. 2 и Рис. 3).
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Рис. 2: 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [−1, 1]
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Рис. 3: 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [−1, 1]

Пример 3. Пусть многозначное отображение 𝑋 : [0, 2] → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅2) та-
кое, что

𝑋(𝑡) =

{︂
{𝑥 ∈ 𝑅2 |𝑥21 + 𝑥22 ≤ 𝑡, 𝑥2 ≥ 0}, 𝑡 ∈ [0, 1],
{𝑥 ∈ 𝑅2 |𝑥21 + 𝑥22 ≤ 2 − 𝑡, 𝑥2 ≥ 0}, 𝑡 ∈ (1, 2]

(смотри Рис. 4).

Рис. 4: 𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 2]

Многозначное отображение 𝑋(·) PS-дифференцируемо на (0, 2) и
его PS-производная 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡) ≡ {𝑥 ∈ 𝑅2 |𝑥21 + 𝑥22 ≤ 1, 𝑥2 ≥ 0}. Однако,
многозначное отображение 𝑋(·) BG-дифференцируемо на (0, 1) и его
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BG-производная 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡) ≡ 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡). Так же, отображение 𝑋(·) BG-
дифференцируемо на (1, 2) и его BG-производная 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡) ≡ (−1)𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡).
Очевидно, BG-производная 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡) в точке 𝑡 = 1 не существует (смотри
Рис. 5 и Рис. 6).

Рис. 5: 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 2] Рис. 6: 𝐷𝑏𝑔𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 2]

Замечание 10. Далее мы будем использовать только PS-производную.

2. Задача быстродействия. Пусть поведение объекта описывается
следующей системой

𝐷𝑝𝑠𝑋 = 𝑋 + 𝑢, 𝑋(0, 𝑢) = 𝑋0, (1)

где 𝑋 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) – фазовое множество, 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑛 – вектор управле-
ния, 𝑈 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) – некоторое заданное множество допустимых значений
управления такое, что 0 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝑈, 𝑋0 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) – начальное множество,
0 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝑋0.

Определение 5. Вектор-функция 𝑢(·) называется допустимым управ-
лением для системы (1) на отрезке [0, 𝑇 ], если она удовлетворяет следу-
ющим условиям:

1) суммируема на [0, 𝑇 ];

2) 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Определение 6. Многозначное отображение 𝑋(·, 𝑢) будем называть ре-
шением системы (1) на отрезке [0, 𝑇 ], соответствующим допустимому
управлению 𝑢(·), если оно удовлетворяет следующим условиям:

1) 𝑋(·, 𝑢) – непрерывно на [0, 𝑇 ];

2) 𝑋(·, 𝑢) – PS-дифференцируемо почти всюду на [0, 𝑇 ];

3) 𝑋(0, 𝑢) = 𝑋0;

4) 𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡, 𝑢) ≡ 𝑋(𝑡, 𝑢) + 𝑢(𝑡) для почти всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].
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Замечание 11. Для любого допустимого управления 𝑢(·) любое решение
𝑋(·, 𝑢) системы (1) обладает следующим свойством: для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]
всегда найдутся такое число 𝑎(𝑡) > 0 и вектор 𝑏(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, что 𝑋(𝑡, 𝑢) =
𝑎(𝑡)𝑋0 + 𝑏(𝑡), то есть сечение любого решения системы (1) сохраняет
форму начального множества.

Определение 7. Многозначное отображение 𝑋1(·, 𝑢) будем называть
первым базовым решением системы (1) на отрезке [0, 𝑇 ], соответ-
ствующее допустимому управлению 𝑢(·), если функция его диаметра
𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋1(·, 𝑢)) является монотонно неубывающей функцией на отрезке
[0, 𝑇 ].

Замечание 12. Первое базовое решение системы (1) на отрезке [0, 𝑇 ],
будет решением следующего интегрального уравнения

𝑋(𝑡, 𝑢) = 𝑋0 +

𝑡∫︁
0

[𝑋(𝑠, 𝑢) + 𝑢(𝑠)]𝑑𝑠.

Определение 8. Многозначное отображение 𝑋2(·, 𝑢) будем называть
вторым базовым решением системы (1) на отрезке [0, 𝑇 ], соответ-
ствующее допустимому управлению 𝑢(·), если функция его диаметра
𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋2(·, 𝑢)) является монотонно убывающей функцией на отрезке
[0, 𝑇 ].

Замечание 13. Второе базовое решение системы (1) на отрезке [0, 𝑇 ],
будет решением следующего интегрального уравнения

𝑋(𝑡, 𝑢) = 𝑋0
𝐻

𝑡∫︁
0

[𝑋(𝑠, 𝑢) + 𝑢(𝑠)]𝑑𝑠.

Определение 9. Многозначное отображение 𝑋𝑚𝑠(·, 𝑢) будем назы-
вать смешанным решением системы (1) на отрезке [0, 𝑇 ], соответ-
ствующее допустимому управлению 𝑢(·), если функция его диаметра
𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋𝑚𝑠(·, 𝑢)) не является монотонно убывающей или монотонно воз-
растающей функцией на отрезке [0, 𝑇 ].

Замечание 14. Если многозначное отображение 𝑋𝑚𝑠(·, 𝑢) является сме-
шанным решением системы (1) на отрезке [0, 𝑇 ], то существует неко-
торое разбиение не пересекающихся интервалов (𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1), 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑘
такое, что [𝑡0, 𝑡1) ∪ [𝑡1, 𝑡2) ∪ ... ∪ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1] = [0, 𝑇 ] и на каждом из ин-
тервалов многозначное отображение 𝑋𝑚𝑠(·, 𝑢) удовлетворяет одному из
интегральных уравнений

𝑋𝑚𝑠(𝑡, 𝑢) = 𝑋𝑚𝑠(𝑡𝑖, 𝑢) +

𝑡∫︁
𝑡𝑖

[𝑋𝑚𝑠(𝑠, 𝑢) + 𝑢(𝑠)]𝑑𝑠



54 Комлева Т. А., Молчанюк И. В., Скрипник Н. В., Плотников А. В.

или

𝑋𝑚𝑠(𝑡, 𝑢) = 𝑋𝑚𝑠(𝑡𝑖, 𝑢)
𝐻

𝑡∫︁
𝑡𝑖

[𝑋𝑚𝑠(𝑠, 𝑢) + 𝑢(𝑠)]𝑑𝑠,

где 𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1], 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑘.

Замечание 15. Для любого допустимого управления 𝑢(·) система (1)
на любом отрезке [0, 𝑇 ] имеет два базовых решения и бесконечно много
смешанных решений.

Проиллюстрируем это на следующем примере.

Пример 4. Пусть поведение объекта описывается системой (1), где
𝑋 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅2), 𝑋0 = 𝐵1(0), 𝑇 = 1 и 𝑢(𝑡) ≡ 0 для 𝑡 ∈ [0, 1], то есть
мы рассмотрим следующую систему

𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡) = 𝑋(𝑡), 𝑋(0) = 𝐵1(0), 𝑡 ∈ [0, 1]. (2)

Легко получить, что первым базовым решением будет многознач-
ное отображение 𝑋1(𝑡) = 𝐵𝑒𝑡(0), а многозначное отображение 𝑋2(𝑡) =
𝐵𝑒−𝑡(0) будет вторым базовым решением (смотри Рис. 7 и Рис. 8).

Рис. 7: 𝑋1(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1] Рис. 8: 𝑋2(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1]

Используя эти два базовые решения легко построить смешаные реше-
ния. Например, смешаными решениями будут следующие многозначные
отображения

𝑋1
𝑚𝑠(𝑡) =

{︂
𝐵𝑒𝑡(0), 𝑡 ∈ [0, 0.5]
𝐵𝑒1−𝑡(0), 𝑡 ∈ [0.5, 1]

𝑋2
𝑚𝑠(𝑡) =

{︂
𝐵𝑒−𝑡(0), 𝑡 ∈ [0, 0.5]
𝐵𝑒𝑡−1(0), 𝑡 ∈ [0.5, 1]

(смотри Рис. 9 и Рис. 10).
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Рис. 9: 𝑋1
𝑚𝑠(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1] Рис. 10: 𝑋2

𝑚𝑠(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1]

Теперь зададим некоторое множество 𝑋𝐾 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛). Предположим,
что множество 𝑋𝐾 имеет такую же форму как и множество 𝑋0 (𝑋0 и 𝑋𝐾

гомотетичные фигуры с коэффициентом 𝑘 > 0), то есть существуют число
𝑎 > 0 и вектор 𝑏 ∈ 𝑅𝑛 такие, что 𝑋𝐾 = 𝑎𝑋0 + 𝑏.

Рассмотрим следующую задачу быстродействия: требуется перевести
объект 𝑋(𝑡, 𝑢) согласно системы (1) из начального множества 𝑋0 в конеч-
ное множество 𝑋𝐾 за минимальное время 𝑇 > 0 так, чтобы 𝑋(𝑇, 𝑢) = 𝑋𝐾 .

Предположим, что 𝑋0 = 𝐵1(0). Следовательно, 𝑋𝐾 = 𝐵𝑎(𝑏).

Решим данную задачу. Рассмотрим следующие две классические зада-
чи быстродействия:

Первая задача: требуется перевести объект 𝑥(𝑡, 𝑢) согласно системы
𝑥̇ = 𝑥+𝑢 из начальной точки 0 в конечную точку 𝑏 за минимальное время
𝑇 > 0;

Вторая задача: требуется перевести объект 𝑥(𝑡, 𝑢) согласно системы
𝑥̇ = −𝑥 − 𝑢 из начальной точки 0 в конечную точку 𝑏 за минимальное
время 𝑇 > 0.

Решим данные классические задачи оптимального управления и най-
дем для первой задачи оптимальное управление 𝑢1*(·) и минимальное время
𝑇 1
* < ∞ и для второй задачи оптимальное управление 𝑢2*(·) и минимальное

время 𝑇 2
* < ∞.

Так же легко можно записать соответствующие оптимальные траекто-
рии

𝑥1*(𝑡, 𝑢
1
*) =

𝑡∫︁
0

𝑒𝑡−𝑠𝑢1*(𝑠)𝑑𝑠,

𝑥2*(𝑡, 𝑢
2
*) = −

𝑡∫︁
0

𝑒𝑠−𝑡𝑢2*(𝑠)𝑑𝑠.
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Замечание 16. Как известно, вторая задача может для некоторых
𝑏 ∈ 𝑅𝑛 не иметь решение. Это следует из того, что область дости-
жимости 𝑋2

𝑎𝑑(𝑡) для второй задачи имеет вид

𝑋2
𝑎𝑑(𝑡) = (1 − 𝑒−𝑡)𝑈.

Следовательно, если 𝑏 ̸∈ (1 − 𝑒−𝑡)𝑈 для всех 𝑡 ≥ 0, то вторая задача не
имеет решение.

Замечание 17. Так как 𝑋1
𝑎𝑑(𝑡) = (𝑒𝑡 − 1)𝑈 и 𝑋2

𝑎𝑑(𝑡) = (1 − 𝑒−𝑡)𝑈, то
𝑋2

𝑎𝑑 ⊂ 𝑋1
𝑎𝑑 для всех 𝑡 > 0.

Замечание 18. Если оба оптимальных решения существуют, то 𝑇 1
* <

𝑇 2
* и существует допустимое управление 𝑢(·) для первой задачи, что

𝑥1(𝑇 2
* , 𝑢) = 𝑥2(𝑇 2

* , 𝑢
2
*) = 𝑏, т.е.

𝑇 2
*∫︁

0

𝑒𝑇
2
*−𝑠𝑢(𝑠)𝑑𝑠 =

𝑇 2
*∫︁

0

𝑒𝑠−𝑇 2
* 𝑢2*(𝑠)𝑑𝑠.

В начале предположим, что оба оптимальных решения суще-
ствуют.

Подставим управление 𝑢1*(·) в систему (1) и получим следующее линей-
ное многозначное дифференциальное уравнение с PS-производной

𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡, 𝑢*) = 𝑋(𝑡, 𝑢*) + 𝑢1*(𝑡), 𝑋(0, 𝑢1*) = 𝐵1(0) (3)

и найдем первое базовое решение этого уравнения:

𝑋1(𝑡, 𝑢
1
*) = 𝐵𝑒𝑡(0) +

𝑡∫︁
0

𝑒𝑡−𝑠𝑢1*(𝑠)𝑑𝑠. (4)

Далее подставим управление 𝑢2*(·) в систему (1) и получим следующее
линейное многозначное дифференциальное уравнение с PS-производной

𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡, 𝑢*) = 𝑋(𝑡, 𝑢*) + 𝑢2*(𝑡), 𝑋(0, 𝑢2*) = 𝐵1(0) (5)

и найдем второе базовое решение этого уравнения:

𝑋2(𝑡, 𝑢
2
*) = 𝐵𝑒−𝑡(0) +

𝑡∫︁
0

𝑒𝑠−𝑡𝑢2*(𝑠)𝑑𝑠. (6)

Учитывая замечание 18 и свойства базовых решений имеем, что
𝑋2

* (𝑇 2
* , 𝑢

2
*) ⊂ 𝑋1

* (𝑇 1
* , 𝑢

1
*). Следовательно, возможны следующие три слу-

чая:
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1) 𝑋𝐾 ⊆ 𝑋2
* (𝑇 2

* , 𝑢
2
*) ⊂ 𝑋1

* (𝑇 1
* , 𝑢

1
*);

2) 𝑋2
* (𝑇 2

* , 𝑢
2
*) ⊂ 𝑋1

* (𝑇 1
* , 𝑢

1
*) ⊆ 𝑋𝐾 ;

3) 𝑋2
* (𝑇 2

* , 𝑢
2
*) ⊂ 𝑋𝐾 ⊂ 𝑋1

* (𝑇 1
* , 𝑢

1
*).

1. Рассмотрим первый случай.
а) Если 𝑋𝐾 = 𝑋2

* (𝑇 2
* , 𝑢

2
*), то управление 𝑢𝑜𝑝(·) = 𝑢2*(·) и время 𝑇𝑜𝑝 =

𝑇 2
* = − ln(𝑏) (0 < 𝑏 < 1) являются оптимальными.
б) Если 𝑋𝐾 ⊂ 𝑋2

* (𝑇 2
* , 𝑢

2
*), то, следовательно, "объем" второго базового

решения в момент времени 𝑇 2
* превышает "объем" конечного множества

𝑋𝐾 , т.е. 𝑇 2
* < − ln(𝑎) (0 < 𝑎 < 1). Поэтому построим следующее управле-

ние, которое будет оптимальным

𝑢𝑜𝑝(𝑡) =

{︂
0, 𝑡 ∈ [0,− ln(𝑎) − 𝑇 2

* ),
𝑢2*(𝑡 + ln(𝑎) + 𝑇 2

* ), 𝑡 ∈ [− ln(𝑎) − 𝑇 2
* ,− ln(𝑎)],

и 𝑇𝑜𝑝 = − ln(𝑎). Если для примера взять 𝑎 = 1
4 , 𝑏 = 1

2 , то смотри Рис.
11,12.
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Замечание 19. Очевидно, что в данном случае можно построить и дру-
гие допустимые управления, которые будут оптимальными. Данное до-
пустимое управление должно удовлетворять условию

−
− ln(𝑎)∫︁
0

𝑒𝑠+ln(𝑎)𝑢2(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑏.

2. Теперь рассмотрим второй случай.
а) Если 𝑋𝐾 = 𝑋1

* (𝑇 1
* , 𝑢

1
*), то управление 𝑢𝑜𝑝(·) = 𝑢1*(·) и время 𝑇𝑜𝑝 = 𝑇 1

*
являются оптимальными.

б) Если 𝑋1
* (𝑇 1

* , 𝑢
1
*) ⊂ 𝑋𝐾 , то, следовательно, "объем" первого базового

решения в момент времени 𝑇 1
* меньше "объема" конечного множества𝑋𝐾 ,
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т.е. 𝑇 1
* < ln(𝑎) (𝑎 > 1). Поэтому построим следующее управление, которое

будет оптимальным

𝑢𝑜𝑝(𝑡) =

{︂
0, 𝑡 ∈ [0, ln(𝑎) − 𝑇 2

* ),
𝑢1*(𝑡− ln(𝑎) + 𝑇 2

* ), 𝑡 ∈ [ln(𝑎) − 𝑇 2
* , ln(𝑎)],

и 𝑇𝑜𝑝 = ln(𝑎). Если для примера взять 𝑎 = 2, 𝑏 = 1
2 , то смотри Рис. 13,14.
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Замечание 20. Очевидно, что в данном случае можно построить и дру-
гие допустимые управления, которые будут оптимальными. Данное до-
пустимое управление должно удовлетворять условию

ln(𝑎)∫︁
0

𝑒ln(𝑎)−𝑠𝑢1(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑏.

3. Теперь рассмотрим третий случай. В этом случае решением
данной задачи должно быть смешанное решение.

1) Первым будем искать такое смешанное решение, диаметр которого
с начала убывает, а потом возрастает. Для этого воспользуемся оптималь-
ными управлениями первой и второй задач, то есть 𝑢1*(·) и 𝑢2*(·) и найдем
время переключения 𝜏 и время окончания процесса 𝑇 .

Решаем систему 𝑥̇ = −𝑥− 𝑢2*(𝑡), 𝑥(0) = 0. Очевидно, что

𝑥(𝑡) = −𝑒−𝑡

𝑡∫︁
0

𝑒𝑠𝑢2*(𝑠)𝑑𝑠.

Тогда при 𝑡 = 𝜏 имеем 𝑥(𝜏) = −𝑒−𝜏
𝜏∫︀
0

𝑒𝑠𝑢2*(𝑠)𝑑𝑠. Следовательно, это на-

чальная точка для системы 𝑥̇ = 𝑥 + 𝑢1*(𝑡). Тогда

𝑥(𝑡) = −𝑒𝑡−2𝜏

𝜏∫︁
0

𝑒𝑠𝑢2*(𝑠)𝑑𝑠 + 𝑒𝑡
𝑡∫︁

𝜏

𝑒−𝑠𝑢1*(𝑠)𝑑𝑠.



Одна линейная многозначная задача управления 59

Очевидно, при 𝑡 = 𝑇 имеем 𝑥(𝑇 ) = −𝑒𝑇−2𝜏
𝜏∫︀
0

𝑒𝑠𝑢2*(𝑠)𝑑𝑠 + 𝑒𝑇
𝑇∫︀
𝜏
𝑒−𝑠𝑢1*(𝑠)𝑑𝑠.

Так как в начале диаметр убывает, то 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝑡)) = 2𝑒−𝑡. Доходим
до точки 𝑡 = 𝜏 и 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝜏)) = 2𝑒−𝜏 . После этого диаметр возрас-
тает и 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝑡)) = 𝑒𝑡𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝜏)). При 𝑡 = 𝑇 будем иметь диаметр
𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝑇 )) = 𝑒𝑇𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋(𝜏)). Получаем систему⎧⎨⎩

𝑒−2𝜏+𝑇 = 𝑎,

𝑒𝑇
𝑇∫︀
𝜏
𝑒−𝑠𝑢1*(𝑠)𝑑𝑠− 𝑒𝑇−2𝜏

𝜏∫︀
0

𝑒𝑠𝑢2*(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑏.
(7)

Если, например, 𝑢1*(𝑡) ≡ 1 и 𝑢2*(𝑡) ≡ −1, то получим систему⎧⎨⎩
−2𝜏 + 𝑇 = ln(𝑎),

𝑒𝑇
𝑇∫︀
𝜏
𝑒−𝑠𝑑𝑠− 𝑒𝑇−2𝜏

𝜏∫︀
0

𝑒𝑠𝑑𝑠 = 𝑏.

Тогда {︃
𝜏 = ln

(︀
𝑏+𝑎+1

2𝑎

)︀
,

𝑇 = 2 ln
(︁
𝑏+𝑎+1
2
√
𝑎

)︁
.

(8)

Например, возьмем 𝑎 = 1/2, 𝑏 = 9/10. Следовательно, первое базо-
вое решение соответствующее оптимальному управлению 𝑢1*(𝑡) ≡ 1 будет
иметь вид согласно Рис. 15 и в конечный момент 𝑇 = ln(19/10) будет
выполняться условие 𝑋𝐾 ⊂ 𝑋1(𝑇, 𝑢1*), а второе базовое решение соответ-
ствующее оптимальному управлению 𝑢2*(𝑡) ≡ −1 будет иметь вид согласно
Рис. 16 и в конечный момент 𝑇 = − ln(1/10) будет выполняться условие
𝑋2(𝑇, 𝑢2*) ⊂ 𝑋𝐾 . Однако, если взять 𝜏1 = ln

(︀
12
5

)︀
и 𝑇1 = 2 ln

(︁
12
5
√
2

)︁
и по-

строим соответствующее смешанное решение, то смотри Рис. 15, 16 и 17.
2) Теперь второй случай. Будем искать такое смешанное решение, диа-

метр которого с начала возрастает, а потом убывает. Для этого воспользу-
емся оптимальными управлениями первой и второй задач, то есть 𝑢1*(·) и
𝑢2*(·) и найдем время переключения 𝜏 и время окончания процесса 𝑇 ана-
логично, как это было сделано в первом случае, то есть получим систему⎧⎨⎩

2𝜏 − 𝑇 = ln(𝑎),

𝑒−𝑇
𝑇∫︀
𝜏
𝑒𝑠𝑢2*(𝑠)𝑑𝑠 + 𝑒−𝑇+2𝜏

𝜏∫︀
0

𝑒−𝑠𝑢1*(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑏.
(9)

Если, например, 𝑢1*(𝑡) ≡ 1 и 𝑢2*(𝑡) ≡ −1, то получим систему⎧⎨⎩ 𝜏 = ln
(︁

−2𝑎
𝑏−1−𝑎

)︁
,

𝑇 = 2 ln
(︁

−
√
2𝑎

𝑏−1−𝑎

)︁
.
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Аналогично возьмем, 𝑎 = 1/2, 𝑏 = 9/10. Тогда 𝜏2 = ln(53), 𝑇2 =

2 ln(5
√
2

3 ) и построим соответствующее смешанное решение, то смотри Рис.
15, 16 и 18.
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Легко проверить, что 𝑇1 < 𝑇2. Поэтому в первом случае было получено
оптимальное решение.

Теперь рассмотрим случай, когда разрешима только первая
задача оптимального управления, то есть 𝑏 ̸∈ (1 − 𝑒−𝑡)𝑈 для всех
𝑡 ≥ 0.

Решим первую задачу оптимального управления и найдем оптимальное
управление 𝑢1*(·) и минимальное время 𝑇 1

* < ∞.
Подставим управление 𝑢1*(·) в систему (1) и получим следующее линей-

ное многозначное дифференциальное уравнение с PS-производной

𝐷𝑝𝑠𝑋(𝑡, 𝑢*) = 𝑋(𝑡, 𝑢*) + 𝑢1*(𝑡), 𝑋(0, 𝑢1*) = 𝐵1(0) (10)

и найдем первое базовое решение этого уравнения:

𝑋1(𝑡, 𝑢
1
*) = 𝐵𝑒𝑡(0) +

𝑡∫︁
0

𝑒𝑡−𝑠𝑢1*(𝑠)𝑑𝑠. (11)
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Возможны три случая:
1) 𝑋(𝑇 1

* ) = 𝑋𝐾 ; 2) 𝑋1
* (𝑇 1

* , 𝑢
1
*) ⊂ 𝑋𝐾 ; 3) 𝑋𝐾 ⊂ 𝑋1

* (𝑇 1
* , 𝑢

1
*).

В первом случае – управление 𝑢1*(·) и время 𝑇 1
* являются оптимальны-

ми для исходной задачи.
Во втором случае – построим оптимальное управление так, как это

было сделано ранее в случае 2б), когда обе задачи разрешими.
Теперь рассмотрим последний третий случай. Очевидно, в этом случае

решением данной задачи должно быть смешанное решение. Будем искать
такое смешанное решение, диаметр которого с начала убывает, а потом
возрастает. Для этого воспользуемся оптимальным управлением первой
задач 𝑢1*(·), найдем 𝑢2*(·) из условия min

𝑥∈𝑋𝐾

‖𝑥− 𝑢2*(𝑡)‖ = min
𝑥∈𝑋𝐾

max
𝑢∈𝑈

‖𝑥− 𝑢‖ и

найдем время переключения 𝜏1 и время окончания процесса 𝑇1 из системы
(7).

Проиллюстрируем данный метод на следующем примере: 𝑋𝐾 =
𝐵2(3), 𝑈 = 𝐵1(0). Тогда 𝑢1*(𝑡) ≡ 1 и 𝑢2*(𝑡) ≡ −1. Следовательно, 𝜏1 = ln(1.5)

и 𝑇1 = 2 ln(3
√
2

2 ). (Смотри Рис. 19, 20.)
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Замечание 21. В результате выше приведенного анализа, для задан-
ного конечного множества 𝑋𝐾 можно найти допустимое оптимальное
управление 𝑢𝑜𝑝(·) и оптимальное время 𝑇𝑜𝑝 при которых некоторое реше-
ние системы

𝐷𝑝𝑠𝑋 = 𝑋 + 𝑢𝑜𝑝, 𝑋(0, 𝑢) = 𝑋0, (12)

будет удовлетворять условию 𝑋(𝑇𝑜𝑝, 𝑢𝑜𝑝) = 𝑋𝐾 . То есть учитывая за-
мечание 15, система (12) имеет бесконечно много решений, но имеет
решение, для которого выполняется условие 𝑋(𝑇𝑜𝑝, 𝑢𝑜𝑝) = 𝑋𝐾 , а так же
имеет решения для которых это условие не выполняется. Однако в слу-
чае, если 𝑇 < 𝑇𝑜𝑝, то для всех допустимых управлений 𝑢(·) и для всех
соответствующих решений условие 𝑋(𝑇, 𝑢) = 𝑋𝐾 выполняться не бу-
дет.
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2. Заключение

В заключение сделаем несколько замечаний:

Замечание 22. В случае, если 𝑋0 не является шаром (но 𝑋0 и 𝑋𝐾 гомо-
тетичные фигуры с коэффициентом 𝑘 > 0), то опишем вокруг множеств
𝑋0 и 𝑋𝐾 шары и решим задачу так, как это было сделано для шаров.

Замечание 23. В случае, если множества 𝑋0 и 𝑋𝐾 имеют разную
форму (негомотетичные фигуры с коэффициентом 𝑘 > 0), то условие
𝑋(𝑇, 𝑢) = 𝑋𝐾 не будет выполняться никогда, то есть не существу-
ет 𝑇 > 0 и допустимого управления 𝑢(·) чтобы это условие выполня-
лось. В этом случае необходимо использовать условие 𝑋(𝑇, 𝑢) ⊂ 𝑋𝐾 или
𝑋(𝑇, 𝑢) ⊃ 𝑋𝐾 . Далее, в первом случае, необходимо вписать в множество
𝑋𝐾 максимально возможное множество, которое по форме совпадает с
множеством 𝑋0, а во втором - описать. Далее решать задачу, как это
было предложено в предыдущем замечании.

Замечание 24. В случае, когда вместо PS-производной используется
BG-производная и начальное множество 𝑋0 удовлетворяет условию, что
разность 𝑋0

𝐻 (−1)𝑋0 существует, то задача будет решаться аналогич-
но. В случае, если разность 𝑋0

𝐻 (−1)𝑋0 не существует, то соответ-
ствующее дифференциальное уравнение будет иметь только первое ба-
зовое решение (второе базовое решение система (1) иметь не будет) и
бесконечно много смешаных решений. Следовательно, рассматриваемая
задача быстродействия может не иметь ни одного решения (например,
если 𝑋𝐾 гомотетично 𝑋0 с коэффициентом 𝑘 ∈ (0, 1)).
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Комлєва Т. О., Молчанюк I. В., Скрипник Н. В., Плотнiков А. В.
Одна лiнiйна багатозначна задача керування

Резюме

Останнiм часом багато авторiв розглядали питання iснування, єдиностi та властивостi
розв’язкiв багатозначних диференцiальних та iнтегро-диференцiальних рiвнянь, рiв-
нянь вищих порядкiв, дослiджували iмпульснi i керованi системи в рамках теорiї ба-
гатозначних рiвнянь. Очевидно, що отримання всiх цих результатiв було б неможливо
без розвитку теорiї багатозначного аналiзу. В останнi роки з’явилися новi визначення
похiдної для багатозначних вiдображень, якi на вiдмiну вiд похiдної Хукухари, дали мо-
жливiсть диференцiювати багатозначнi вiдображення, дiаметр яких не тiльки не спадна
функцiя. В результатi були розглянутi багатозначнi диференцiальнi рiвняння, розв’язки
яких є багатозначнi вiдображення, дiаметр яких не є монотонною функцiєю. У данiй
статтi розглядається нова постановка задачi оптимального керування (задача швидко-
дiї), яка стала можлива завдяки цим новим похiдним та диференцiальним рiвнянням,
а також наведено метод розв’язання даної задачi.
Ключовi слова: багатозначнi рiвняння, керування, задача швидкодiї, похiдна Хукухари.

Komleva T. A., Molchanyuk I. V., Skripnik N. V., Plotnikov A. V.
One linear set-valued control problem

Summary

Recently, many authors have considered questions of the existence, uniqueness, and proper-
ties of solutions of set-valued differential and integro-differential equations, higher order equa-
tions, and have investigated impulse and control systems in the framework of the theory of
set-valued equations. Obviously, obtaining all these results would be impossible without the
development of the theory of set-valued analysis. In the latter, new definitions of the deriva-
tive have appeared for set-valued mappings, which, unlike the previously used Hukuhara
derivative, made it possible to differentiate set-valued mappings whose diameter is not only
a non decreasing function. As a result, set-valued differential equations were considered
whose solutions are set-valued mappings whose diameter is not a monotonic function. This
article discusses the new formulation of the optimal control problem (the time-optimality
problem) that became possible due to these new derivatives and differential equations, as
well as a method for solving this problem.
Key words: set-valued equations, control, time-optimality problem, Hukuhara derivative.
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