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СТIЙКIСТЬ РIВНОМIРНОГО АТРАКТОРА ДЛЯ
ЕВОЛЮЦIЙНОГО РIВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ З
РОЗРИВНИМИ ТРАЄКТОРIЯМИ

Публiкацiя мiстить результати дослiджень, що проводяться в межах
україно-нiмецького науково-дослiдного проекту ДФФД та DFG “Стiйкiсть та
робастнiсть щодо збурень атракторiв нелiнiйних нескiнченновимiрних систем”

Робота присвячена дослiдженню якiсної поведiнки розв’язкiв хвильового рiвняння, тра-
єкторiї якого зазнають iмпульсного збурення при досягненнi фiксованої (iмпульсної)
пiдмножини в фазовому просторi. Користуючись загальною схемою побудови нескiн-
ченновимiрної iмпульсної динамiчної системи та використовуючи поняття рiвномiрного
атрактора — мiнiмальної компактної рiвномiрно притягуючої множини, отримано ре-
зультат щодо iснування та явного вигляду рiвномiрного атрактора для iмпульсної ди-
намiчної системи, породженої хвильовим рiвнянням. Траєкторiї такої системи можуть
мати нескiнченну кiлькiсть iмпульсних точок при зустрiчi з iмпульсною пiдмножиною
фазового простору. Таким чином, рiвномiрний атрактор може мати непорожнiй перетин
з iмпульсною множиною, i, як результат, не мати властивостi стiйкостi. Проте, завдяки
додатковим умовам щодо iмпульсних параметрiв задачi, у данiй роботi вдалося довести
властивiсть стiйкостi для не iмпульсної частини рiвномiрного атрактора.
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1. Вступ

Описуючи поведiнку багатьох еволюцiйних процесiв з миттєвими змi-
нами, досить поширеним є математичний пiдхiд, що ґрунтується на те-
орiї диференцiальних рiвнянь з iмпульсним збуренням [1]–[4]. Важливим
пiдкласом систем з розривними траєкторiями є iмпульснi (розривнi) ди-
намiчнi системи [5]–[8]. Зокрема системи, траєкторiї яких зазнають iм-
пульсних збурень у момент зустрiчi з певною фiксованою пiдмножиною
фазового простору. У випадку нескiнченновимiрного фазового простору
одним з найефективнiших iнструментiв для вивчення якiсної поведiнки
розвязкiв таких систем є теорiя глобальних атракторiв [9], [10]. Проте при
застосуваннi основних понять та результатiв цiєї теорiї до iмпульсних ди-
намiчних систем виникає ряд ускладнень, перш за все повязаних з втратою
в таких системах властивостi неперервної залежностi розвязкiв вiд поча-
ткових даних, що в свою чергу вимагає застосування нових концепцiй як
i для поняття глобального атрактора, так i для його основних властиво-
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стей (iнварiантностi, стiйкостi та робастностi). Глобальну асимптотичну
поведiнку системи в цьому випадку можна описати за допомогою поняття
рiвномiрного атрактору - компактної, мiнiмальної, рiвномiрно притягуючої
множини [10], [11]. Виявилось, що у випадку, коли траєкторiї iмпульсної
динамiчної системи мають нескiнченну кiлькiсть iмпульсних збурень, пе-
ретин рiвномiрного атрактора Θ з iмпульсною множиною𝑀 може бути не
порожнiй, i, як наслiдок, рiвномiрний атрактор може не мати властивостi
iнварiантностi та стiйкостi [16]. Проте вже найпростiшi приклади показу-
ють, що цими властивостями може володiти не iмпульсна частина рiвно-
мiрного атрактора Θ ∖𝑀 . Основнi абстрактнi результати щодо iнварiан-
тностi Θ∖𝑀 для рiзних класiв iмпульсних систем були одержанi в роботах
[13], [14], [15]. Стiйкiсть Θ ∖𝑀 для параболiчних iмпульсно-збурених рiв-
нянь та систем вивчалась в [16], [17]. Для хвильових iмпульсно-збурених
систем iснування рiвномiрного атрактору було доведене в [18]. У данiй ро-
ботi , використовуючи результати [18], дослiджується властивiсть стiйкостi
не iмпульсної частини рiвномiрного атрактора для iмпульсної динамiчної
системи, породженої еволюцiйним рiвнянням 2-го порядку.

2. Основнi результати

1. Атрактори iмпульсних напiвпотокiв.
Iмпульсна (або розривна [1]) динамiчна система, що задана на нормо-

ваному просторi 𝐸, складається з неперервної напiвгрупи 𝑉 : 𝑅+×𝐸 → 𝐸,
iмпульсної множини 𝑀 ⊂ 𝐸 та iмпульсного вiдображення 𝐼 : 𝑀 → 𝐸. Рух
в iмпульснiй динамiчнiй системi вiдбувається по траєкторiям 𝑉 до момен-
ту часу 𝜏 , коли фазова точка системи 𝑥(𝑡) досягає множини 𝑀 . У момент
такої зустрiчi вона зазнає iмпульсного впливу величини 𝐼 та миттєво опи-
няється в новому положеннi 𝐼𝑥(𝜏).

Для коректностi побудови такої iмпульсної динамiчної системи необхi-
дне виконання наступних умов [5]:

𝑀 − замкнена, 𝑀 ∩ 𝐼𝑀 = ∅,
∀𝑥 ∈𝑀 ∃𝜏 = 𝜏(𝑥) > 0 ∀𝑡 ∈ (0, 𝜏) 𝑉 (𝑡, 𝑥) /∈𝑀,

кожна iмпульсна траєкторiя визначенa на [0,+∞).

(1)

Введемо позначення:

∀𝑥 ∈𝑀 𝐼𝑥 = 𝑥+, ∀𝑥 ∈ 𝐸 𝑀+(𝑥) =

(︃⋃︁
𝑡>0

𝑉 (𝑡, 𝑥)

)︃
∩𝑀.

Якщо 𝑀+(𝑥) ̸= ∅, то з неперервностi 𝑉 i умов (1) виводимо, що iснує
момент часу 𝑠 > 0 такий, що

∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑠) 𝑉 (𝑡, 𝑥) ̸∈𝑀, 𝑉 (𝑠, 𝑥) ∈𝑀.
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Тодi iмпульсний напiвпотiк 𝐺 описується наступним чином [5]:
якщо для 𝑥 ∈ 𝐸 для всiх 𝑡 > 0 𝑉 (𝑡, 𝑥) ̸∈𝑀 , то

𝐺(𝑡, 𝑥) = 𝑉 (𝑡, 𝑥).

Iнакше

𝐺(𝑡, 𝑥) =

{︃
𝑉 (𝑡− 𝑡𝑛, 𝑥

+
𝑛 ), 𝑡 ∈ [𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1),

𝑥+𝑛+1, 𝑡 = 𝑡𝑛+1,
(2)

де 𝑡0 = 0, 𝑡𝑛+1 =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑠𝑘, 𝑥+𝑛+1 = 𝐼𝑉 (𝑠𝑛, 𝑥
+
𝑛 ), 𝑥+0 = 𝑥, 𝑠𝑛 — моменти

iмпульсного збурення, що характеризуються умовою 𝑉 (𝑠𝑛, 𝑥
+
𝑛 ) ∈𝑀 .

Формула (2) визначає (не обов’язково неперервну) напiвгрупу 𝐺 : 𝑅+×
𝐸 → 𝐸 [8], яку будемо називати iмпульсним напiвпотоком.

Надалi будемо використовувати наступнi позначення:

𝑏(𝐸) − сукупнiсть всiх обмежених пiдмножин 𝐸;

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴,𝐵) = sup
𝑥∈𝐴

inf
𝑦∈𝐵

‖𝑥− 𝑦‖𝐸 ;

𝑂𝛿(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥,𝐴) < 𝛿}.

Означення 1. [12] Компактна множина Θ ⊂ 𝐸 називається рiвномiр-
ним атрактором iмпульсного напiвпотоку 𝐺, якщо
1) Θ — рiвномiрно притягуюча множина, тобто

∀𝐵 ∈ 𝑏(𝐸) 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐺(𝑡, 𝐵),Θ) → 0, 𝑡→ ∞;

2) Θ — мiнiмальна замкнена множина, що задовольняє умову 1).

Наступна теорема дає критерiй iснування рiвномiрного атратора.

Теорема 1. [13] Нехай для iмпульсного напiвпотоку 𝐺 виконується умо-
ва дисипативностi, тобто

∃𝐵0 ∈ 𝑏(𝐸) ∀𝐵 ∈ 𝑏(𝐸) ∃𝑇 = 𝑇 (𝐵) ∀𝑡 ≥ 𝑇 𝐺(𝑡, 𝐵) ⊂ 𝐵0. (3)

Тодi 𝐺 має рiвномiрний атрактор Θ тодi i тiльки тодi, коли 𝐺 — асим-
птотично компактний, тобто

∀{𝑡𝑛 ↗ ∞} ∀{𝑥𝑛} ∈ 𝑏(𝐸)

послiдовнiсть {𝐺(𝑡𝑛, 𝑥𝑛)} предкомпактна в E. (4)

При цьому справедливою є рiвнiсть

Θ = 𝜔(𝐵0) :=
⋂︁
𝜏>0

⋃︁
𝑡≥𝜏

𝐺(𝑡, 𝐵0). (5)
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Одним з означень стiйкостi iнварiантної множини вiдносно напiвпотоку
(еквiвалентних у випадку неперервних напiвпотокiв) є наступне.

Означення 2. [19] Множина 𝐴 ⊂ 𝐸 називається стiйкою вiдносно на-
пiвпотоку 𝐺, якщо

𝐴 = 𝐷+(𝐴) :=
⋃︁
𝑥∈𝐴

{𝑦 | 𝑦 = lim𝐺(𝑡𝑛, 𝑥𝑛), 𝑥𝑛 → 𝑥, 𝑡𝑛 ≥ 0} . (6)

Зауваження Оскiльки 𝐴 ⊂ 𝐷+(𝐴) за побудовою, то властивiсть (6)
еквiвалентна вкладенню 𝐷+(𝐴) ⊂ 𝐴.

Вiдомо, що для неперервних напiвпотокiв, що задовольняють умови
Теореми 1, рiвномiрний атрактор є iнварiантним i стiйким в сенсi (6). В
данiй роботi ми доведемо, що для iмпульсного напiвпотоку, породженого
iмпульсно-збуреним хвильовим рiвнянням, рiвномiрний атрактор Θ задо-
вольняє вкладення

𝐷+(Θ ∖𝑀) ⊂ Θ ∖𝑀. (7)

2. Iмпульсно-збурене хвильове рiвняння
Розглянемо триплет гiльбертових просторiв 𝑉 ⊂ 𝐻 ⊂ 𝑉 * з компактним

та щiльним вкладенням, де ‖ · ‖ та (·, ·) вiдповiдно норма та скалярний
добуток в 𝐻. 𝐴 : 𝑉 → 𝑉 * — лiнiйний, неперервний, самоспряжений, ко-
ерцитивний оператор. Функцiя ⟨𝐴𝑢, 𝑢⟩

1
2 визначає норму в 𝑉 , яку будемо

позначати ‖𝑢‖𝑉 .
У данiй роботi будемо розглядати таку еволюцiйну задачу (𝛽 > 0):⎧⎨⎩

𝜕2𝑦
𝜕𝑡2

+ 2𝛽 𝜕𝑦
𝜕𝑡 +𝐴𝑦 = 0,

𝑦|𝑡=0 = 𝑦0 ∈ 𝑉,
𝑦𝑡|𝑡=0 = 𝑦1 ∈ 𝐻,

(8)

яка в фазовому просторi 𝐸 = 𝑉 × 𝐻 породжує неперервну напiвгрупу
𝑉 : 𝑅+ × 𝐸 → 𝐸, де

для 𝑧0 =

(︂
𝑦0
𝑦1

)︂
∈ 𝐸 𝑉 (𝑡, 𝑧0) = 𝑧(𝑡) =

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦𝑡(𝑡)

)︂
.

Норма в 𝐸 задається рiвнiстю:

для 𝑧 =

(︂
𝑦
𝑤

)︂
∈ 𝐸 ‖𝑧‖𝐸 = ‖𝑦‖𝑉 + ‖𝑤‖.

Вперше поведiнка траєкторiй еволюцiйного рiвняння другого порядку
з розривними траєкторiями була дослiджена у роботi [20], де в якостi iм-
пульсної множини розглядалась множина рiвня повної енергiї. Проте, як
показано в роботi [18], задача (8) з iмпульсними параметрами

𝑀 =
{︁
𝑧 ∈ 𝐸 | ‖𝑧‖𝐸 = 𝑎

}︁
, 𝐼𝑧 = (1 + 𝜇)𝑧
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залишаючись дисипативною, не має рiвномiрного аторактора в фазовому
просторi 𝐸. Тому в якостi iмпульсної множини природно розглядати лiнiю
рiвня деякої напiвнорми 𝑙𝑝 такої, що

∀𝑧 ∈ 𝐸 𝑙𝑝(𝑧) → ‖𝑧‖𝐸 , 𝑝→ ∞.

Надалi будемо використовувати {𝜆𝑖}, {𝜓𝑖} — розв’язки спектральної зада-
чi:

∀𝑖 ≥ 1 𝐴𝜓𝑖 = 𝜆𝑖𝜓𝑖, 0 < 𝜆1 ≤ 𝜆2 ≤ . . . , 𝜆𝑖 → ∞, 𝑖→ ∞.

Для 𝑝 ≥ 1 виберемо 𝑙𝑝 : 𝐸 → 𝑅 наступним чином:

для 𝑧 =

(︂
𝑦
𝑤

)︂
∈ 𝐸 𝑙𝑝(𝑧) =

(︁ 𝑝∑︁
𝑖=1

{𝜆𝑖(𝑦, 𝜓𝑖)
2 + (𝑤,𝜓𝑖)

2}
)︁ 1

2
.

При фiксованих ∀𝑝 ≥ 1, 𝑎 > 0, 𝜇 > 0 покладемо

𝑀 =
{︁
𝑧 ∈ 𝐸| 𝑙𝑝(𝑧) = 𝑎

}︁
, (9)

𝑀
′

=
{︁
𝑧 ∈ 𝐸| 𝑙𝑝(𝑧) = 𝑎(1 + 𝜇)

}︁
,

Щодо iмпульсного вiдображення 𝐼 : 𝑀 →𝑀
′ , то будемо вважати, що воно

змiнює лише першi 𝑝 координат фазового вектора, тобто

для 𝑧 =
∞∑︁
𝑖=1

(︂
𝑐𝑖
𝑑𝑖

)︂
𝜓𝑖 ∈𝑀

𝐼(𝑧) ∈
{︁ 𝑝∑︁

𝑖=1

(︂
𝑐
′
𝑖

𝑑
′
𝑖

)︂
𝜓𝑖 +

∞∑︁
𝑖=𝑝+1

(︂
𝑐𝑖
𝑑𝑖

)︂
𝜓𝑖

⃒⃒⃒
(10)

𝑝∑︁
𝑖=1

{𝜆𝑖(𝑐
′
𝑖)
2 + (𝑑

′
𝑖)
2} = 𝑎2(1 + 𝜇)2

}︁
.

Наприклад, вiдображення 𝐼 може збiльшувати в 1 +𝜇 разiв першi 𝑝 коор-
динат фазового вектора

𝐼
(︁ ∞∑︁

𝑖=1

(︂
𝑐𝑖
𝑑𝑖

)︂
𝜓𝑖

)︁
= (1 + 𝜇)

𝑝∑︁
𝑖=1

(︂
𝑐𝑖
𝑑𝑖

)︂
𝜓𝑖 +

∞∑︁
𝑖=𝑝+1

(︂
𝑐𝑖
𝑑𝑖

)︂
𝜓𝑖.

3. Iснування та стiйкiсть рiвномiрного атрактора задачi (8)–
(10).

Результат щодо iснування рiвномiрного атрактору для iмпульсного на-
пiвпотоку, породженого задачею (8)–(10), було доведено в [18]. Ми наводи-
мо його в тому обсязi, який необхiдний для доведення основного резуль-
тату про стiйкiсть.
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Теорема 2. [18] Для довiльного iмпульсного вiдображення 𝐼 : 𝑀 ↦→ 𝑀 ′,
що задовольняє (10), iмпульсна задача (8), (9) породжує дисипативний
iмпульсний напiвпотiк 𝐺 : 𝑅+ × 𝐸 → 𝐸, що має рiвномiрний атрактор
Θ, причому

Θ ⊂
{︁ 𝑝∑︁

𝑖=1

(︂
𝑐𝑖
𝑑𝑖

)︂
𝜓𝑖 |

𝑝∑︁
𝑖=1

{𝜆𝑖𝑐2𝑖 + 𝑑2𝑖 } ∈ [𝑎2, 𝑎2(1 + 𝜇)2]
}︁⋃︁(︂

0
0

)︂
. (11)

Доведення.

Вiдносно розв’язкiв еволюцiйної задачi (8) 𝑧(𝑡) = 𝑉 (𝑡, 𝑧0) =

(︂
𝑦(𝑡)
𝑦𝑡(𝑡)

)︂
маємо, що наступнi функцiї

∀𝑖 ≥ 1 𝑢𝑖(𝑡) = (𝑦(𝑡), 𝜓𝑖), 𝑣𝑖(𝑡) = 𝑢
′
𝑖(𝑡) = (𝑦𝑡(𝑡), 𝜓𝑖)

задовольняють задачу Кошi:{︂
𝑢

′′
𝑖 (𝑡) + 2𝛽𝑢

′
𝑖 + 𝜆𝑖𝑢𝑖(𝑡) = 0,

𝑢𝑖(0) = (𝑦0, 𝜓𝑖), 𝑢
′
𝑖(0) = (𝑦1, 𝜓𝑖).

(12)

Крiм того, справедливою є така рiвнiсть

∀𝑡 ≥ 0 𝜆𝑖𝑢
2
𝑖 (𝑡) + 𝑣2𝑖 (𝑡) = 𝜆𝑖𝑢

2
𝑖 (0) + 𝑣2𝑖 (0) − 4𝛽

∫︁ 𝑡

0
𝑣2𝑖 (𝑠)𝑑𝑠. (13)

Беручи до уваги (12) та (13) отримуємо, що функцiя

𝑡→ 𝑙2𝑝(𝑧(𝑡)) =

𝑝∑︁
𝑖=1

{𝜆𝑖𝑢2𝑖 (𝑡) + 𝑣2𝑖 (𝑡)}, де 𝑙𝑝(𝑧0) ̸= 0 (14)

є строго спадною на [0,+∞). Зокрема виконується умова (1). Бiльш того,
з формули (12) отримуємо, що ∃𝑐 > 0 ∃𝜂 > 0 ∀𝑖 ≥ 1 ∀𝑡 ≥ 0

𝜆𝑖𝑢
2
𝑖 (𝑡) + 𝑣2𝑖 (𝑡) ≤ 𝑐2(𝜆𝑖𝑢

2
𝑖 (0) + 𝑣2𝑖 (0))𝑒−2𝜂𝑡. (15)

Нехай 𝑧0 ∈ 𝐼𝑀 . Враховуючи (13) та (15) ∃𝑡 > 0 таке, що 𝑧(𝑡) ∈𝑀 .
Таким чином,

𝑎2 = 𝑎2(1 + 𝜇)2 − 4𝛽

∫︁ 𝑡

0

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑣2𝑖 (𝑠)𝑑𝑠 (16)

i в силу (13) справедливою є така нерiвнiсть:

∀𝑡 ≥ 0

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑣2𝑖 (𝑡) ≤ 𝑎2(1 + 𝜇)2. (17)



Стiйкiсть рiвномiрного атрактора iмпульсного хвильового рiвняння 37

Отже, враховуючи (16) та (17) отримуємо, що

𝑡 ≥ 1

4𝛽

(︀
1 − 1

(1 + 𝜇)2
)︀
. (18)

З (18) випливає, що задача (8)–(10) породжує iмпульсний напiвпотiк 𝐺 за
формулою (2).

При досягненнi iмпульсної множини 𝑀 фазовим вектором 𝑧 iмпуль-
сного збурення зазнають лише першi 𝑝 координат даного вектора. Тому в
силу (13) та (15) можемо отримати таку оцiнку:

∀𝑧0 ∈ 𝐸 ∀𝑡 ≥ 0 ‖𝐺(𝑡, 𝑧0)‖2𝐸 =

∞∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖𝑢
2
𝑖 (𝑡) + 𝑣2𝑖 (𝑡)) ≤

≤ 𝑐2‖𝑧0‖2𝐸𝑒−2𝜂𝑡 + 𝑎2(1 + 𝜇)2, (19)

яка гарантує властивiсть дисипативностi (3).
Далi доведемо виконання умови асимптотичної компактностi. Розгля-

немо таку послiдовнiсть

𝜉𝑛 = 𝐺(𝑡𝑛, 𝑧
0
𝑛), де ‖𝑧0𝑛‖𝐸 ≤ 𝑟, 𝑡𝑛 ↗ ∞.

Якщо для нескiнченно багатьох 𝑛 ≥ 1 𝑉 (·, 𝑧0𝑛) не мають перетину з
iмпульсною множиною 𝑀 , то

𝜉𝑛 = 𝑉 (𝑡𝑛, 𝑧
0
𝑛).

Так як в силу [9] ∃𝑐 > 0, 𝜂 > 0 такi, що ∀𝑧0 ∈ 𝐸 для 𝑧(𝑡) = 𝑉 (𝑡, 𝑧0)
справедлива оцiнка

∀𝑡 ≥ 0 ‖𝑧(𝑡)‖𝐸 ≤ 𝑐‖𝑧0‖𝐸𝑒−𝜂𝑡, (20)

то
𝜉𝑛 → 0 в 𝐸.

Якщо ж iснують точки перетину з iмпульсною множиною 𝑀 , зокрема
𝜏𝑛 > 0 є моментом першого потрапляння 𝑉 (·, 𝑧0𝑛) на множину 𝑀 , то з (20)
отримуємо таку оцiнку

𝑎2 ≤ ‖𝑉 (𝜏𝑛, 𝑧
0
𝑛)‖2𝐸 ≤ 𝑐2𝑟2𝑒−2𝜂𝜏𝑛 .

Таким чином
𝜏𝑛 ≤ 1

𝜂
𝑙𝑛
𝑐𝑟

𝑎
, (21)
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тобто фазова точка досягає множину𝑀 за невiд’ємний час, який залежить
лише вiд величини 𝑟. Тому без обмеження загальностi можемо вважати,
що

𝑧0𝑛 ∈ 𝐼𝑀, ‖𝑧0𝑛‖𝐸 ≤ 𝑟.

Для ∀𝑖 ≥ 𝑝+ 1 в силу (15)

𝜆𝑖(𝑢
(𝑛)
𝑖 (𝑡𝑛)2) + (𝑣

(𝑛)
𝑖 (𝑡𝑛))2 ≤ 𝑐2(𝜆𝑖𝑢

2
𝑖 (0)2 + 𝑣2𝑖 (0))𝑒−2𝜂𝑡𝑛 . (22)

З iншого боку, враховуючи формулу (13)

𝑝∑︁
𝑖=1

(𝜆𝑖(𝑢
(𝑛)
𝑖 (𝑡𝑛))2 + (𝑣

(𝑛)
𝑖 (𝑡𝑛))2) ∈ [𝑎2, 𝑎2(1 + 𝜇)2]. (23)

Тодi можемо вважати, що по пiдпослiдовностi

∀𝑖 ∈ 1, 𝑝, 𝑢
(𝑛)
𝑖 (𝑡𝑛) → 𝑐𝑖, 𝑣

(𝑛)
𝑖 (𝑡𝑛) → 𝑑𝑖.

Звiдси,

для 𝜉 =

𝑝∑︁
𝑖=1

(︂
𝑐𝑖
𝑑𝑖

)︂
𝜓𝑖

‖𝜉𝑛−𝜉‖2𝐸 ≤
𝑝∑︁

𝑖=1

{𝜆𝑖(𝑢(𝑛)𝑖 (𝑡𝑛)−𝑐𝑖)2+(𝑣
(𝑛)
𝑖 (𝑡𝑛)−𝑑𝑖)2}+𝑐2𝑒−2𝜂𝑡𝑛𝑟2 → 0, 𝑛→ ∞.

(24)
Таким чином з (24) одержуємо предкомпактнiсть 𝜉𝑛, а отже, iмпуль-

сний напiвпотiк 𝐺 має рiвномiрний атрактор Θ, причому в силу (20), (24)
має мiсце вкладення (11). Теорема доведена.

Зауваження 1. Кожна iмпульсна траєкторiя, що стартує з 𝐼𝑀 , має
нескiнчену кiлькiсть iмпульсних збурень, часовi промiжки мiж якими
задовольняють (18). Це, зокрема, означає, що Θ ∩𝑀 ̸= ∅.

Зауваження 2. Кожна iмпульсна траєкторiя, що стартує з 𝑀 , в силу
(14) не має iмпульсних збурень i в силу оцiнки (20) прямує до нуля при
𝑡→ ∞. Це, зокрема, означає, що 0 ∈ Θ.

Наступна теорема є основним результатом роботи.

Теорема 3. Нехай iмпульсне вiдображення 𝐼 : 𝑀 → 𝑀 ′ є неперервним.
Тодi рiвномiрний атрактор Θ iмпульсного напiвпотоку, породженого за-
дачею (8)–(10), є стiйким в тому сенсi, що

𝐷+(Θ ∖𝑀) ⊂ Θ ∖𝑀. (25)
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Доведення.
Нехай 𝜉 ∈ Θ ∖𝑀 . Якщо 𝜉 = 0, то 𝐺(𝑡, 0) = 0 ∈ Θ ∀𝑡 ≥ 0. Iнакше в силу

(11)

𝜉 =

𝑝∑︁
𝑖=1

(︂
𝑐𝑖
𝑑𝑖

)︂
𝜓𝑖, де

𝑝∑︁
𝑖=1

{𝜆𝑖𝑐2𝑖 + 𝑑2𝑖 } ∈ (𝑎2, 𝑎2(1 + 𝜇)2]. (26)

Враховуючи (14), маємо

∀𝑡 ≥ 0 𝑙2𝑝(𝑉 (𝑡, 𝜉)) ∈ (𝑎2, 𝑎2(1 + 𝜇)2]. (27)

Крiм того, оскiльки для 𝜉 =

(︂
𝑢0
𝑣0

)︂
маємо

(𝑢0, 𝜓𝑖) = (𝑣0, 𝜓𝑖) = 0 ∀ 𝑖 ≥ 𝑝+ 1,

то в силу (12) для 𝑉 (𝑡, 𝜉) =

(︂
𝑢(𝑡)
𝑣(𝑡)

)︂
маємо

(𝑢(𝑡), 𝜓𝑖) = (𝑣(𝑡), 𝜓𝑖) = 0 ∀ 𝑡 ≥ 0 ∀ 𝑖 ≥ 𝑝+ 1.

Це означає, що
∀ 𝑡 ≥ 0 𝐺(𝑡,Θ ∖𝑀) ⊂ Θ ∖𝑀 (28)

Доведемо рiвнiсть
Θ = Θ ∖𝑀 (29)

В силу замкненостi Θ маємо вкладення Θ ∖𝑀 ⊂ Θ. Тепер нехай 𝜉 ∈ Θ∩𝑀 .
В силу (11)

𝜉 =

𝑝∑︁
𝑖=1

(︂
𝑐𝑖
𝑑𝑖

)︂
𝜓𝑖, де

𝑝∑︁
𝑖=1

{𝜆𝑖𝑐2𝑖 + 𝑑2𝑖 } = 𝑎2. (30)

Розглядаючи послiдовнiсть

𝜉𝑛 =

𝑝∑︁
𝑖=1

(︂
𝑐𝑖 + 1/𝑛
𝑑𝑖 + 1/𝑛

)︂
𝜓𝑖, де

𝑝∑︁
𝑖=1

{𝜆𝑖𝑐2𝑖 + 𝑑2𝑖 } = 𝑎2, (31)

маємо, що 𝜉𝑛 ∈ Θ i ‖𝜉𝑛 − 𝜉‖𝐸 → 0. Звiдси 𝜉 ∈ Θ ∖𝑀 i шукана рiвнiсть
доведена.

Тепер для того, щоб довести (25), достатньо довести вкладення

𝐷+(Θ ∖𝑀) ⊂ Θ. (32)

Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай для деяких 𝜉𝑛 → 𝜉 ∈ Θ ∖𝑀 та
𝜏𝑛 ≥ 0 виконується

𝑧𝑛 = 𝐺(𝜏𝑛, 𝜉𝑛) → 𝑧 /∈ Θ. (33)
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Якщо 𝜏𝑛 → ∞, то в силу (5) i асимптотичної компактностi напiвпотоку
𝐺 послiдовнiсть {𝑧𝑛} має принаймнi одну граничну точку i всi її граничнi
точки належать Θ, тобто маємо протирiччя з (33).

Тодi можемо вважати, що 𝜏𝑛 → 𝜏 ≥ 0.
Оскiльки 𝜉 ∈ Θ∖𝑀 , то 𝑙𝑝(𝜉) > 𝑎, 𝑙𝑝(𝜉𝑛) > 𝑎. Тодi в силу умови монотон-

ностi (14) виводимо, що iснують 𝑠(𝑛)0 та 𝑠0 - моменти першого попадання
траєкторiй 𝑉 (·, 𝜉𝑛) та 𝑉 (·, 𝜉) на множину 𝑀 i при цьому 𝑠0 > 0. Крiм того,
в силу оцiнки (21) можемо вважати, що по пiдпослiдовностi 𝑠(𝑛)0 → 𝑠0.

Якщо 𝜏 < 𝑠0, то 𝜏𝑛 < 𝑠
(𝑛)
0 , отже, в силу (28)

𝑧𝑛 = 𝑉 (𝜏𝑛, 𝜉𝑛) → 𝑉 (𝜏, 𝜉) = 𝐺(𝜏, 𝜉) ∈ Θ ∖𝑀 ⇒ протирiччя з (33).

Якщо 𝜏 = 𝑠0 i 𝜏𝑛 < 𝑠𝑛0 , то

𝑧𝑛 = 𝑉 (𝜏𝑛, 𝜉𝑛) → 𝑉 (𝜏, 𝜉) = 𝑉 (𝑠0, 𝜉) ∈𝑀.

Оскiльки для 𝜂𝑛 ↘ 0 𝜏 − 𝜂𝑛 < 𝑠0, то з одного боку

𝑉 (𝜏 − 𝜂𝑛, 𝜉) → 𝑉 (𝜏, 𝜉),

а з iншого,
𝑉 (𝜏 − 𝜂𝑛, 𝜉) = 𝐺(𝜏 − 𝜂𝑛, 𝜉) ∈ Θ ∖𝑀.

Звiдси, 𝑧 = 𝑉 (𝜏, 𝜉) ∈ Θ ∖𝑀 ⊂ Θ ⇒ протирiччя з (33).
Якщо 𝜏 = 𝑠0 i 𝜏𝑛 ≥ 𝑠𝑛0 , то 𝜏𝑛 = 𝑠𝑛0 + 𝛼𝑛, 𝛼𝑛 → 0 + . Нехай 𝑧

(𝑛)+
1 =

𝐼𝑉 (𝑠
(𝑛)
0 , 𝜉𝑛). В силу умов неперервностi iмпульсного вiдображення 𝐼 маємо

𝑧
(𝑛)+
1 → 𝐼𝑉 (𝑠0, 𝜉) = 𝑧+1 .

Oтже,

𝑧𝑛 = 𝑉 (𝛼𝑛, 𝑧
(𝑛)+
1 ) → 𝑧+1 = 𝐺(𝑠0, 𝜉) ∈ Θ ∖𝑀 ⇒ протирiччя з (33).

Нехай 𝜏 > 𝑠0. Тодi 𝜏𝑛 > 𝑠
(𝑛)
0 . Оскiльки 𝑧

(𝑛)+
1 , 𝑧+1 ∈ 𝐼𝑀 , то 𝑙𝑝(𝑧

(𝑛)+
1 ) =

𝑙𝑝(𝑧
+
1 ) = 𝑎(1 + 𝜇) > 𝑎. Отже, iснують 𝑠(𝑛)1 та 𝑠1 - моменти першого попада-

ння траєкторiй 𝑉 (·, 𝑧(𝑛)+1 ) та 𝑉 (·, 𝑧+1 ) на множину𝑀 , причому по пiдпослi-
довностi 𝑠(𝑛)1 → 𝑠1 > 0. Користуючись формулою (2), можемо повторити
попереднi мiркування для 𝑠0 < 𝜏 ≤ 𝑠0+𝑠1 i т.д. i кожного разу одержувати
протирiччя з (33). Отже,

𝐷+(Θ ∖𝑀) ⊂ Θ = Θ ∖𝑀

i теорема доведена.
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3. Висновки

У роботi дослiджується якiсна поведiнка iмпульсного напiвпотоку, по-
родженого хвильовим рiвнянням, розв’язки якої зазнають iмпульсного збу-
рення при досягненнi фiксованої iмпульсної пiдмножини в фазовому про-
сторi. Для широких класiв iмпульсних вiдображень доведено iснування та
встановлено явний вигляд рiвномiрного атрактору. За додаткової умови
неперервностi iмпульсного вiдображення доведено теорему про стiйкiсть
неiмпульсної частини рiвномiрного атрактора.
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Капустян А. В., Капустян Е.А., Перегуда О. В., Романюк И. В.
Устойчивость равномерного аттрактора для эволюционного уравнения вто-
рого порядка с разрывными траекториями

Резюме

Работа посвящена исследованию качественного поведения решений волнового уравне-
ния, траектории которого испытывают импульсное возмущение при достижении фик-
сированного (импульсного) подмножества в фазовом пространстве. Пользуясь общей
схемой построения бесконечномерной импульсной динамической системы и используя
понятие равномерного аттрактора — минимального компактного равномерно притяги-
вающего множества, получен результат о существовании и явном виде равномерного
аттрактора для импульсной динамической системы, порожденной волновым уравнени-
ем. Траектории такой системы могут иметь бесконечное количество импульсных точек
при встрече с импульсным подмножеством фазового пространства. Таким образом рав-
номерный аттрактор может иметь непустое пересечение с импульсным множеством и
как результат не обладать свойством устойчивости. Однако благодаря дополнительным
условиям на импульсные параметры задачи в данной работе удалось доказать свойство
устойчивости для не импульсной части равномерного аттрактора.
Ключевые слова: импульсная динамическая система, устойчивость, импульсное воз-
мущение, равномерный аттрактор, волновое уравнение.

Kapustyan O. V., Kapustian O. A., Pereguda O. V., Romaniuk I. V.
Stability of a uniform attractor for a second-order evolution equation with
discontinuous trajectories

Summary

The work is devoted to the study of the qualitative behavior of solutions of the wave equa-
tion, whose trajectories have impulsive perturbations in moments when they reach a fixed
(impulsive) subset of the phase space. Using the general constructing scheme of the infinite-
dimensional impulsive dynamical system and using the concept of a uniform attractor — a
minimal compact uniformly attracting set, we obtained the result about the existence and the
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explicit form of a uniform attractor for the corresponding impulsive dynamical system. Tra-
jectories of such system can have an infinite number of impulsive points when they encounter
an impulsive subset of the phase space. Thus, a uniform attractor may have a non-empty
intersection with the impulsive set and, as a result, may not have the stability property.
However, due to the additional conditions on the impulsive parameters of the problem, we
managed to prove the stability property for the non-impulsive part of the uniform attractor.
Key words: impulsive dynamical system, stability, impulsive perturbation, uniform attractor,
wave equation.

References

1. Samoilenko A. M., Perestyuk M. O. (1987). Dyfferentsyalnie uravnenyia s ympulsnim
vozdeistvyem [Differential equations with impulsive action]. Kyiv: Vyshcha shkola, 287 p.

2. Lakshmikantham V., Bainov D. D., Simeonov P. S. (1989). Theory of impulsive di-
fferential equitations. Singapore: World Scientific, 288 p.

3. Samoilenko A. M., Perestyuk N. A. (1995). Impulsive differential equitations . Singapore:
World Scientific, 462 p.

4. Akhmet M. (2010). Principles of Discontinuous Dynamical Systems. New York: Springer,
176 p.

5. Kaul S. K. (1994). Stability and asymptotic stability in impulsive semidynamical systems.
J Appl Math Stoch Anal, Vol. 7, № 4, P. 509–523.

6. Pavlidis T. (1996). Stability of a class of discontinuous dynamical systems. Information
and control, Vol. 9, P. 298–322.

7. Ciesielski K. (2004). On stability in impulsive dynamical systems. Bulletin Polish Acad.
Sci. Math., Vol. 52, P. 81–91.

8. Bonotto E. M. (2007). Flows of characteristic 0+ in impulsive semidynamical systems.
J Math Anal Appl, Vol. 332, P. 81–96.

9. Temam R. (1988). Infinite-dimensional dynamical systems in mechanics and physics.
New York: Springer, 500 p.

10. Chepyzhov V. V., Vishik M. I. (2002). Attractors for Equations of Mathematical Physics.
Rhode Island: American Mathematical Society, 324 p.

11. Perestyuk M. O., (2012). Long-time behavior of evolution inclusion with non-damped
impulsive effects. Memoirs Diff eq and Math phys, Vol. 56, P. 89–113.

12. Perestyuk M. O., Kapustyan O. V. (2016). Global attractors of impulsive infinite-
dimensional systems. UMJ, Vol. 68, № 4, P. 517–528.

13. Dashkovskiy S., Feketa P., Kapustyan O. V., Romaniuk I. V. (2018). Invariance and
stability of global attractors for multi-valued impulsive dynamical systems. Vol. 458,
P. 193–218.

14. Bonotto E. M, Bortolan M. C., Carvalho A. N., Czaja R. (2015). Global attractors for
impulsive dynamical systems — a precompact approach. J Diff Eq, Vol. 259, P. 2602–2625.

15. Bonotto E. M, Bortolan M. C., Collegari R. , Czaja R. (2016). Semicontinuity of
attractors for impulsive dynamical systems. J Diff Eq, Vol. 261, № 1, P. 4338–436.

16. Kapustyan O. V., Perestyuk M. O., Romaniuk I. V. (2018). Stability of global attractors
of impulsive infinite-dimensional systems. UMJ, Vol. 70, №1, P. 30–41.

17. Kapustyan O. V., Pereguda O. V., Romaniuk I. V. (2018) Stability of uniform attractors
for one class of impulsive parabolic systems. RMM, Vol. 23, № 2(32), P. 35–44.



44 Капустян О. В., Капустян О. А., Перегуда О. В., Романюк I. В.

18. Kapustyan O. V., Romaniuk I. V (2019) Global attractors of an impulsive dynamical
system generated by the wave equation. J Math Sci, Vol. 236, № 3, P. 300-311.
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