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Вступ. Одною з важливих проблем теорiї звичайних диференцiальних рiв-
нянь є проблема зведення системи, що дослiджується, до бiльш простого вигля-
ду. У випадку лiнiйноi системи диференцiальних рiвнянь це може бути задача
зведення даної системи до системи зi сталими коефiцiєнтами (проблема звiдно-
стi), або до системи з трикутною, зокрема, дiагональною матрицею коефiцiєнтiв,
жордановою матрицею коєфiцiєнтiв тощо. Особливий iнтерес являють системи
з перiодичними коефiцiєнтами [1,2]. Якщо в коефiцiєнтах такої системи коливнi
доданки в певному сенсi малi порiвняно з неколивними, то природно розглянути
задачу при пiвищення мализни коливних доданкiв [3]. В данiй працi ця задача
розглядається для лiнiйної однорiдної системи диференцiальних рiвнянь, коефi-
цiєнти якої мають вигляд 𝑓(𝑡, 𝜃)𝜇(𝜃), де 𝑓(𝑡, 𝜃) – 2𝜋-перiодична по 𝜃 i в певному
розумiннi повiльно змiнна вiдносно 𝑡, а 𝜇(𝜃) – неперервна мала функцiя змiнної
𝜃.

Позначення. Нехай

𝐺 = {𝑡, 𝜀 : 𝑡 ∈ [𝑡0,+∞), 𝜀 ∈ (0, 𝜀0), 𝜀0 ∈ R+}.

Означення. Скажемо, що функцiя 𝑓(𝑡, 𝜀) належить до класу 𝑆(𝑚), 𝑚 ∈
N ∪ {0}, якщо:

1) 𝑓 : 𝐺→ C,
2) 𝑓(𝑡, 𝜀) ∈ 𝐶𝑚(𝐺) за 𝑡,
3) 𝑑𝑘𝑓(𝑡, 𝜀)/𝑑𝑡𝑘 = 𝜀𝑘𝑓𝑘(𝑡, 𝜀) (0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚),

‖𝑓‖𝑆(𝑚)
𝑑𝑒𝑓
=

𝑚∑︁
𝑘=0

sup
𝐺

|𝑓𝑘(𝑡, 𝜀)| < +∞.

Пiд повiльно змiнною функцiєю розумiємо функцiю з класу 𝑆(𝑚).

Основнi результати
1. Постановка задачi. Розглядається наступна система диферецiальних

рiвнянь:
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

(︃
𝐴0(𝑡, 𝜀) +

𝑟∑︁
𝑠=1

𝐴𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀))(𝜇(𝜃(𝑡, 𝜀)))
𝑠

)︃
𝑥, (1)
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𝑥 = colon(x1, ..., xn), 𝐴0(𝑡, 𝜀) – (𝑁×𝑁)-матриця, елементи якої належать до класу
𝑆(𝑚). Функцiя 𝜃(𝑡, 𝜀) має вигляд:

𝜃(𝑡, 𝜀) =

𝑡∫︁
𝑡0

𝜙(𝜏, 𝜀)𝑑𝜏, (2)

𝜙 ∈ R+, 𝜙(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚), inf
𝐺
𝜙(𝑡, 𝜀) = 𝜙0 > 0. Елементи матриць 𝐴𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃) належать

до класу 𝑆(𝑚) вiдносно 𝑡, 𝜀, неперервнi та 2𝜋-перiодичнi за 𝜃 ∈ [0,+∞). Функцiя
𝜇(𝜃) неперервна на [0,+∞).

При малiй функцiї 𝜇(𝜃) система (1) близька до системи з повiльно змiнними
коефiцiєнтами:

𝑑𝑥0
𝑑𝑡

= 𝐴0(𝑡, 𝜀)𝑥0. (3)

Доданки, що залежать вiд 𝜃, в системi (1) мають порядок 𝑂(𝜇). Вивчається за-
дача про зведення системи (1) до такого вигляду, де доданки, що залежать вiд 𝜃,
мають порядок або 𝑂(𝜇𝑟+1) або 𝑂(𝜀). Якщо параметр 𝜀 достатньо малий, то пе-
ретворена система буде ближчою до системи з повiльно змiнними коефiцiєнтами,
нiж система (1).

У роботах [4,5] аналогiчна задача розглядалася для випадку перiодичних за 𝑡
(тобто 𝜃(𝑡) = 𝑡) матриць 𝐴𝑠, сталої матрицi 𝐴0 та функцiї 𝜇(𝑡) експоненцiального
або степеневого типу.

У випадку, коли елементи матриць 𝐴𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃) зображуванi абсолютно та рiв-
номiрно збiжними рядами Фур’є вигляду

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)), (4)

де 𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚), а 𝜇(𝜃) = 𝜇* = const, вiдповiдна задача розглядалася автором
у роботах [6,7]. У цьому випадку було показано, що елементи перетворюючої
матрицi також зображуванi у виглядi рядiв (4).

У данiй роботi функцiя 𝜇(𝜃) є довiльною неперервною функцiєю.
2. Основний результат.
Tеорема. Нехай система (1) задовольняє наступнi умови:
1) власнi значення 𝜆𝑗(𝑡, 𝜀) (𝑗 = 1, 𝑁) матрицi 𝐴0(𝑡, 𝜀) такi, що

𝜆𝑗(𝑡, 𝜀)− 𝜆𝑘(𝑡, 𝜀) = 𝑖𝑛𝑗𝑘𝜙(𝑡, 𝜀), 𝑛𝑗𝑘 ∈ Z,

де функцiю 𝜙(𝑡, 𝜀) визначено умовою (2);
2) iснує матриця 𝐿(𝑡, 𝜀), елементи якої належать до класу 𝑆(𝑚), така, що

inf
𝐺

|det𝐿(𝑡, 𝜀)| > 0, и

𝐿−1(𝑡, 𝜀)𝐴0(𝑡, 𝜀)𝐿(𝑡, 𝜀) = Λ(𝑡, 𝜀) = diag[𝜆1(t, 𝜀), ..., 𝜆N(t, 𝜀)];

3) функцiя 𝜇(𝜃) така, що

𝜇(𝜃) ∈ R, sup
[0,+∞)

𝜇(𝜃) ≤ 𝜇0 < + ∞,

+∞∫︁
0

𝜇𝑘(𝜃)𝑑𝜃 ≤ 𝜇0 < + ∞ (𝑘 = 1.𝑟).
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Тодi для достатньо малих значень 𝜇0 iснує перетворення вигляду

𝑥 = Φ(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀))𝑦, (5)

де елементи матрицi Φ(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) обмеженi на 𝐺 × [𝑡0,+∞), що приводить
систему (1) до вигляду:

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (Λ(𝑡, 𝜀) + 𝜀𝑉 (𝑡, 𝜀, 𝜃) +𝑊 (𝑡, 𝜀, 𝜃)) 𝑦, (6)

де елементи матриць 𝑉 (𝑡, 𝜀, 𝜃) та 𝑊 (𝑡, 𝜀, 𝜃) обмеженi при 𝐺×[𝑡0,+∞), причому
елементи матрицi 𝑊 (𝑡, 𝜀, 𝜃) мають порядок 𝜇𝑟+1

0 .
Доведення. Здiйснивши в системi (1) пiдстановку

𝑥 = 𝐿(𝑡, 𝜀)𝑥(1), (7)

де 𝑥(1) – новий невiдомий 𝑁 -вимiрний вектор, зведемо систему (1) до вигляду:

𝑑𝑥(1)

𝑑𝑡
=

(︃
Λ(𝑡, 𝜀) + 𝜀𝐻(𝑡, 𝜀) +

𝑟∑︁
𝑠=1

𝐵𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)(𝜇(𝜃))
𝑠

)︃
𝑥(1), (8)

де

𝐻(𝑡, 𝜀) = −1

𝜀
𝐿−1(𝑡, 𝜀)

𝑑𝐿(𝑡, 𝜀)

𝑑𝑡
, 𝐵𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃) = 𝐿−1(𝑡, 𝜀)𝐴𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝐿(𝑡, 𝜀). (9)

Елементи матрицi 𝐻(𝑡, 𝜀) належать до класу 𝑆(𝑚− 1).
Перетворення, яке приводить систему (8) до вигляду (6), будемо шукати у

виглядi:
𝑑𝑥(1)

𝑑𝑡
=

(︃
𝐸 +

𝑟∑︁
𝑠+1

𝑄𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︃
𝑦, (10)

де матрицi 𝑄𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃) (𝑠 = 1, 𝑟) визначаються з наступного ланцюжка диференцi-
альних рiвнянь:

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝜕𝑄1

𝜕𝜃
= Λ(𝑡, 𝜀)𝑄1 −𝑄1Λ(𝑡, 𝜀) +𝐵1(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇(𝜃), (11)

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝜕𝑄2

𝜕𝜃
= Λ(𝑡, 𝜀)𝑄2−𝑄2Λ(𝑡, 𝜀)+𝐵2(𝑡, 𝜀, 𝜃)(𝜇(𝜃))

2+𝐵1(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑄1𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇(𝜃), (12)

...

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝜕𝑄𝑟
𝜕𝜃

= Λ(𝑡, 𝜀)𝑄𝑟 −𝑄𝑟Λ(𝑡, 𝜀) +𝐵𝑟(𝑡, 𝜀, 𝜃)(𝜇(𝜃))
𝑟+

+

𝑟−1∑︁
𝑠=1

𝐵𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑄𝑟−𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)(𝜇(𝜃))
𝑠. (13)

Матрицi 𝑉 (𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑊 (𝑡, 𝜀, 𝜃) визначимо з рiвнянь:(︃
𝐸 +

𝑟∑︁
𝑠=1

𝑄𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︃
𝑉 = 𝐻(𝑡, 𝜀)

(︃
𝐸 +

𝑟∑︁
𝑠=1

𝑄𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︃
− 1

𝜀

𝑟∑︁
𝑠=1

𝜕𝑄𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)

𝑑𝑡
, (14)
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𝐸 +

𝑟∑︁
𝑠=1

𝑄𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︃
𝑊 =

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑟∑︁
𝑠=𝑗

𝐵𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑄𝑟+𝑗−𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)(𝜇(𝜃))
𝑠. (15)

Розглянемо рiвняння (11). Нехай 𝑄𝑠 = (𝑞
(𝑠)
𝑗𝑘 )𝑗,𝑘=1,𝑁 , 𝐵𝑠 = (𝑏

(𝑠)
𝑗𝑘 )𝑗,𝑘=1,𝑁 ,

𝑠 = 1, 𝑟. Тодi з урахуванням умови 1) теореми, рiвняння (11) еквiвалентно суку-
пностi скалярних рiвнянь:

𝜕𝑞
(1)
𝑗𝑘

𝜕𝜃
= 𝑖𝑛𝑗𝑘𝑞

(1)
𝑗𝑘 +

1

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝜇(𝜃)𝑏

(1)
𝑗𝑘 (𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁. (16)

Для кожного з рiвнянь (16) розглянемо такий його розв’язок:

𝑞
(1)
𝑗𝑘 (𝑡, 𝜀, 𝜃) =

1

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝑗𝑘𝜃

𝜃∫︁
0

𝜇(𝜗)𝑏
(1)
𝑗𝑘 (𝑡, 𝜀, 𝜗)𝑒

−𝑖𝑛𝑗𝑘𝜗𝑑𝜗, (𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁). (17)

З того, що елементи матриць 𝐴𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃) в системi (1) належать до класу 𝑆(𝑚)
вiдносно 𝑡, 𝜀, i неперервнi та 2𝜋-перiодичнi за 𝜃 ∈ [0,+∞), i з рiвностi (9) випливає,
що аналогiчнi властивостi мають i елементи матриць 𝐵𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃), отже

sup
𝐺×[0,+∞)

|𝑏(1)𝑗𝑘 (𝑡, 𝜀, 𝜃)| = 𝑐
(1)
𝑗𝑘 < +∞, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁.

З (17) та умови 3) теореми тодi маємо:

sup
𝐺×[0,+∞)

⃒⃒
𝑞
(1)
𝑗𝑘 (𝑡, 𝜀, 𝜃)

⃒⃒
≤ 1

𝜙0
𝜇0 𝑐

(1)
𝑗𝑘 , 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁. (18)

Тепер розглянемо рiвняння (12), i вiзьмемо такий його розв’язок:

𝑞
(2)
𝑗𝑘 (𝑡, 𝜀, 𝜃) =

=
1

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝑗𝑘𝜃

𝜃∫︁
0

(︃
𝜇(𝜗)2𝑏

(2)
𝑗𝑘 (𝑡, 𝜀, 𝜗) + 𝜇(𝜗)

𝑁∑︁
𝑙=1

𝑏
(1)
𝑗𝑙 (𝑡, 𝜀, 𝜗)𝑞

(1)
𝑙𝑘 (𝑡, 𝜀, 𝜗)

)︃
𝑒−𝑖𝑛𝑗𝑘𝜗𝑑𝜗,

𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁.

Маємо, аналогiчно попередньому:

sup
𝐺×[0,+∞)

⃒⃒
𝑏
(2)
𝑗𝑘 (𝑡, 𝜀, 𝜃)

⃒⃒
= 𝑐

(2)
𝑗𝑘 < +∞, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁.

Тодi

sup
𝐺×[0,+∞)

⃒⃒
𝑞
(2)
𝑗𝑘 (𝑡, 𝜀, 𝜃)

⃒⃒
≤ 𝜇2

0

𝜙0
𝑐
(2)
𝑗𝑘 +

𝜇2
0

𝜙2
0

𝑁∑︁
𝑙=1

𝑐
(1)
𝑗𝑙 𝑐

(1)
𝑙𝑘 , 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁

тобто 𝑞(2)𝑗𝑘 обмеженi при 𝑡 ∈ 𝐺× [0,+∞).
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I нарештi для 𝑞(𝑟)𝑗𝑘 (𝑡, 𝜀, 𝜃) визначимо:

𝑞
(𝑟)
𝑗𝑘 (𝑡, 𝜀, 𝜃) =

1

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝑗𝑘𝜃×

×
𝜃∫︁

0

(︃
(𝜇(𝜗))𝑟𝑏

(𝑟)
𝑗𝑘 (𝑡, 𝜀, 𝜗) +

𝑟−1∑︁
𝑠=1

(𝜇(𝜗))𝑠
𝑁∑︁
𝑙=1

𝑏
(𝑠)
𝑗𝑙 (𝑡, 𝜀, 𝜗)𝑞

(𝑟−𝑘)
𝑙𝑘 (𝑡, 𝜀, 𝜗)

)︃
𝑒−𝑖𝑛𝑗𝑘𝜗𝑑𝜗,

𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁.

Всi функцiї 𝑞(𝑠)𝑗𝑘 (𝑡, 𝜀, 𝜃) (𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁, 𝑠 = 1, 𝑟 − 1) обмеженi при 𝑡 ∈ 𝐺 ×
[𝑡0,+∞). Всi функцiї 𝑏(𝑠)𝑗𝑘 (𝑡, 𝜀, 𝜃) (𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁, 𝑠 = 1, 𝑟) також обмеженi при 𝑡 ∈
𝐺 × [𝑡0,+∞). Отже, умова 3) теореми гарантує iснування обмежених розв’язкiв
𝑞
(𝑟)
𝑗𝑘 (𝑡, 𝜀, 𝜃) (𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁), причому цi розв’язки мають порядок 𝜇𝑟0. А при малих
𝜇0 ця ж умова гарантує невиродженiсть перетворення (10). Матриця 𝑉 (𝑡, 𝜀, 𝜃)
однозначно визначається з рiвняння (14), а матриця 𝑊 (𝑡, 𝜀, 𝜃) однозначно ви-
значається з рiвняння (15), причому, як нескладно бачити, порядок елементiв
матрицi 𝑊 (𝑡, 𝜀, 𝜃) не нижче, нiж 𝜇𝑟+1

0 .
Теорему доведено.

Висновки. Доведено теорему про пiдвищення мализни швидких змiннiх в
лiнiйних системах диферецiальних рiвнянь.
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Резюме

Доказана теорема о повышении порядка малости быстрых переменных в линейных си-
стемах дифферециальных уравнений.
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On increasing the order of smallness of fast variables in linear differential
systems

Summary

A theorem on increasing the order of smallness of fast variables in linear systems of differential
equations are proved.
Key words: linear differential systems, linear transformation.
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