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УЗАГАЛЬНЕННЯ ТЕОРЕМИ О. Ф. ФIЛIППОВА

В статтi введено поняття диференцiального включення зi змiнною розмiрнiстю, яке
узагальнює звичайне диференцiальне включення та систему зi змiнною розмiрнiстю ди-
ференцiальних включень та обґрунтовано можливiсть їх використання при дослiдженнi
систем керування зi змiнною розмiрнiстю. Системи керування зi змiнною розмiрнiстю це
системи керування декiлькома об’єктами з послiдовним у часi режимом їх роботи. По-
чатковий стан кожного наступного об’єкта залежить вiд кiнцевого стану попереднього
об’єкту, що об’єднує їх в єдину систему змiнної розмiрностi. Передбачається, що ко-
жен об’єкт описується системою звичайних диференцiальних рiвнянь на iнтервалi його
дiї. При цьому довжини iнтервалiв заданi або невiдомi. Системи рiвнянь можуть мати
неоднакову розмiрнiсть, можуть також змiнюватися розмiрнiсть керуючої функцiї та
обмеження на її значення. В роботi дано означення розв’язку такого диференцiального
включення та наведено їх основнi властивостi: умови iснування розв’язку, компактнiсть
та опуклiсть перерiзу множини розв’язкiв, а також сформульовано та доведено аналог
теореми О. Ф. Фiлiппова.
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Вступ. На початку 60-х рокiв з’явився цикл робiт T. Wazewski [1, 2] i О.Ф.
Фiлiппова [3], в яких автори розглянули новий вид узагальнення диференцiаль-
ного рiвняння - диференцiальне включення

�̇� ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥), 𝑥(0) = 𝑥0, (1)

та встановили зв’язок диференцiальних включень з системами керування

�̇� = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝑥(0) = 𝑥0, (2)

де 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝐹 : 𝑅 × 𝑅𝑛 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛) – множинно-значне вiдображення, 𝑢 ∈ 𝑈 ∈
𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑘) – вектор керування, 𝑓 : 𝑅 × 𝑅𝑛 × 𝑅𝑘 → 𝑅𝑛. Очевидно, якщо 𝐹 (𝑡, 𝑥) ≡
{𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) : 𝑢 ∈ 𝑈}, то замiсть системи (2) можна розглядати систему (1). Так
само можна записати диференцiальне включення (1) у виглядi диференцiального
рiвняння, яке мiстить керування (2). При цьому важливу роль вiдiграє теорема
Б.М. Макарова [4]. Тобто дослiдження керовоної системи можливо проводити,
як у виглядi системи (2) так i у виглядi системи (1).

На теперiшнiй час теорiя диференцiальних включень досить добре сформу-
валася i продовжує iнтенсивно розвиватися. Так же як i в теорiї диференцiаль-
них рiвнянь були отриманi результати, пов’язанi з iснуванням, продовженням та
обмеженiстю розв’язку, неперервної залежностi вiд початкових умов i параметрiв
та iн. В той же час у диференцiального включення з кожної початкової точки
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виходить вже цiле сiмейство траєкторiй. Ця множинно-значнiсть породжує свої
специфiчнi питання, такi, як замкнутiсть, опуклiсть сiмейства розв’язкiв, iсну-
вання граничних розв’язкiв, видiлення розв’язкiв iз заданими властивостями та
багато iнших питань [5–7].

На практицi нерiдко виникають задачi керування декiлькома об’єктами з
послiдовним у часi режимом їх роботи. Початковий стан кожного наступного
об’єкта залежить вiд кiнцевого стану попереднього, що об’єднує їх в єдину си-
стему змiнної розмiрностi тому, що кожен об’єкт описується системою звичай-
них диференцiальних рiвнянь на iнтервалi його дiї, якi можуть мати неоднакову
розмiрнiсть. При цьому довжини iнтервалiв можуть бути заданi або невiдомi, а
також може змiнюватися розмiрнiсть функцiї керування i обмеження на її зна-
чення, тобто

1) якщо моменти часу змiни фазового простору фiксованi

�̇�𝑖 = 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥𝑖, 𝑢𝑖), 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0, ...,𝑚, (3)

𝑥0(0) = 𝑥0, 𝑥𝑖(𝜏𝑖) = 𝜑𝑖(𝑥𝑖−1(𝜏𝑖 − 0)), 𝑖 = 1, ...,𝑚, (4)

2) якщо моменти часу змiни фазового простору залежать вiд фазового ве-
ктору

�̇�𝑖 = 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥𝑖, 𝑢𝑖), 𝑡 ∈ [𝜏𝑖(𝑥𝑖−1), 𝜏𝑖+1(𝑥𝑖)), 𝑖 = 0, 1, ..., (5)

𝑥0(0) = 𝑥0, 𝑥𝑖(𝜏𝑖) = 𝜑𝑖(𝑥𝑖−1(𝜏𝑖 − 0)), 𝑖 = 1, 2, ..., (6)

де 𝑥𝑖(𝑡) ∈ 𝑅𝑛𝑖 , 𝑢𝑖(𝑡) ∈ 𝑈𝑖 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑘𝑖) – керування, 𝑓𝑖 : [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1)×𝑅𝑛𝑖 ×𝑅𝑘𝑖 → 𝑅𝑛𝑖 ,
𝜑𝑖 : 𝑅

𝑛𝑖−1 → 𝑅𝑛𝑖 , 𝜏0(𝑥−1) = 0.
Такi системи розглядаються в математичнiй теорiї оптимального керуван-

ня i мають рiзнi назви: задача оптимiзацiї зi змiною фазового простору - В.Г.
Болтянский [8], I.С. Максимова, В.М. Розова [9], ступеневi системи - В.О. Мє-
двєдев, В.М. Розова [10], В.М. Розова [11], Г.К. Захаров [12], Ш.Ф. Магеррамов,
К.Б. Мансiмов [13], системи зi змiнною структурою - М.С. Нiкольский [14, 15],
Т.А. Тадумадзе, Н.М. Авалiшвiлi [16], Г.Л. Харатiшвiлi [17], з поетапно змiн-
ною динамiкою - В.Р. Барсегян [18], Є.Л. Єрьомiн [19], складенi системи - В.В.
Велiченко, Л.Т. Ащепков [20], системи змiнної розмiрностi - О.Д. Кiчмаренко,
А.А. Плотнiков [21, 22]. У роботах В.Г. Гребеннiкова [23], О.М. Кирилова [24],
Є.Л. Єрьомiна [19] розглянуто застосування даних систем в економiцi, екологiї,
робототехнiцi, авiабудуваннi, електроенергетицi, технiчних i хiмiчних системах
тощо. Також до таких систем зводяться керованi процеси виникнення i розвитку
об’єктiв, диференцiйованих по моменту створення О.В.Романенко, О.В. Федосе-
єв [25], керованi гiбриднi системи P.I. Barton, Ch.K. Lee [26], W.M. Haddad, V.S.
Chellaboina, S.G. Nersesov [27].

Зрозумiло, що замiсть розгляду систем (3),(4) та (5),(6) можно розглядати
наступнi системи зi змiнною розмiрнiстю диференцiальних включень

�̇�𝑖 ∈ 𝐹𝑖(𝑡, 𝑥𝑖), 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0, ...,𝑚, (7)

𝑥0(0) = 𝑥0, 𝑥𝑖(𝜏𝑖) = 𝜑𝑖(𝑥𝑖−1(𝜏𝑖 − 0)), 𝑖 = 1, ...,𝑚, (8)

та
�̇�𝑖 ∈ 𝐹𝑖(𝑡, 𝑥𝑖), 𝑡 ∈ [𝜏𝑖(𝑥𝑖−1), 𝜏𝑖+1(𝑥𝑖)), 𝑖 = 0, 1, ..., (9)
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𝑥0(0) = 𝑥0, 𝑥𝑖(𝜏𝑖) = 𝜑𝑖(𝑥𝑖−1(𝜏𝑖 − 0)), 𝑖 = 1, 2, ..., (10)

де 𝐹𝑖(𝑡, 𝑥𝑖) ≡ {𝑓𝑖(𝑡, 𝑥𝑖, 𝑢𝑖) : 𝑢𝑖 ∈ 𝑈𝑖}. Систему (7),(8) було розглянуто в роботах
[28,29].

Далi зробимо деякi припущення та введемо необхiднi означення, що дасть
можливiсть розглянути новий тип диференцiальних включень - диференцiаль-
не включення зi змiнною розмiрнiстю, яке узагальнює звичайнi диференцiальнi
включеня та систему зi змiнною розмiрнiстю диференцiальних включень (7),(8).

Основнi результати. Нехай 𝜃 > 0 є довiльне дiйсне число. Позначимо
через Σ𝜃 множину функцiй 𝑛(·) : 𝑅+ → 𝑁 , якi вiдповiдають наступним умовам:

1) 𝑛(·) – кусково-сталi i кусково-неперервнi справа;
2) якщо 𝑛(𝑡− 0)− 𝑛(𝑡) ̸= 0, то 𝑛(𝜏)− 𝑛(𝑡) = 0 для всiх 𝜏 ∈ [𝑡, 𝑡+ 𝜃].

Вiзьмемо довiльну функцiю 𝑛(·) ∈ Σ𝜃.
Очевидна справедливiсть наступної леми.

Лема 1. Для будь якої функцiї 𝑛(·) ∈ Σ𝜃 пiввiсь 𝑅+ можна розбити не
бiльше нiж на злiчену кiлькiсть множин 𝐼𝑖 = [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1), 𝑖 = 0, 1, ... таких, що
𝑅+ =

⋃︀
𝑖 𝐼𝑖 та 𝐼𝑖

⋂︀
𝐼𝑗 = ∅, якщо 𝑖 ̸= 𝑗, де 𝑛(𝑡)− 𝑛(𝑡𝑖) = 0 для всiх 𝑡 ∈ 𝐼𝑖.

Вiзьмемо довiльну функцiю 𝑛(·) ∈ Σ𝜃. Позначимо через Φ𝑛 множину функцiй
𝜑(𝑡, 𝑥), якi вiдповiдають функцiї 𝑛(·) ∈ Σ𝜃 та таких, що

𝜑(𝑡, 𝑥) =

⎧⎨⎩ 𝑥, 𝑛(𝑡− 0) = 𝑛(𝑡),

𝜓𝑡(𝑥), 𝑛(𝑡− 0) ̸= 𝑛(𝑡),

де 𝜓𝑡 : 𝑅𝑛(𝑡−0) → 𝑅𝑛(𝑡) - неперервна функцiя.
Наприклад, 𝜓𝑡(𝑥) = 𝑀(𝑛(𝑡))𝑥, де 𝑀(𝑛(𝑡)) = (𝑚𝑖𝑗)

𝑛(𝑡),𝑛(𝑡−0)
𝑖=1,𝑗=1 матриця розмiр-

ностi 𝑛(𝑡) × 𝑛(𝑡 − 0), яка належить деякiй множинi 𝑀 = {(𝑚𝑖𝑗)
𝑘,𝑙
𝑖=1,𝑗=1}

∞,∞
𝑘=1,𝑙=1

матриць розмiрностей (𝑘 × 𝑙), 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑙 = 1, 2, ... .

Вiзьмемо довiльну функцiю 𝜑(·, ·) ∈ Φ𝑛.

Означення 1. Функцiю 𝑥(·, 𝑛, 𝜑) будемо називати функцiєю зi змiнною роз-
мiрнiстю, якщо 𝑥(𝑡, 𝑛, 𝜑) ∈ 𝑅𝑛(𝑡) для всiх 𝑡 ≥ 0 та 𝑥(𝑡, 𝑛, 𝜑) = 𝜑(𝑡, 𝑥(𝑡 − 0, 𝑛, 𝜑)
для всiх 𝑡 > 0.

Означення 2. Функцiя 𝑥(·, 𝑛, 𝜑) зi змiнною розмiрнiстю називається куско-
во-неперервною на iнтервалi (𝑡′, 𝑡′′) ⊂ 𝑅+, якщо вона неперервна в точках 𝑡 ∈
(𝑡′, 𝑡′′), де 𝑛(𝑡) − 𝑛(𝑡 − 0) = 0 та неперервна справа в точках 𝑡 ∈ (𝑡′, 𝑡′′), де
𝑛(𝑡)− 𝑛(𝑡− 0) ̸= 0.

Зауваження 1. Аналогiчно можна ввести означення вимiрностi, диферен-
цiйованостi, iнтегрованостi та лiпшицевостi функцiї 𝑥(·, 𝑛, 𝜑).

Означення 3. Множинно-значне вiдображення 𝐹 (·, 𝑛) будемо називати вiд-
ображенням зi змiнною розмiрнiстю, якщо має мiсце наступне включення 𝐹 (𝑡, 𝑛)
⊂ 𝑅𝑛(𝑡) для всiх 𝑡 ∈ 𝑅+.
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Означення 4. Множинно-значне вiдображення 𝐹 (·, 𝑛) зi змiнною розмiр-
нiстю називається кусково-неперервним на iнтервалi (𝑡′, 𝑡′′) ⊂ 𝑅+, якщо воно
неперервне в точках 𝑡 ∈ (𝑡′, 𝑡′′), де 𝑛(𝑡) − 𝑛(𝑡 − 0) = 0, та неперервне справа в
точках 𝑡 ∈ (𝑡′, 𝑡′′), де 𝑛(𝑡)− 𝑛(𝑡− 0) ̸= 0.

Тепер розглянемо наступне диференцiальне включення зi змiнною розмiрнi-
стю

�̇� ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛), 𝑥(0, 𝑛, 𝜑) = 𝑥0, (11)

де 𝑡 ∈ 𝑅+ – час; 𝑛(·) ∈ Σ𝜃; 𝜑(·, ·) ∈ Φ𝑛; 𝑥(𝑡, 𝑛, 𝜑) - фазовий вектор; 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛) : 𝑅+×
𝑅𝑛(𝑡) → 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛(𝑡)) - множинно-значне вiдображення зi змiнною розмiрнiстю,
𝑥0 ∈ 𝑅𝑛(0).

Зауваження 2. Якщо 𝑛(𝑡) ≡ 𝑛, то система (11) буде звичайним диферен-
цiальним включенням.

Припущення 1.Нехай функцiя 𝑛(·) обмежена сталою 𝑛 > 0 для всiх 𝑡 ≥ 0.

Зауваження 3. Припущення 1 не дає зростання розмiрностi на нескiнчен-
ностi до нескiнченностi (ця умова може бути не обов’язковою, якщо система
(11) розглядається на скiнченному промiжку.)

Позначимо через 𝑄𝑖 = { (𝑡, 𝑥) : 𝑡 ∈ 𝐼𝑖, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛(𝑡)}, де 𝐼𝑖 = [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1) вiдповiда-
ють лемi 1.

Означення 5. Кусково-неперервна функцiя 𝑥(·, 𝑛, 𝜑) називається розв’яз-
ком системи (11) на вiдрiзку [0, 𝑇 ], якщо

1) �̇�(𝑡, 𝑛, 𝜑) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑛, 𝜑), 𝑛) для майже всiх 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ),
2) 𝑥(0, 𝑛, 𝜑) = 𝑥0;
3) 𝑥(𝑡, 𝑛, 𝜑) = 𝜑(𝑡, 𝑥(𝑡− 0, 𝑛, 𝜑)) для всiх 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ].

Теорема 1. [30] Якщо для 𝜃 > 0 вiдображення 𝑛(·) ∈ Σ𝜃, 𝜑(·) ∈ Φ𝑛 та
виконуються умови:

a) 𝐹 (·, 𝑥, 𝑛) - кусково-неперервне по 𝑡 на 𝑅+;
b) 𝐹 (𝑡, ·, 𝑛) - лiпшицеве зi сталою 𝐿 по 𝑥 на 𝑄𝑖, 𝑖 = 0, 1, ...;
c) iснує така стала 𝐾 > 0, що ℎ𝑛(𝑡)(𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛), {0}𝑛(𝑡)) ≤ 𝐾 для всiх (𝑡, 𝑥) ∈

𝑄𝑖, 𝑖 = 0, 1, ..., де ℎ𝑛(𝑡)(𝐴,𝐵) – метрiка Хаусдорфа у просторi 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑅𝑛(𝑡)).
Тодi на деякому промiжку [0, 𝑇 ] система (11) має розв’язок 𝑥(·, 𝑛, 𝜑).

Зауваження 4. Очевидно, якщо на кожному промiжку 𝐼𝑖 = [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 =
0,𝑚, виконується умова 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛) ≡ 𝐹𝑖(𝑡, 𝑥), то розв’язок системи (11) на про-
мiжку [0, 𝑇 ] буде розв’язоком системи (7),(8) на промiжку [0, 𝑇 ] та навпаки.

Позначимо через 𝑋(𝑡, 𝑛, 𝜑) перерiз множини розв’язкiв системи (11) в момент
часу 𝑡 ≥ 0.

Теорема 2. [30] Якщо для 𝜃 > 0 i вiдображення 𝑛(·) ∈ Σ𝜃, 𝜑(·) ∈ Φ𝑛 та
a) 𝐹 (·, 𝑥, 𝑛) - кусково-неперервне по 𝑡 на [0, 𝑇 ];
b) 𝐹 (𝑡, ·, 𝑛) - лiпшицеве зi сталою 𝐿 по 𝑥 на 𝑄𝑖, 𝑖 = 0, 1, ...,𝑚;
c) iснує така стала 𝐾 > 0, що ℎ𝑛(𝑡)(𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛), {0}𝑛(𝑡)) ≤ 𝐾 для всiх (𝑡, 𝑥) ∈

𝑄𝑖, 𝑖 = 0, 1, ...,𝑚.

Тодi 𝑋(𝑡, 𝑛, 𝜑) ∈ 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑅𝑛(𝑡)) для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], де 𝑚 таке, що
𝑚⋃︀
𝑖=0

𝐼𝑖 = [0, 𝑇 ].
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Тепер сформулюємо i доведемо аналог теореми О.Ф. Фiлiппова.

Теорема 3. Якщо для 𝜃 > 0 i вiдображення 𝑛(·) ∈ Σ𝜃, 𝜑(·) ∈ Φ𝑛 та
a) 𝐹 (·, 𝑥, 𝑛) - кусково-неперервне по 𝑡 на [0, 𝑇 ];
b) 𝐹 (𝑡, ·, 𝑛) - лiпшицеве зi сталою 𝐿 по 𝑥 на 𝑄𝑖, 𝑖 = 0, 1, ...,𝑚;
c) iснує така стала 𝐾 > 0, що ℎ𝑛(𝑡)(𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑛), {0}𝑛(𝑡)) ≤ 𝐾 для всiх (𝑡, 𝑥) ∈

𝑄𝑖, 𝑖 = 0, 1, ...,𝑚.
d) iснує стала 𝜇 > 0 така, що для всiх 𝜏𝑖 та будь яких 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑄𝑖−1

‖𝜑(𝜏𝑖, 𝑥1)− 𝜑(𝜏𝑖, 𝑥2)‖𝑅𝑛(𝜏𝑖) ≤ 𝜇 ‖𝑥1 − 𝑥2‖𝑅𝑛(𝜏𝑖−0) ;

e) 𝑦(·, 𝑛, 𝜑) - кусково-неперервна функцiя на [0, 𝑇 ] така, що

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑛(𝑡)(�̇�(𝑡, 𝑛, 𝜑), 𝐹 (𝑡, 𝑦(𝑡, 𝑛, 𝜑), 𝑛)) ≤ 𝜌(𝑡)

майже для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], де 𝜌(·) – сумовна функцiя на [0, 𝑇 ], 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑛(𝑡)(𝑎,𝐵) =

min
𝑏∈𝐵

‖𝑎− 𝑏‖𝑅𝑛(𝑡) , 𝑎 ∈ 𝑅𝑛(𝑡), 𝐵 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛(𝑡)), ‖𝑎− 𝑏‖𝑅𝑛(𝑡) – евклiдова метрика у

просторi 𝑅𝑛(𝑡);
f) ‖𝑦(0, 𝑛, 𝜑)− 𝑥0‖𝑅𝑛(0) ≤ 𝛿.
Тодi iснує розв’язок системи (11) такий, що

‖𝑥(𝑡, 𝑛, 𝜑)− 𝑦(𝑡, 𝑛, 𝜑)‖𝑅𝑛(𝑡) ≤ 𝜆(𝑡)𝛿𝑒𝐿𝑡 + 𝜆(𝑡)𝑒(𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝐿(𝑡−𝑠)𝜌(𝑠)𝑑𝑠,

де 𝜆(𝑡) =

⎧⎨⎩ 1, 𝜇 ∈ (0, 1]

𝜇𝑖(𝑡), 𝜇 > 1
, 𝑒(𝑡) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜏1]

𝑒𝐿(𝑡−𝜏1), 𝑡 ∈ (𝜏1, 𝑇 ]
, 𝑖(𝑡) - кiлькiсть

точок 𝜏𝑖 на промiжку [0, 𝑡].

Доведення. Згiдно теореми 1 розв’язок системи (11) iснує на деякому про-
мiжку [0, 𝑇 ]. Тодi згiдно леми 1 iснує деяке 𝑚 ≥ 0 та 𝐼𝑖 = [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚,
якi задовольняють умовам леми 1. Тодi згiдно теореми О.Ф. Фiлiппова [5–7] на
кожному промiжку 𝐼𝑖 = [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚 маємо

‖𝑥(𝑡, 𝑛, 𝜑)− 𝑦(𝑡, 𝑛, 𝜑)‖𝑅𝑛(𝜏𝑖) ≤

≤ ‖𝑥(𝜏𝑖, 𝑛, 𝜑)− 𝑦(𝜏𝑖, 𝑛, 𝜑)‖𝑅𝑛(𝜏𝑖) 𝑒
𝐿(𝑡−𝜏𝑖) +

∫︁ 𝑡

𝜏𝑖

𝑒𝐿(𝑡−𝑠)𝜌(𝑠)𝑑𝑠,

для всiх 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1).
Оцiнимо ‖𝑥(𝜏1, 𝑛, 𝜑)− 𝑦(𝜏1, 𝑛, 𝜑)‖𝑅𝑛(𝜏1) .
Оскiльки для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝜏1)

‖𝑥(𝑡, 𝑛, 𝜑)− 𝑦(𝑡, 𝑛, 𝜑)‖𝑅𝑛(0) ≤ 𝛿𝑒𝐿𝑡 +

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝐿(𝑡−𝑠)𝜌(𝑠)𝑑𝑠,

то
‖𝑥(𝜏1, 𝑛, 𝜑)− 𝑦(𝜏1, 𝑛, 𝜑)‖𝑅𝑛(𝜏1) =

= ‖𝜑(𝜏1, 𝑥(𝜏1 − 0, 𝑛, 𝜑))− 𝜑(𝜏1, 𝑦(𝜏1 − 0, 𝑛, 𝜑))‖𝑅𝑛(𝜏1) ≤
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≤ 𝜇 ‖𝑥(𝜏1 − 0, 𝑛, 𝜑)− 𝑦(𝜏1 − 0, 𝑛, 𝜑)‖𝑅𝑛(0) ≤ 𝛿𝑒𝐿𝜏1 +

∫︁ 𝜏1

0

𝑒𝐿(𝜏1−𝑠)𝜌(𝑠)𝑑𝑠.

Тодi для всiх 𝑡 ∈ [𝜏1, 𝜏2) маємо:

‖𝑥(𝑡, 𝑛, 𝜑)− 𝑦(𝑡, 𝑛, 𝜑)‖𝑅𝑛(𝜏1) ≤

≤ 𝜇𝛿𝑒𝐿𝜏1𝑒𝐿(𝑡−𝜏1) + 𝜇𝑒𝐿(𝑡−𝜏1)
∫︁ 𝜏1

0

𝑒𝐿(𝜏1−𝑠)𝜌(𝑠)𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

𝜏1

𝑒𝐿(𝑡−𝑠)𝜌(𝑠)𝑑𝑠 ≤

≤ 𝜆(𝑡)𝛿𝑒𝐿𝑡 + 𝜆(𝑡)𝑒𝐿(𝑡−𝜏1)
(︂∫︁ 𝜏1

0

𝑒𝐿(𝜏1−𝑠)𝜌(𝑠)𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

𝜏1

𝑒𝐿(𝑡−𝑠)𝜌(𝑠)𝑑𝑠

)︂
=

= 𝜆(𝑡)𝛿𝑒𝐿𝑡 + 𝜆(𝑡)𝑒𝐿(𝑡−𝜏1)
∫︁ 𝑡

0

𝑒𝐿(𝑡−𝑠)𝜌(𝑠)𝑑𝑠.

Отже, для 𝑡 = 𝜏2 отримаємо

‖𝑥(𝜏2, 𝑛, 𝜑)− 𝑦(𝜏2, 𝑛, 𝜑)‖𝑅𝑛(𝜏2) =

= ‖𝜑(𝜏2, 𝑥(𝜏2 − 0, 𝑛, 𝜑))− 𝜑(𝜏2, 𝑦(𝜏2 − 0, 𝑛, 𝜑))‖𝑅𝑛(𝜏2) ≤
≤ 𝜇 ‖𝑥(𝜏2 − 0, 𝑛, 𝜑)− 𝑦(𝜏2 − 0, 𝑛, 𝜑)‖𝑅𝑛(𝜏1) ≤

≤ 𝜇𝜆(𝜏1)𝛿𝑒
𝐿𝜏2 + 𝜇𝜆(𝜏1)𝑒

𝐿(𝜏2−𝜏1)
∫︁ 𝜏2

0

𝑒𝐿(𝜏2−𝑠)𝜌(𝑠)𝑑𝑠 ≤

≤ 𝜆(𝜏2)𝛿𝑒
𝐿𝜏2 + 𝜆(𝜏2)𝑒

𝐿(𝜏2−𝜏1)
∫︁ 𝜏2

0

𝑒𝐿(𝜏2−𝑠)𝜌(𝑠)𝑑𝑠.

Тодi для всiх 𝑡 ∈ [𝜏2, 𝜏3) маємо:

‖𝑥(𝑡, 𝑛, 𝜑)− 𝑦(𝑡, 𝑛, 𝜑)‖𝑅𝑛(𝜏2) ≤

≤ 𝜆(𝑡)𝛿𝑒𝐿𝜏2𝑒𝐿(𝑡−𝜏2) + 𝜆(𝑡)𝑒𝐿(𝑡−𝜏2)𝑒𝐿(𝜏2−𝜏1)
∫︁ 𝜏2

0

𝑒𝐿(𝜏2−𝑠)𝜌(𝑠)𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

𝜏2

𝑒𝐿(𝑡−𝑠)𝜌(𝑠)𝑑𝑠 ≤

= 𝜆(𝑡)𝛿𝑒𝐿𝑡 + 𝜆(𝑡)𝑒𝐿(𝑡−𝜏1)
∫︁ 𝑡

0

𝑒𝐿(𝑡−𝑠)𝜌(𝑠)𝑑𝑠.

Далi, використовуючи метод математичної iндукцiї, одержимо, що для всiх
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]:

‖𝑥(𝑡, 𝑛, 𝜑)− 𝑦(𝑡, 𝑛, 𝜑)‖𝑅𝑛(𝑡) ≤ 𝜆(𝑡)𝛿𝑒𝐿𝑡 + 𝜆(𝑡)𝑒(𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝐿(𝑡−𝑠)𝜌(𝑠)𝑑𝑠.

Теорему доведено.

Зауваження 5. Якщо на промiжку [0, 𝑇 ] система (11) має постiйну роз-
мiрнiсть, то 𝜆(𝑡) = 𝑒(𝑡) = 1 i таким чином отримаємо оцiнку з теореми О.Ф.
Фiлiппова для звичайних диференцiальних включень.

Висновки. В статтi введено диференцiальне включення зi змiнною розмiр-
нiстю, яке узагальнює систему зi змiнною розмiрнiстю диференцiальних вклю-
чень (7),(8) та звичайне диференцiальне включення. Дано означення розв’язку
та наведено їх основнi властивостi: умови iснування розв’язку, компактнiсть та
опуклiсть перерiзу множини розв’язкiв, а також доведено аналог теореми О. Ф.
Фiлiппова.
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Плотников А. А.
Обобщение теоремы А. Ф. Филиппова

Резюме

В статье введено понятие дифференциального включения с переменной размерностью,
которое обобщает обычное дифференциальное включение и систему с переменной раз-
мерностью дифференциальных включений и обоснована возможность их использова-
ния при исследовании систем управления с переменной размерностью. Системы управ-
ления с переменной размерностью это системы управления несколькими объектами с
последовательным во времени режимом их работы. Исходное состояние каждого следу-
ющего объекта зависит от конечного состояния предыдущего объекта, что объединяет
их в единую систему переменного размерности. Предполагается, что каждый объект
описывается системой обыкновенных дифференциальных уравнений на интервале его
действия. При этом длины интервалов заданные или неизвестны. Системы уравнений
могут иметь неодинаковую размерность, могут также меняться размерность управляю-
щей функции и ограничения на ее значение. В работе дано определение развязку такого
дифференциального включения и приведены их основные свойства: условия существо-
вания решения, компактность и выпуклость сечения множества решений, а также сфор-
мулированы и доказано аналог теоремы А. Ф. Филиппова.
Ключевые слова: дифференциальное включение, существование, решение, переменная
размерность, управление .

Plotnikov A. A.
Generalization of Filippov’s theorem

Summary

The article introduces the concept of differential inclusion with variable dimension, that

generalizes the ordinary differential inclusion and system with variable dimension of differ-

ential inclusions, and the possibility of its use in the study of variable-dimensional control

systems is substantiated. Variable dimensional control systems are the systems for managing

of multiple objects with a consistent mode of operation. The initial state of each next object

depends on the final state of the previous object, that unites them into a single system of

variable dimension. It is assumed that each object is described by a system of ordinary

differential equations on the interval of its action. At the same time, intervals are given

or unknown. Equation systems may have different dimensions, and the dimension of the

control function and the limit on its value may also change. In the paper, the definition

of the solution of such differential inclusion and its main properties (the conditions for the

existence of the solution, the compactness and convexity of the section of the set of solutions)

are given, and also an analogue of Filippov’s theorem is proved.

Key words: differential inclusion, existence, solution, variable dimension, control.
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