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МIНIМАЛЬНА МАТРИЦЯ ПОКАЗНИКIВ

У роботi дослiджуються мiнiмальнi матрицi показникiв та мiнiмальнi ваговi функцiї
допустимого сагайдака. Знайдено обмеження для суми елементiв матрицi показникiв
з одиничним сагайдаком та обмеження для суми елементiв мiнiмальної матрицi пока-
зникiв з сагайдаком, який має петлю в кожнiй вершинi. Показано, що зменшення ваги
простого циклу сагайдака, може привести до збiльшення суми елементiв матрицi по-
казникiв з якої одержується сагайдак. Наведено приклад, що спростовує гiпотезу про
те, що для сагайдака з петлею в кожнiй вершинi вагова функцiя з вагою всiх простих
циклiв рiвною 2 є мiнiмальною. Доведено, що жорсткий сагайдак одержується з мiнi-
мальної матрицi показникiв.
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Вступ. Один iз аспектiв теорiї кiлець є вивчення властивостей кiлець за
допомогою теорiї графiв. Кожний черепичний порядок повнiстю визначається
своєю матрицею показникiв i дискретно нормованим кiльцем [1]. Багато власти-
востей таких кiлець повнiстю визначаються їх матрицями показникiв, зокрема,
сагайдаки таких кiлець [1]. Порiвняно недавно матрицi показникiв стали окремим
об’єктом вивчення. В [4] доводиться нежорсткiсть допустимого сагайдака, який
має хоча б одну петлю. В [5] розглядаються ваговi функцiї якi визначають допу-
стимi сагайдаки, з появою яких з’явилося бiльше можливостей для дослiдження
допустимих сагайдакiв. Опис деяких класiв жорстких сагайдакiв започаткова-
но в [6]. В [7] знайдено властивостi одиничних циклiв та одиничних сагайдакiв,
зокрема знайдено обмеження для елементiв матрицi показникiв одиничного са-
гайдака. В [8] дослiджуються цикли допустимих сагайдакiв.

Нехай ℰ=(𝛼𝑖𝑗) ∈ 𝑀𝑛(𝒵)(𝑀𝑛(𝒵) — це кiльце матриць 𝑛× 𝑛 з цiлими елемен-
тами).

Означення 1. [1] Матриця ℰ=(𝛼𝑖𝑗), для якої виконуються наступнi умо-
ви:

1) 𝛼𝑖𝑗 + 𝛼𝑗𝑘 > 𝛼𝑖𝑘 для всiх 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, . . ., 𝑛,
2) 𝛼𝑖𝑖 = 0 для всiх 𝑖 = 1, . . ., 𝑛,

називається матрицею показникiв.
Матриця показникiв, для якої виконується умова
3) 𝛼𝑖𝑗 + 𝛼𝑗𝑖 > 1 для всiх 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . ., 𝑛} (𝑖 ̸= 𝑗)
називається зведеною матрицею показникiв.
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Нехай ℰ = (𝛼𝑖𝑗) — зведена матриця показникiв. Введемо матрицi ℰ(1) =
(𝛽𝑖𝑗) = ℰ + 𝐸𝑛 ∈ 𝑀𝑛(Z), де 𝐸𝑛 — одинична матриця, та ℰ(2) = (𝛾𝑖𝑗) ∈ 𝑀𝑛(Z):
𝛾𝑖𝑗 = min

𝑘
{𝛽𝑖𝑘 + 𝛽𝑘𝑗}.

Означення 2. [1] Сагайдаком зведеної матрицi показникiв 𝑄 = 𝑄(ℰ) на-
зивається сагайдак, матриця сумiжностi якого задається формулою [𝑄] =
ℰ(2) − ℰ(1).

Теорема 1. [3] Якщо ℰ - зведена матриця показникiв, 𝑄 = 𝑄(ℰ) -сагайдак
матрицi показникiв, то матриця [𝑄] є (0, 1) - матрицею сумiжностi сильно
зв’язного сагайдака.

Означення 3. [1] Зведенi матрицi показникiв ℰ1 i ℰ2 називають еквiва-
лентними, якщо одну можна одержати з iншої за допомогою елементарних
перетворень двох типiв:

1. Вiдняти цiле число 𝑡 вiд елементiв 𝑖-го рядка i додати його до елементiв
𝑖-го стовпця.

2. Помiняти мiсцями два рядки i два стовпцi з такими ж номерами.

Означення 4. [1] Сагайдак 𝑄 називається допустимим, якщо icнує зведена
матриця показникiв ℰ, така що 𝑄(ℰ) = 𝑄.

Теорема 2. [3] Нехай 𝑄* - сильно зв’язний простий сагайдак з петлею в
кожнiй вершинi. Тодi 𝑄* - допустимий сагайдак.

Означення 5. [5] Сагайдак 𝑄 = (𝑉 𝑄,𝐴𝑄) називають зваженим, якщо
визначена функцiя 𝜔: 𝐴𝑄 → 𝑅 . Функцiю 𝜔 називають ваговою, а її значення
на стрiлцi – вагою стрiлки.

Сума ваг всiх стрiлок шляху називається вагою шляху.
Якщо ℰ - зведена матриця показникiв, 𝑄 = 𝑄(ℰ)-сагайдак матрицi показни-

кiв, то матриця [𝑄] є (0, 1) - матрицею сумiжностi сильно зв’язного сагайдака.

Теорема 3. [5] Сильно зв’язний сагайдак 𝑄 = (𝑉 𝑄,𝐴𝑄) допустимий тодi
й тiльки тодi, коли iснує вагова функцiя 𝜔 : 𝐴𝑄→ 𝑁 ∪Ø , яка задовольняє такi
умови:

1. Вага стрiлки з точки 𝑖 у точку 𝑗 менша за вагу шляху з точки 𝑖 у точку
𝑗 довжини 𝑙 ≥ 2.

2. Вага петлi в точцi 𝑖 менша за вагу будь-якого циклу, що проходить через
точку 𝑖, довжиною 𝑙 ≥ 2.

3. Вага будь-якого циклу бiльша або дорiвнює 1.
4. Вага петлi дорiвнює 1.
5. Через кожну точку без петлi проходить цикл довжиною 𝑙 ≥ 2, вага якого

дорiвнює 1.

Зауваження. Згiдно з умовами (4) та (5) через кожну точку допустимого
сагайдака проходить цикл ваги 1.

Означення 6. [5] Вагову функцiю, яка задовольняє всi умови теореми 3,
називатимемо допустимою ваговою функцiєю.
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За сагайдаком 𝑄 i допустимою ваговою функцiєю 𝜔 можна побудувати ма-
трицю показникiв ℰ = (𝛼𝑖𝑗) ∈ 𝑀𝑛(𝑍) таким чином: якщо сагайдак 𝑄 мiстить
стрiлку 𝜎𝑖𝑗 , то 𝛼𝑖𝑗 = 𝜔(𝜎𝑖𝑗), у протилежному випадку 𝛼𝑖𝑗 дорiвнює вазi найлег-
шого шляху iз вершини 𝑣𝑖 у вершину 𝑣𝑗 .

Означення 7. [6] Допустимий сагайдак 𝑄 називають жорстким, якщо
iснує з точнiстю до еквiвалентностi єдина зведена матриця показникiв ℰ така,
що 𝑄(ℰ) = 𝑄.

Твердження 1. [7] В допустимому сагайдаку 𝑄 = (𝑉 𝑄,𝐴𝑄) мiж вершинами
одиничного циклу не iснує iнших стрiлок окрiм стрiлок цього циклу.

Твердження 2. [7] Допустимий сагайдак 𝑄 не може мiстити двох стрiлок
𝜎𝑖𝑎 та 𝜎𝑗𝑎, де вершини 𝑖, 𝑗 належать одному одиничному циклу.

Твердження 3. [7] Допустимий сагайдак 𝑄 = (𝑉 𝑄,𝐴𝑄), не може мiстити
стрiлки 𝜎𝑎𝑖, 𝜎𝑎𝑗 , де вершини 𝑖, 𝑗 належать деякому одиничному циклу.

Означення 8. Сагайдак зведеної матрицi показникiв називається одини-
чним, якщо його цикли утворюють сильнозв’язний сагайдак.

Теорема 4. [8] Матрицю показникiв ℰ2 можна одержати з матрицi ℰ1 за
допомогою елементарних перетворень тодi i тiльки тодi, коли сагайдак 𝑄(ℰ1)
iзоморфний сагайдаку 𝑄(ℰ2) та вага циклiв сагайдака 𝑄(ℰ1) дорiвнює вазi вiдпо-
вiдних циклiв сагайдака 𝑄(ℰ2).

Основнi результати.

Означення 9. Для допустимого сагайдака 𝑄 виберемо матрицею показни-
кiв ℰ з мiнiмальною сумою елементiв, цю суму надалi будемо позначати 𝐹 (𝑄), а
таку матрицю будемо називати мiнiмальною матрицею показникiв для сагай-
дака 𝑄. Допустиму вагову функцiю, яка визначає матрицю ℰ, називатимемо
мiнiмальною ваговою функцiєю для сагайдака 𝑄.

Лема 1. Сума всiх попарних вiдстаней вершин зв’язного неорiєнтованого

простого графа 𝐺𝑛, 𝑛 ≥ 2 не перевищує 𝐶3
𝑛+1 = (𝑛+1)𝑛(𝑛−1)

6 , тобто
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1

𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑗)≤𝐶3
𝑛+1 =

(𝑛+1)𝑛(𝑛−1)
6 .

Доведення. Застосуємо метод математичної iндукцiї.

1. При 𝑛 = 2 є тiльки один зв’язний неорiєнтований графа 𝐺 з матрицею

сумiжностi [𝐺] =

⎛⎝ 0 1

1 0

⎞⎠ . В графа є тiльки одна пара вершин, тому

сума дорiвнює один: 1 ≤ 𝐶3
3 = 1 нерiвнiсть виконується.

2. Припустимо, що нерiвнiсть виконується при 𝑛 ≤ 𝑚, тобто
𝑚∑︀

𝑖,𝑗=1,𝑖<𝑗

𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑗)

≤ (𝑚+1)𝑚(𝑚−1)
6 (1)
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3. Доведемо, що нерiвнiсть виконується при 𝑛 = 𝑚 + 1, тобто для графа
𝐺𝑚+1. Знайдемо в графi вершину 𝑣0, пiсля видалення якої, вiн залишиться
зв’язним. Якщо граф мiстить цикли, то можна взяти довiльну вершину
цикла, якщо граф не мiстить циклiв, то граф є деревом, тому можна взя-
ти довiльний лист дерева. Оскiльки граф 𝐺 зв’язний, то вiдсортуємо всi
верщини у порядку зростання вiдстаней до 𝑣0. Нехай ми одержимо послiв-
довнiсть вершин 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚, тодi 𝑑(𝑣0, 𝑣𝑖) ≤ 𝑖, для довiльного 𝑖 ∈ 1, ...,𝑚.

Тому
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑑(𝑣0, 𝑣𝑖) ≤ 1 + 2 + ... + 𝑚 = 𝑚(𝑚+1)
2 .(2) Cума вiдстаней мiж вер-

шинами графа 𝐺𝑚+1 дорiвнює
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑑(𝑣0, 𝑣𝑖) +
𝑛𝑚∑︀
𝑖,𝑗=1

𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) З нерiвностей (1)

та (2) випливає, що
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑑(𝑣0, 𝑣𝑖) +
𝑛𝑚∑︀
𝑖,𝑗=1

𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) ≤ (𝑚+1)𝑚(𝑚−1)
6 + (𝑚+1)𝑚

2 =

(𝑚+2)(𝑚+1)𝑚
6 = 𝐶3

𝑚+2 Отже, за принципом математичноъ iндукцiї нерiв-
нiсть виконується для всiх натуральних 𝑛 ≥ 2.

Лему доведено.

Теорема 5. Сума елементiв зведеної матрицi показникiв з одиничним са-
гайдаком 𝑄 не перевищує 𝐶3

𝑛+1 = (𝑛+1)𝑛(𝑛−1)
6 .

Доведення. По сагайдаку 𝑄 побудуємо неорiєнтований граф 𝐺, який скла-
дається з тих же вершин, що й сагайдак 𝑄, i в якому двi вершини з’єднанi ребром,
якщо в сагайдаку𝑄 вони належать одному одиничному циклу. Оскiльки сагайдак
𝑄 одиничний, то граф 𝐺 зв’язний. Для графа 𝐺 пiд вiдстанню 𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) мiж двома
вершинами будемо розумiти кiлькiсть ребер у найкоротшому маршрутi. Нагада-
ємо, що в матрицi показникiв ℰ = ℰ(𝜔,𝑄) = (𝛼𝑖𝑗) 𝛼𝑖𝑗 дорiвнює вазi найлегшого
шляху iз вершини "𝑖"у вершину "𝑗 який може складатися з однiєї стрiлки. Анало-
гiчно 𝛼𝑗𝑖 дорiвнює вазi найлегшого шляху iз вершини "𝑗"у вершину "𝑖". Рiвнiсть
𝑑(𝑖, 𝑗) = 𝑘, означає, що в сагайдаку 𝑄 iснує шлях, який починається в верши-
нi "𝑖"проходить через вершину "𝑗"i повертається в вершину "𝑖 який проходить
по стрiлкам 𝑘 одинчних циклiв(можливо не по всiм стрiлкам), тому вага цього
щляху не перевищує 𝑘. Отже, 𝛼𝑖𝑗 + 𝛼𝑗𝑖 дорiвнює вазi найлегшого циклу, який
проходить через вершини "𝑖 "та "𝑗 не перевищує ваги одного з циклiв, який не

перевищує 𝑑(𝑖, 𝑗). Тому 𝛼𝑖𝑗 + 𝛼𝑗𝑖 ≤ 𝑑(𝑖, 𝑗), звiдси випливає, що
𝑚∑︀

𝑖,𝑗=1,𝑖<𝑗

(𝛼𝑖𝑗 + 𝛼𝑗𝑖)

≤
𝑚∑︀

𝑖,𝑗=1,𝑖<𝑗

𝑑(𝑖, 𝑗) ≤ 𝐶3
𝑛+1. Теорему доведено.

Лема 2. 𝐶2
𝑛 ≤ 𝐹 (𝑄)

Доведення. Нехай 𝑄 - допустимий сагайдак, 𝑄 = 𝑄(ℰ). Для зведеної ма-
трицi показникiв ℰ = (𝛼𝑖𝑗) ∈𝑀𝑛(𝑍): 𝛼𝑖𝑗 + 𝛼𝑗𝑖 ≥ 1 для всiх 𝑖 ̸= 𝑗. Оскiльки таких
пар елементiв матрицi показникiв, якi симетричнi вiдносно головної дiагоналi є
𝐶2
𝑛, то сума елементiв ℰ не менше нiж 𝐶2

𝑛 = 𝑛(𝑛−1)
2 . Отже, 𝐶2

𝑛 ≤ 𝐹 (𝑄). Лему
доведено.

Теорема 6. Для допустимого сагайдака 𝑄 = 𝑄(ℰ), який є простим циклом
(або без петель, або з петлею в кожнiй вершинi) сума елементiв ℰ дорiвнює
𝑝𝐶2

𝑛 , де 𝑝-вага циклу.
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Доведення. Розглянемо сагайдак𝑄 = (123 . . . 𝑛), з ваговою функцiєю 𝜔(𝜎12) =

𝜔(𝜎23 = ... = 𝜔(𝜎𝑛−1,𝑛)) = 0, 𝜔(𝜎𝑛,1) = 𝑝. 𝑐 = (𝛼𝑖𝑗) = ℰ(𝜔,𝑄) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 ... 0 0

𝑝 0 0 ... 0 0

𝑝 𝑝 0 ... 0 0

... ... ... ... ... ...

𝑝 𝑝 𝑝 ... 0 0

𝑝 𝑝 𝑝 ... 𝑝 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

тобто в матрицi ℰ елементи нижче головної дiагоналi рiвнi 𝑝, а iншi елементи рiв-
нi 0, сума елементiв ℰ дорiвнює 𝑝𝐶2

𝑛 . За теоремою 4, всi матрицi показникiв з
яких одержується сагайдак 𝑄 з вагою циклу 𝑝 еквiвалентнi мiж собою, тому їх
сума елементiв також дорiвнює 𝑝𝐶2

𝑛 . Теорему доведено.
Вiдомо, що для сильнозв’язного сагайдака з петлею в кожнiй вершинi 𝑄 є

допустима вагова функцiя 𝜔* , для якої вага всiх стрiлок дорiвнює одиницi. Зна-
йдемо оцiнку суми елементiв матрицi показникiв , яка визначається ваговою фун-
кцiєю 𝜔*.

Теорема 7. Для довiльного допустимого сагайдака з петлею в кожнiй вер-
шинi 𝑄, та вагової функцiї 𝜔*(𝜎𝑖𝑗) = 1, сума елементiв матрицi показникiв
ℰ = (𝛼𝑖𝑗) = ℰ(𝜔*, 𝑄) не перевищує 𝑛2(𝑛−1)

2

Доведення. Нехай ℰ = (𝛼𝑖𝑗) = ℰ(𝜔*, 𝑄). Позначимо через 𝑙(𝑖, 𝑗) -найменшу
кiлькiсть стрiлок, по яким потрiбно пройти, щоб в сагайдаку𝑄 з вершини "𝑖"потрапити
у вершину "𝑗". Всi вершини крiм першої впорядкуємо у порядку зростання числа
𝑙(1, 𝑣𝑖), нехай ми одержали послiдовнiсть вершин 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛−1 тодi 𝑙(𝑣0, 𝑣𝑖) ≤ 𝑖,
для довiльного 𝑖 = 1, ..., 𝑛 − 1. (3) Нерiвнiсть (3) рiвносильна нерiвностi 𝛼𝑖𝑗 ≤ 𝑗
, для довiльного 𝑗 = 1, ..., 𝑛 − 1. Тому сума елементiв першого рядка матрицi
ℰ = (𝛼𝑖𝑗) не перевищує 1+2+ ..+𝑛−1 = (𝑛−1)𝑛

2 , аналогiчнi нерiвностi можна до-
вести для iнших рядкiв матрицi ℰ , тому сума елементiв матрицi ℰ не перевищує
𝑛2(𝑛−1)

2 .

Наслiдок. Для довiльного сильнозв’язного сагайдака з петлею в кожнiй
вершинi 𝑄, 𝐹 (𝑄) ≤ 𝑛2(𝑛−1)

2 .

Доведення. Для сагайдака 𝑄, допустима вагова функцiя 𝜔*(𝜎𝑖𝑗) = 1 визна-
чає матрицю показникiв ℰ = (𝛼𝑖𝑗), сума елементiв, якої за теоремою 5 не пере-
вищує 𝑛2(𝑛−1)

2 . Сума елементiв мiнiмальної матрицi показникiв дорiвнює 𝐹 (𝑄) i
не перевищує суми елементiв ℰ , тому 𝐹 (𝑄) ≤ 𝑛2(𝑛−1)

2 .

Приклад. Для 𝑛 = 5. Розглянемо сагайдак 𝑄, який є простий циклом з

петлею в кожнiй вершинi. [𝑄] =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 1 0

0 0 0 1 1

1 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, вагова функцiя 𝜔*(𝜎𝑖𝑗) =
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1 визначає матрицю показникiв ℰ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 2 3 4

4 0 1 2 3

3 4 0 1 2

2 3 4 0 1

1 2 3 4 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
cума елементiв якої

дорiвнює 50 ≤ 52×4
2 = 50.

Проте, зрозумiло , що ℰ не є мiнiмальною матрицею показникiв для сагайдака
𝑄. Побудуємо мiнiмальну вагову функцiю для сагадака 𝑄. Сагайдак 𝑄 мiстить
цикл (12345), вершини якого мають петлi, тому за теоремою 1, вага циклу не

менше 2, а тому за теоремою 4 𝐹 (𝑄) = 2𝐶2
𝑛 = 20, ℰ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0

2 0 0 0 0

2 2 0 0 0

2 2 2 0 0

2 2 2 2 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Оцiнка 𝐹 (𝑄) ≤ 𝑛2(𝑛−1)
2 не є точною.

Виникає питання знайти максимум 𝐹 (𝑄). Тобто для якого допустимого са-
гайдака 𝑄 з 𝑛 вершинами 𝐹 (𝑄) має найбiльше значення.

Твердження 4. Матриця показникiв з якої одержується жорсткий сагайдак
є мiнiмальної матрицею показникiв.

Доведення. Нехай 𝑄 = 𝑄(ℰ), 𝑄- жорсткий. Припустимо протилежне, що
ℰ не є мiнiмальною матрицею показникiв. Тодi iснує матриця показникiв ℰ𝑚𝑖𝑛,
така, що 𝑄 = 𝑄(ℰ) = 𝑄(ℰ𝑚𝑖𝑛), i сума елементiв матрицi ℰ𝑚𝑖𝑛 менше нiж су-
ма елементiв матрицi ℰ . Оскiльки суми елементiв матриць рiзнi, то матрицi не
еквiвалентi, тому отримали протирiччя, жорсткий сагайдак не може одержува-
тися з двох попарно не еквiвалентних матриць показникiв. Отже, ℰ- мiнiмальна
матриця показникiв.

З теореми 4, випливає що матрицi показникiв еквiвалентнi, тодi i тiльки, коли
сагайдаки iзоморфнi, а вага вiдповiдних циклiв рiвна. Тобто, якщо для сагада-
ка 𝑄 ми знаємо вагу циклiв, то всi матрицi показникiв з яких 𝑄 одержується
еквiвалентнi мiж собою. Оскiльки еквiвалентнi матрицi мають однакову суму
елементiв, то знаючи вагу циклiв ми однозначно знаємо суму елементiв матриць
показникiв з яких вiн одержується.

Наприклад сагайдак 𝑄 з матрицею сумiжностi [𝑄] =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 1 0

1 1 1

0 1 1

⎞⎟⎟⎟⎠, який

мiстить три цикли (1, 2), (2, 3), (1, 2, 3). Нехай вага цикла (1, 2) дорiвнює 𝑎, i вага

цикла (2, 3) дорiвнює 𝑏. 𝑄 = 𝑄(ℰ), де ℰ =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 𝑎 𝑎+ 𝑏

0 0 𝑏

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠, сума елементiв
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матрицi ℰ дорiвнює 2(𝑎+ 𝑏), а iншi матрицi яких одержується 𝑄 еквiвалентнi до
ℰ тому їх сума елементiв дорiвнює 2(𝑎+ 𝑏).

Виникла гiпотеза, що чим менше вага простих циклiв, тим менше сума еле-
ментiв матрицi показникiв, з якої вiн одержується. Гiпотеза виявилась непра-
вильною.

Твердження 5. Зменшення ваги простого циклу сагайдака, може привести
до збiльшення суми елементiв матрицi показникiв з якої сагайдак одержується.

Доведення. Розглянемо сагайдак𝑄, з матрицею сумiжностi [𝑄] =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 0 0 0

0 1 1 0 0 1

1 0 1 0 0 1

0 0 1 1 0 0

0 1 0 1 1 0

0 0 0 0 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

який мiстить чотири простих цикла (1, 2.3), (2, 3, 5), (2, 6, 5), (3, 5, 4), якi вiдповiд-
но мають вагу. Приклад вагової функцiї на рисунку.

Матриця показникiв для цiєї вагової функцiї ℰ3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 2 1 1

2 0 1 2 1 1

1 1 0 2 1 2

1 1 0 0 1 2

2 1 1 1 0 2

2 1 1 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, сума елементiв якої 34. Зменшимо вагу циклу (2, 3, 5) до двох. Тобто побуду-
ємо допустиму вагову функцiю, для якої вага всiх простих циклiв дорiвнює 2.
Приклад такої функцiї на рисунку.
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ℰ2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 2 1 1

2 0 1 2 1 1

1 1 0 1 0 2

2 2 1 0 1 3

3 1 2 1 0 2

3 1 2 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, сума елементiв якої 42. Доведемо, що 𝐹 (𝑄) =

34, тобто, що ℰ3-мiнiмальна матриця показникiв. В цьому доведенi будемо вва-
жати, що вага стрiлки може бути вiд’ємна. (Оскiльки вага будь-якого циклу не
менше одиницi то елементарними перетвореннями завжди вагу будь-якої стрiлки
можна зробити додатною або нулем).

Очевидно, що якщо для допустимої вагової функцiї можна вагу стрiлки змен-
шити на одиницю, так щоб вагова функцiя залишилось допустимою, то ця вагова
функцiя i матриця показникiв, яку вона визначає точно не є мiнiмальною. Якщо
в сагайдаку 𝑄 вага циклу (123) бiльше або дорiвнює трьох, то зменшуючи вагу
стрiлки 𝜎12 на одиницю ми прийдемо до матрицi показникiв з меншою сумою.
Ми одержали важливе правило, якщо в простому циклi з петлями , хоча б одна
стрiлка належить тiльки цьому простому циклу, то для мiнiмальної вагової фун-
кцiї його вага має дорiвнювати два. Аналогiчно для мiнiмальної вагової функцiї
вага циклiв (265) i (354) також дорiвнює 2. Для циклу (2, 3, 5) це правило не дiє,
тому що в нього кожна стрiлка належить, деякому iншому циклу. Варiанти коли
вага циклу (2, 3, 5) дорiвнює два або три ми розглянули . Зауважимо, що вага ци-
клу (1, 2, 6, 5, 4, 1) = (2, 3, 5)+(265)+(354)−(2, 3, 5) = 6−(2, 3, 5). Тому, якщо вага
(2, 3, 5) бiльше або дорiвнює чотирьох, то вага (1, 2, 6, 5, 4, 1) менше або дорiвнює
двох i не буде виконуватися нерiвнiсть вага шляху бiльше нiж вага стрiлки. От-
же, 𝐹 (𝑄) = 34. Останнiй приклад спростував гiпотезу про те, що для сагайдака
з петлею в кожнiй вершинi вагова функцiя з вагою всiх простих циклiв рiвною 2
є мiнiмальною.

Висновки. В роботi знайдено оцiнки для суми елементiв мiнiмальної ма-
трицi показникiв. Доведено, що жорсткi сагайдаки одержуються тiльки з мiнi-
мальних матриць показникiв. Авторами встановлено, що зменшення ваги про-
стого циклу сагайдака, може привести до збiльшення суми елементiв матрицi
показникiв, з якої одержується сагайдак.



Minimal exponent matrix 23

1. Hazewinkel M. Algebras Rings and Modules, vol. 1/ M. Hazewinkel, N. Gubareni,
V.V. Kirichenko - Kluwer Academic Publisheers, 2004.- 380 p.

2. Hazewinkel M. Algebras Rings and Modules, vol. 2/ M. Hazewinkel, N. Gubareni,
V.V. Kirichenko - Kluwer Academic Publisheers, 2007.- 400 p.

3. Kirichenko V. V. Exponent Matrices and Tiled Order over Discrete Valuation Rings/
V. V. Kirichenko , O. V. Zelenskiy, V. N. Zhuravlev // International Journal of Algebra
and Computation. 2005.– Vol. 15, – № 5 - 6. – p. 1-16.

4. Зеленський О. В. Жорсткi сагайдаки зведених матриць показникiв / О. В. Зе-
ленський // Вiсник Київського унiверситету. Cерiя: фiзико-математичнi науки. -
2007. - №3. - С. 27-31.

5. Журавлев В.Н. Допустимые колчаны./ В.Н. Журавлев// Фундаментальная и
прикладная математика. Том 14, 2008. 7, c. 121-128.

6. Кириченко В.В. О жестких колчанах /В.В. Кириченко, В. Н. Журавлёв, И. Н.
Цыгановская // Фундаментальная и прикладная математика. Том 12, выпуск 8,
2006. Часть 1. С. 105 - 120.

7. Журавльов В. М. Одиничнi сагайдаки матрицi показникiв/ В.М. Журавльов,
О.В. Зеленський, В.М. Дармосюк // Вiсник Київського унiверситету. Cерiя: фiзико-
математичнi науки. - 2012. - №4. - С. 27-31.

8. Зеленський О. В. Цикли допустимих сагайдакiв / О. В. Зеленський// Матема-
тичнi студiї. Том 42, випуск 1.С. 3-8.

Зеленський A. В., Дармосюк В. Н., Касянюк М.В.
Минимальная матрица показателей

Резюме

В работе исследуются минимальные матрицы показателей и минимальные весовые
функции допустимого колчана. Найдено ограничения для суммы элементов матрицы
показателей с единичным колчаном и ограничения для суммы элементов минимальной
матрицы показателей с колчаном, который имеет петлю в каждой вершине. Показа-
но, что уменьшение веса простого цикла колчана, может привести к увеличению сум-
мы элементов матрицы показателей из которой получается колчан. Приведен пример,
опровергающий гипотезу о том, что для колчана с петлей в каждой вершине весовая
функция с весом всех простых циклов равным 2 является минимальной. Доказано, что
жесткий колчан получается из минимальной матрицы показателей.
Ключевые слова: матрица показателей, допустимый колчан матрицы показателей,
минимльная матрица показателей .

Zelenskiy O.V., Darmosiuk V.M., Kasyaniuk M.V.
Minimal exponent matrix

Summary

This paper investigates the minimal exponent matrix and minimal weight functions of the

admissible quiver. Found limitations for the sum of the elements of exponent matrix with

a single quiver and a limitation for the sum of the elements the minimal exponent matrix

with quiver which has a loop in each the top. It is shown that reducing the weight of a

simple quiver cycle, can lead to an increase in the sum of elements of the exponent matrix

from which you get a quiver. An example is given that refutes the hypothesis that that for
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a quiver with a loop in each vertex, the weight function with the weight of all simple cycles

equal to 2 is minimal. It is proved that a rigid quiver is obtained from a minimal exponent

matrix.

Key words: exponent matrix, admissible quiver, minimal exponent matrix.
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