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АСИМПТОТИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ З ПОВIЛЬНО
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Диференцiальнi рiвняння другого порядку, що мiстять у правiй частинi й степене-
вi, й експоненцiальнi нелiнiйностi, вiдiграють важливу роль у розвитку якiсної теорiї
диференцiальних рiвнянь. Серед робiт, що стосуються встановлення асимптотичних зо-
бражень розв’язкiв, бiльшу частину складають дослiдження рiвнянь зi степеневими та з
правильно змiнними нелiнiйностями. Останнiм часом почався розгляд диференцiальних
рiвнянь, якi мiстять у правiй частинi експоненцiальнi та бiльш широкий клас функцiй,
нiж ескспоненцiальнi — швидко змiннi функцiї. У данiй роботi встановлюються асим-
птотичнi зображення розв’язкiв з повiльно змiнними похiдними одного нового класу
диференцiальних рiвнянь другого порядку з швидко та правильно змiнними нелiнiйно-
стями.
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Вступ. Розглядається диференцiальне рiвняння

𝑦2 “ 𝛼0𝑝p𝑡q𝜙0p𝑦q𝜙1p𝑦
1q, p1q

де 𝛼0 P t´1; 1u,𝑝 : r𝑎,𝜔rÑs0, ` 8r p´8 ă 𝑎 ă 𝜔 ď `8q, 𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖 Ñs0, ` 8r
p𝑖 P t0,1uq є неперервними функцiями, 𝑌𝑖 P t0,˘8u, Δ𝑌𝑖 — або промiжок r𝑦0𝑖 , 𝑌𝑖r∗,
або — s𝑌𝑖,𝑦

0
𝑖 s. Крiм того, будемо вважати, що функцiя 𝜙1 є правильно змiнною

при 𝑦 Ñ 𝑌1 p𝑦 P Δ𝑌1
q порядку 𝜎1 ( [3], c.10-15), а функцiя 𝜙0 двiчи неперервно

диференцiйовна, строго монотонна на Δ𝑌0
та така, що

lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝜙0p𝑦q P t0,`8u, lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝜙0p𝑦q𝜙
2
0p𝑦q

`

𝜙10p𝑦q
˘2 “ 1. p2q

В силу умов (2) функцiя 𝜙0 та її похiдна першого порядку є (см. [1], с. 91-92)
швидко змiнними при прямуваннi аргументу до 𝑌0.

У силу властивостей функцiї 𝜙0 та теореми 3.10.8 з роботи [2] функцiя 𝜙0

та її похiдна першого порядку належать класу функцiй Γ, який був введений
Л. Ханом (см., наприклад, [2], с. 75), а також класу Γ𝑌0p𝑍0q, який був введений
у роботi [6] як узагальнення класу Γ.

∗При 𝑌𝑖 “ `8(𝑌𝑖 “ ´8) вважаємо, що 𝑦0
𝑖 ą 0 (𝑦0

𝑖 ă 0) вiдповiдно.
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У монографiї V. Maric [1] було розглянуто рiвняння виду (1), де функцiя 𝜙1 ”

1, 𝑝 є правильно змiнною функцiєю при 𝑡Ñ `8, 𝜙0 є швидко змiнною функцiєю
при прямуваннi аргументу до нуля праворуч. Для таких рiвнянь були отриманi
асимптотичнi зображення для всiх додатних розв’язкiв, що прямують до нуля, а
також їх похiдних першого порядку. У роботах В. М. Євтухова, А. Г. Чернiкової
( [5]– [7]) було розглянуто диференцiальне рiвняння виду (1), у якому 𝜙1 ” 1, для
цього рiвняння були встановленi необхiднi i достатнi умови iснування правильно
та швидко змiнних розв’язкiв при 𝑡 Ò 𝜔.

У данiй роботi результати отримано для загального виду рiвняння (1), що
потребує змiни методики дослiджень у порiвняннi з попереднiми результатами.

Основнi результати

Означення 1. [4] Розв’язок 𝑦, визначений на r𝑡0,𝜔rĂ r𝑎,𝜔r, рiвняння (1)
будемо називати 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,𝜆0q-розв’язком (´8 ď 𝜆0 ď `8), якщо

𝑦p𝑖q : r𝑡0,𝜔rÝÑ Δ𝑌𝑖
, lim

𝑡Ò𝜔
𝑦p𝑖qp𝑡q “ 𝑌𝑖 p𝑖 “ 0,1q, lim

𝑡Ò𝜔

p𝑦1p𝑡qq2

𝑦2p𝑡q𝑦p𝑡q
“ 𝜆0. p3q

Метою даної роботи є встановлення необхiдних i достатнiх умов iснування у
рiвняння (1) 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1, ˘ 8q-розв’язкiв, а також асимптотичних зображень при
𝑡 Ò 𝜔 для цих розв’язкiв та їх похiдних першого порядку. При цьому було засто-
совано методику, що використовувалась у роботах В. М. Євтухова та А. Г. Чер-
нiкової при дослiдженнi рiвнянь виду (1), де 𝜙1 ” 1.

Згiдно з лемою 2.1. роботи [4] випливають наступнi твердження стосовно
асимптотичних властивостей таких розв’язкiв.

Лема 1.

𝜋𝜔p𝑡q𝑦
1p𝑡q

𝑦p𝑡q
“ r1` 𝑜p1qs,

𝜋𝜔p𝑡q𝑦
2p𝑡q

𝑦1p𝑡q
“ 𝑜p1q при 𝑡 Ò 𝜔, p4q

де

𝜋𝜔p𝑡q “

$

&

%

𝑡, якщо 𝜔 “ `8,

𝑡´ 𝜔, якщо 𝜔 ă `8.

Означення 2. Нехай 𝑌 P t0,8u, Δ𝑌 — деякий однобiчний окiл 𝑌 . Непе-
рервно диференцiйовна функцiя 𝐿 : Δ𝑌 Ñs0;`8r називається нормалiзованою
повiльно змiнною функцiєю при 𝑦 Ñ 𝑌 p𝑦 P Δ𝑌 q ( [1], с. 2–3), якщо

lim
𝑦Ñ𝑌
𝑦PΔ𝑌

𝑦𝐿1p𝑦q

𝐿p𝑦q
“ 0.

Означення 3. Говорять, що повiльно змiнна при 𝑦 Ñ 𝑌 p𝑦 P Δ𝑌 q функцiя
𝜃 : Δ𝑌 Ñs0;`8r задовiльняє умову 𝑆 при прямуваннi аргументу до 𝑌 (див.,
наприклад, у [4]), якщо для будь-якої нормалiзованої повiльно змiнної при 𝑦 Ñ
𝑌 p𝑦 P Δ𝑌 q функцiї 𝐿 : Δ𝑌 Ñs0;`8r має мiсце спiввiдношення

𝜃p𝑦𝐿p𝑦qq “ 𝜃p𝑦qp1` 𝑜p1qq при 𝑦 Ñ 𝑌 p𝑦 P Δ𝑌 q.
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Отримано наступну терему.

Теорема 1. Нехай 𝜎1 ‰ 1, функцiя 𝜙1p𝑦
1q|𝑦1|´𝜎1 задовольняє умову 𝑆 при

𝑦1 Ñ 𝑌1 p𝑦1 P Δ𝑌1
q. Тодi кожен 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,˘8q-розв’язок диференцiального рiв-

няння p1q може бути представлений у виглядi

𝑦p𝑡q “ 𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q, p5q

де 𝐿 : r𝑡0,𝜔rÑ 𝑅 – двiчi неперервно диференцiйовна функцiя така, що

𝑦00𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q ą 0, 𝐿1p𝑡q ‰ 0 при 𝑡 P r𝑡1,𝜔r p𝑡0 ď 𝑡1 ă 𝜔q, p6q

lim
𝑡Ò𝜔

𝐿p𝑡q P t0;˘8u, lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q “ 𝑌0, lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐿
1p𝑡q

𝐿p𝑡q
“ 0. p7q

При цьому у випадку iснування скiнченної або нескiнченної границi

lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐿
2p𝑡q

𝐿1p𝑡q
p8q

мають мiсце наступнi спiввiдношення

lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐿
2p𝑡q

𝐿1p𝑡q
“ ´1, 𝛼0𝐿

1p𝑡q ą 0 при 𝑡 P r𝑡1,𝜔rp𝑡0 ď 𝑡1 ă 𝜔q, p9q

𝑝p𝑡q “
𝛼0𝐿

1p𝑡q

𝜙1p𝐿p𝑡qq𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. p10q

Доведення. Нехай функцiя 𝑦 : r𝑡0,𝜔rÑ Δ𝑌0
𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1, ˘ 8q є розв’язком

рiвняння (1). Тодi даний розв’язок та його похiднi першого та другого порядкiв
зберiгають знак на деякому промiжку r𝑡1,𝜔rp𝑡0 ď 𝑡1 ă 𝜔q та виконуються умо-
ви (4). У силу першої з цих умов iснує ( [3], с. 15) така нормалiзована повiльно
змiнна при 𝑡 Ò 𝜔 функцiя 𝐿p𝑡q : r𝑡0,𝜔rÝÑ 𝑅, яка задовольняє першу з умов (6) та
останню з умов (7), що має мiсце асимптотичне зображення (5).

З (4) та (5) випливає, що

𝑦1p𝑡q “ 𝐿p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔, p11q

звiдки, зважаючи на (3), виконуються перша та друга з умов (7).
З (5), (11) та оскiльки 𝑦 є розв’язком рiвняння (1), то має мiсце рiвнiсть

2𝐿1p𝑡q ` 𝜋𝜔p𝑡qp𝑡q𝐿
2p𝑡q “ 𝛼0𝑝p𝑡q𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq𝜙1p𝑦

1p𝑡qq. p12q

У випадку iснування скiнченної або нескiнченної границi (8), використовуючи
правило Лопiталя у формi Штольца, з урахуванням умов (6) та (7), маємо

0 “ lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐿
1p𝑡q

𝐿p𝑡q
“ 1` lim

𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔𝐿
2p𝑡q

𝐿1p𝑡q
,

звiдки випливає перша з умов (9). З останнього та (12) маємо

𝛼0𝑝p𝑡q𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq𝜙1p𝑦
1p𝑡qq “ 𝐿1p𝑡q

„

2`
𝜋𝜔p𝑡q𝐿

2p𝑡q

𝐿1p𝑡q



“ 𝐿1p𝑡qr1`𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔.
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Так як функцiя 𝜃1 задовольняє умову 𝑆 та виконується (11), то

𝛼0𝑝p𝑡q𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq𝜙1p𝐿p𝑡qq “ 𝐿1p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔.

Отже, справедливими є друга з умов (9) та асимпотичне зображення (10).
Теорема доведена.

Означення 4. Будемо говорити, що виконується умова 𝑁 , якщо для деякої
неперервно диференцiйовної функцiї 𝐿p𝑡q : r𝑡0,𝜔rÝÑ 𝑅p𝑡0 P r𝑎,𝜔rq, яка задовольняє
умови (5)–(7) та (9), має мiсце зображення

𝑝p𝑡q “
𝛼0𝐿

1p𝑡q

𝜙1p𝐿p𝑡qq𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
r1` 𝑟p𝑡qs, p13q

де 𝑟p𝑡q : r𝑡0,𝜔rÝÑs´ 1;`8r — неперервна функцiя, яка прямує до нуля при 𝑡 Ò 𝜔.

Введемо наступнi позначення

𝜇0 “ sign𝜙10p𝑦q, 𝜃1p𝑦
1q “ 𝜙1p𝑦

1q|𝑦1|´𝜎1 ,

𝐻p𝑡q “
𝐿2p𝑡q𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

𝐿1p𝑡q𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
, 𝑞1p𝑡q “

´

𝜙10p𝑦q
𝜙0p𝑦q

¯1

´

𝜙10p𝑦q
𝜙0p𝑦q

¯2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑦“𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q

,

𝑒1p𝑡q “ 1`
𝜋𝜔p𝑡q𝐿

1p𝑡q

𝐿p𝑡q
, 𝑒2p𝑡q “ 2`

𝜋𝜔p𝑡q𝐿
2p𝑡q

𝐿1p𝑡q
.

Для цих функцiй у силу (2) та (7) виконуються наступнi твердження:
1)

lim
𝑡Ò𝜔

𝑒1p𝑡q “ lim
𝑡Ò𝜔

𝑒2p𝑡q “ 1, p14q

lim
𝑡Ò𝜔

𝐻p𝑡q “ ˘8, lim
𝑡Ò𝜔

𝑞1p𝑡q “ 0, p15q

2) якщо iснує границя

lim
𝑡Ò𝜔

𝐿p𝑡q

𝐿1p𝑡q
¨
𝐻 1p𝑡q

|𝐻p𝑡q|
3
2

,

тодi

lim
𝑡Ò𝜔

𝐿p𝑡q

𝐿1p𝑡q
¨
𝐻 1p𝑡q

|𝐻p𝑡q|
3
2

“ 0. p16q

Справедливою є наступна теорема.

Теорема 2. Нехай 𝜎1 ‰ 1, функцiя 𝜃1 задовольняє умову 𝑆, виконується
умова 𝑁 та

lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐿
1p𝑡q

𝐿p𝑡q
|𝐻p𝑡q|

1
2 “ ˘8. p17q

Тодi якщо 𝛼0𝜇0 ą 0, то диференцiальне рiвняння (1) має однопараметричну
сiм’ю 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1, ˘ 8q-розв’язкiв, для кожного з яких мають мiсце наступнi
асимптотичнi зображення при 𝑡 Ò 𝜔.
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𝑦p𝑡q “ 𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡q `
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
¨ 𝑜p1q, p18q

𝑦1p𝑡q “ r𝐿p𝑡q ` 𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿
1p𝑡qs ¨ r1` |𝐻p𝑡q|´

1
2 ¨ 𝑜p1qs. p19q

Доведення. До рiвняння (1) застосуємо перетворення

𝑦p𝑡q “ 𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡q `
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq
¨ 𝑧1p𝑡q,

𝑦1p𝑡q “ r𝐿p𝑡q ` 𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿
1p𝑡qs ¨ r1` 𝑧2p𝑡qs.

Отримуємо систему диференцiальних рiвнянь

𝑧11 “ 𝐿p𝑡q ¨ 𝑒1p𝑡q ¨
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
¨ r𝑞1p𝑡q𝑧1 ` 𝑧2s, p20q

𝑧12 “
𝐿1p𝑡q

𝐿p𝑡q
¨
𝑒2p𝑡q

𝑒1p𝑡q
ˆ

ˆ

„

𝛼0𝑝p𝑡q|𝑒1p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡q|
𝜎1𝜃1p𝐿p𝑡qq𝜙0p𝑌1p𝑡,𝑧2qq ¨𝐾p𝑡,𝑧2q

𝐿1p𝑡q ¨ 𝑒2p𝑡q
¨ r1` 𝑧2s

𝜎1 ´ r1` 𝑧2s



, p21q

де

𝐾p𝑡,𝑧2q “
𝜃1p𝑌2p𝑡,𝑧2qq

𝜃1p𝐿p𝑡qq
, 𝑌1p𝑡,𝑧1q “ 𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q `

𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
¨ 𝑧1,

𝑌2p𝑡,𝑧2q “ r𝐿p𝑡q ` 𝜋𝜔p𝑡q𝐿
1p𝑡qs ¨ r1` 𝑧2s.

Так як функцiя r𝐿p𝑡q ` 𝜋𝜔p𝑡q𝐿
1p𝑡qs

𝐿p𝑡q
¨ r1` 𝑧2p𝑡qs є повiльно змiнною, функцiя 𝜃1

задовольняє умову 𝑆, то

lim
𝑡Ò𝜔

𝐾p𝑡,𝑧2q “ 1 рiвномiрно по 𝑧2 P

„

´
1

2
,
1

2



. p22q

У силу умови 𝑁

𝛼0𝑝p𝑡q|𝐿p𝑡q|
𝜎1𝜃1p𝐿p𝑡qq𝜙0p𝑌1p𝑡,𝑧1qq

𝐿1p𝑡q
“

𝜙0p𝑌1p𝑡,𝑧1qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
r1` 𝑟p𝑡qs.

Розкладаючи праву частину (23) при фiксованому 𝑡 P r𝑡1;𝜔r за формулою Ма-
клорена з залишком у формi Лагранжа, маємо

𝜙0p𝑌1p𝑡,𝑧1qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
¨ r1` 𝑟p𝑡qs “ r1` 𝑟p𝑡qs ¨ p1` 𝑧1q `𝑅p𝑡,𝑧1q,

де

𝑅p𝑡,𝑧1q “ r1` 𝑟p𝑡qs ¨

𝜙20

ˆ

𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q `
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq
𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq

¨ 𝜉

˙

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
¨ 𝑧21 ,
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|𝜉| ă |𝑧1|.

Оскiльки

𝑌 p𝑡,𝑧1q “ 𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

»

–1`
1

𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

𝜉

fi

fl ,

з умов (2) та (7) випливає, що

𝜙20

ˆ

𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q `
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq
¨ 𝜉

˙

“

𝜙120

ˆ

𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q `
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq
𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq

¨ 𝜉

˙

𝜙0

ˆ

𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q `
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq
𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq

¨ 𝜉

˙ˆ

ˆr1` 𝑑1p𝑡,𝑧1qs,

де

lim
𝑡Ò𝜔

𝑑1p𝑡,𝑧1q= 0 рiвномiрно по 𝑧1 P

„

´
1

2
,
1

2



.

За лемою 1.2 з [7] так як 𝜙0,𝜙10 P Γ𝑌0p𝑍0q з додатковою функцiєю
𝑔p𝑦q “ 𝜙0p𝑦q

𝜙10p𝑦q
, тому справедливою є рiвнiсть

𝜙20

ˆ

𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q `
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q ¨ 𝐿p𝑡qq
¨ 𝜉

˙

“
𝜙120 p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
𝑒𝜉r1` 𝑑1p𝑡,𝑧1qs,

де

lim
𝑡Ò𝜔

𝑑1p𝑡,𝑧1q= 0 рiвномiрно по 𝑧1 P

„

´
1

2
,
1

2



.

Таким чином, показано, що для будь-якого 𝜀 ą 0 iснують такi 𝑡1 P r𝑡0;𝜔r та
0 ă 𝛿 ď 1

2 , що

|𝑅p𝑡,𝑧1q| ď p1` 𝜀q|𝑧1|
2 при 𝑡 P r𝑡1;𝜔r, |𝑧1| ď 𝛿.

Вибираємо довiльним чином число 𝜀 ą 0 та розглянемо систему (20)–(21) на
множинi

Ω “ r𝑡1;𝜔rˆ𝐷, де 𝐷 “ tp𝑧1; 𝑧2q P 𝑅2, |𝑧1| ď 𝛿, |𝑧2| ď
1

2
u.

Система (20)–(21) на Ω має вигляд:

𝑧11 “ 𝐿p𝑡q ¨ 𝑒1p𝑡q ¨
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
¨ r𝑞1p𝑡q𝑧1 ` 𝑧2s, p23q

𝑧12 “
𝐿1p𝑡q

𝐿p𝑡q
¨
𝑒2p𝑡q

𝑒1p𝑡q
ˆ

ˆ r𝐴21p𝑡q𝑧1 `𝐴22p𝑡q𝑧2 `𝑅1p𝑡,𝑧1,𝑧2q `𝑅2p𝑡,𝑧1,𝑧2qs , p24q



114 Чепок О. О.

де

𝐴21p𝑡q “
r1` 𝑟p𝑡qs ¨𝐾p𝑡,𝑧2q𝑒

𝜎1
1 p𝑡q

𝑒2p𝑡q
, 𝐴22p𝑡q “ 𝐴21 ¨ 𝜎1 ´ 1,

𝑅1p𝑡,𝑧1,𝑧2q “ 𝐴21p𝑡q ´ 1,

𝑅2p𝑡,𝑧1,𝑧2q “ 𝐴21p𝑡q𝑧1pr1` 𝑧2s
𝜎1 ´ 1q `

𝐴21p𝑡q𝑅p𝑡,𝑧1q

1` 𝑟p𝑡q
r1` 𝑧2s

𝜎1`

`𝐴21p𝑡qpr1` 𝑧2s
𝜎1 ´ 1´ 𝜎1𝑧2q.

Зауважимо, що
lim
𝑡Ò𝜔

𝐴21 “ 1,

lim
𝑡Ò𝜔

𝐴22 “ 𝜎1 ´ 1,

lim
𝑡Ñ`8

𝑅1p𝑡; 𝑧1; 𝑧2q= 0 рiвномiрно по 𝑧1, 𝑧2 : |𝑧𝑖| ă
1

2
, 𝑖 “ 1,2.

lim
𝑡Ñ`8

𝑅2p𝑡; 𝑧1; 𝑧2q

|𝑧1| ` |𝑧2|
= 0 .

Застосуємо до системи (23)–(24) додаткове перетворення

𝑧1p𝑡q “ 𝑣1p𝑡q, p25q

𝑧2p𝑡q “ |𝐻p𝑡q|
´ 1

2 𝑣2p𝑡q. p26q

У результатi отримаємо

𝑣11 “ ℎp𝑡qr𝑐11p𝑡q𝑣1 ` 𝑐12𝑣2s, p27q

𝑣12 “ ℎp𝑡q

«

1

2

𝐻 1p𝑡qsign𝐻p𝑡q
|𝐻p𝑡q|

3
2

𝑣2 `
𝑒2p𝑡q

𝑒21p𝑡q
𝐴21𝑣1`

`
𝑒2p𝑡q

𝑒21p𝑡q

𝐴22

|𝐻p𝑡q|
1
2

𝑣2`
𝑒2p𝑡q

𝑒21p𝑡q
𝑅1p𝑡,𝑣1,|𝐻p𝑡q|

´ 1
2 𝑣2p𝑡qq`

𝑒2p𝑡q

𝑒21p𝑡q
𝑅2p𝑡,𝑣1,|𝐻p𝑡q|

´ 1
2 𝑣2p𝑡qq

ff

, p28q

де

ℎp𝑡q “
𝐿1p𝑡q𝑒1p𝑡q

𝐿p𝑡q
|𝐻p𝑡q|

1
2 , 𝑐11 “ 𝛼0𝜇0𝑞1p𝑡q|𝐻p𝑡q|

1
2 , 𝑐12 “ 𝛼0𝜇0. p29q

З (6), (7), (22) та (23)
𝑡ˆ

𝑡1

ℎp𝜏q𝑑𝜏 “ ˘8. p30q

З (14)–(16), (22) та (23) маємо

lim
𝑡Ò𝜔

𝑐12p𝑡q “ 𝛼0𝜇0, p31q

lim
𝑡Ò𝜔

𝑒2p𝑡q

𝑒21p𝑡q

𝐴22

|𝐻p𝑡q|
1
2

“ 0, p31q
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lim
𝑡Ò𝜔

1

2

𝐻 1p𝑡qsign𝐻p𝑡q
|𝐻p𝑡q|

3
2

“ 0. p32q

Оскiльки

𝐻 1p𝑡q “

ˆ

𝐿2p𝑡q

𝐿1p𝑡q

˙1

¨
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
`
𝐿2p𝑡q

𝐿1p𝑡q
¨ p𝐿p𝑡q ` 𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq ¨

ˆ

𝜙10p𝑦q

𝜙0p𝑦q

˙1
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑦“𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q

,

то
ˆ

𝜙10p𝑦q

𝜙0p𝑦q

˙1
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑦“𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡q

“
𝐻 1p𝑡q

𝐿2p𝑡q
𝐿1p𝑡q ¨ p𝐿p𝑡q ` 𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

´
𝜙10p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

𝜙0p𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq
ˆ

ˆ

𝐿2
p𝑡q

𝐿1p𝑡q

𝐿2p𝑡q
𝐿1p𝑡q ¨ p𝐿p𝑡q ` 𝜋𝜔p𝑡q𝐿p𝑡qq

.

З останнього, з (7) та (9) маємо

𝑞1p𝑡q|𝐻p𝑡q|
1
2 “

𝐿p𝑡q

𝐿1p𝑡q𝑒1p𝑡q
¨
𝐻 1p𝑡q

|𝐻p𝑡q|
3
2

´
1` 𝑜p1q

𝜋𝜔p𝑡q𝐿1p𝑡q
𝐿p𝑡q ¨ 𝑒1p𝑡q|𝐻p𝑡q|

1
2 ¨ sign𝐻 1p𝑡q

при 𝑡 Ò 𝜔.

p33q
У (33) перший доданок справа прямує до нуля, у силу (16), а другий теж прямує
до нуля у силу умови (17).

Отже,
lim
𝑡Ò𝜔

𝑐11p𝑡q “ 0.

Характеристичне рiвняння граничної матрицi коефiцiєнтiв при 𝑣1 та 𝑣2
ˆ

0 𝛼0𝜇0

1 0

˙

має вигляд
𝜌2 ´ 𝛼0𝜇0 “ 0.

З умов теореми випливає, що у цього рiвняння рiвно два дiйсних коренi рiзних
знакiв.

Отримуємо, що для системи диференцiальних рiвнянь (27)–(28) виконано всi
умови теореми 2.2 з [8]. Вiдповiдно до цiєї теореми система (27)–(28) має однопа-
раметричне сiмейство розв’язкiв t𝑣𝑖u2𝑖“1 : r𝑡˚,`8rÝÑ R2 p𝑡˚ ě 𝑡1q, якi прямують
до нуля при 𝑡Ò𝜔. Цим розв’язкам вiдповiдають розв’язки 𝑦 : r𝑡˚,`8rÝÑ R p𝑡˚ě 𝑡1q
рiвняння (1), що допускають при 𝑡 Ò 𝜔 асимптотичнi зображення (18)–(19).

В силу вигляду цих зображень ясно, що отриманi розв’язки є 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,˘8q-
розв’язками рiвняння (1). Теорема повнiстю доведена.

Висновки. Диференцiальнi рiвняння другого порядку, що мiстять у правiй
частинi й степеневi, й експоненцiальнi нелiнiйностi, вiдiграють важливу роль у
розвитку якiсної теорiї диференцiальних рiвнянь. Серед робiт, що стосуються
встановлення асимптотичних зображень розв’язкiв, бiльшу частину складають
дослiдження рiвнянь зi степеневими та з правильно змiнними нелiнiйностями.
Останнiм часом почався розгляд диференцiальних рiвнянь, якi мiстять у правiй
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частинi експоненцiальнi та бiльш широкий клас функцiй, нiж експоненцiальнi —
швидко змiннi функцiї. У данiй роботi встановлено асимптотичнi зображення
розв’язкiв з повiльно змiнними похiдними одного нового класу диференцiальних
рiвнянь другого порядку з швидко та правильно змiнними нелiнiйностями.

1. Maric V. Regular Variation and differential equations // Springer (Lecture notes in
mathematics, 1726). – 2000. – 127p.

2. Bingham N. H., Goldie C. M., Teugels J. L. Regular variation. Encyclopedia of
mathematics and its applications. Cambridge university press. Cambridge. – 1987. –
494p.

3. Seneta E. (1976) Regularly varying functions Lecture Notes in Math., vol. 508, Berlin:
Springer-Verlag.

4. Евтухов В. М., Самойленко А. М. Асимптотические представления решений неавто-
номных обыкновенных дифференциальных уравнений с правильно меняющимися
нелинейностями // Дифференц. уравнения. – 2011. – Т. 47, № 5. – С. 628–650.

5. Евтухов В. М., Черникова А. Г. Асимптотика медленно меняющихся решений
обыкновенных двучленных дифференциальных уравнений с быстро меняющейся
нелинейностью // Нелинейные колебания. – 2016. – Т. 19, №4. – С. 2–19.

6. Евтухов В. М., Черникова А. Г. Асимптотическое поведение решений обыкновенных
дифференциальных уравнений второго порядка с быстро меняющимися нелиней-
ностями // Укр. мат. ж. – 2017. – Т. 69, № 10. – С. 1345–1363.

7. Черникова А. Г. Об асимптотике решений неавтономных обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений второго порядка с быстро меняющейся нелинейностью //
Дослiдження в математицi i механiцi. – 2017. – Т. 20, № 2(26). – С. 52–68.

8. Евтухов В. М., Самойленко А. М. Условия существования исчезающих в особой
точке решений у вещественных неавтономных систем квазилинейных дифференци-
альных уравнений // Укр. мат. ж. – 2010. – Т. 62, №1. – С. 52–80.

Чепок О. О.
Асимптотические представления решений с медленно меняющимися произ-
водными уравнений второго порядка с правильно и быстро меняющимися
нелинейностями

Резюме

Дифференциальные уравнения второго порядка, содержащие в правой части и степен-
ные, и экспоненциальные нелинейности, играют важную роль в развитии качественной
теории дифференциальных уравнений. Среди работ, касающихся установления асимп-
тотических представлений решений, большую часть составляют исследования уравне-
ний со степенными и с правильно меняющимися нелинейностями. В последнее время
началось рассмотрение дифференциальных уравнений, содержащих в правой части экс-
поненциальные, и более широкий класс функций, чем эскспоненциальные — быстро ме-
няющиеся функции. В данной работе устанавливаются асимптотические представления
решений c медленно меняющимися производными первого порядка одного нового клас-
са дифференциальных уравнений второго порядка с быстро и правильно меняющимися
нелинейностями.
Ключевые слова: дифференциальные уравнения второго порядка, асимптотические
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представления решений,быстро меняющиеся функции, правильно меняющиеся функ-
ции, медленно меняющиеся производные первого порядка .

Chepok O.O.
Asymptotic representations of solutions with slowly varying derivatives of the
second order differential equations with rapidly and regularly varying non-
linearities

Summary

Second-order differential equations with power and exponential nonlinearities on the right

hand side play an important role in the development of a qualitative theory of differential

equations. The authors of most works devoted to the establishment of asymptotic representa-

tions of solutions investigate equations with power and with regularly varying nonlinearities.

Recently, the consideration of differential equations with exponential and a wider class than

exponential functions - rapidly varying functions - has begun. In this paper, the asymptotic

representations of solutions with slowly varying first-order derivatives of some new class of

second-order differential equations with rapidly and regularly varying nonlinearities are es-

tablished.
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