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В работе предлагается новый метод определения приводимых групповых интегралов
высоких порядков для известной статистической модели решеточного газа на основе
теоремы Коши—Адамара и недавно полученной точной информации о радиусе сходи-
мости вириальных разложений для давления и плотности по степеням активности. По
сравнению с предыдущими исследованиями (в которых весь ряд приводимых групповых
интегралов определялся только на основе очень ограниченного числа неприводимых
интегралов низких порядков) предложенный комбинированный метод аппроксимации
приводимых групповых интегралов дает теоретические значения давления в точках на-
сыщения и кипения существенно ближе друг к другу и к известному точному решению
Ли—Янга для двумерного решеточного газа.
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Введение. Одной из широко использующихся в статистической механи-
ке упрощенных моделей вещества является решеточный газ, частицы которого
могут занимать только строго определенные положения в пространстве (ячейки
периодической пространственной решетки) без каких-либо ограничений на зна-
чения их вектора скорости. Иными словами, решеточный газ представляет собой
термодинамическую систему с дискретным конфигурационным пространством и
непрерывным пространством импульсов. С моделью решеточного газа формаль-
но связана и широко известная в статистической механике задача Изинга [1]
(микроскопическая теория намагничивания).

Если интерес к задаче Изинга обусловлен в основном исследованиями крити-
ческих явлений (фазовых переходов II рода), то модель решеточного газа предо-
ставляет, по сути, единственный на сегодня пример строгого (т.е. без привлечения
значительных «нефизических» упрощений — таких, например, как аппроксима-
ция среднего поля [2]) статистического описания конденсации вещества (фазо-
вого перехода I рода как превращения газообразного состояния в конденсиро-
ванное). Речь идет об известном решении Ли и Янга [3] для двумерного реше-
точного газа, в котором абсолютно «твердые» частицы притягивают только сво-
их ближайших «соседей». Несмотря на свою значительную упрощенность, этот
так называемый Square-Well потенциал (потенциал взаимодействия в виде пря-
моугольной ямы) относят к классу реалистичных моделей взаимодействия, т.е.
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таких, которые учитывают как притяжение, так и отталкивание между частица-
ми.

С другой стороны, описанный пример касается описания только самого фа-
зового перехода (решение Ли—Янга [3] для заданной температуры определяет
только параметры перехода: давление, активность и плотность в точках насыще-
ния и кипения) и не дает точной информации о поведении системы вне области
конденсации, т.е. в газообразном и жидком состояниях.

Некоторые успехи в статистическом описании как газообразных состояний
в окрестности точки насыщения, так и начала процесса конденсации непосред-
ственно за этой точкой были достигнуты недавно на основе нового подхода к
групповому разложению Майера [4] для статистической суммы в форме как при-
водимых [5], так и неприводимых [6, 7] групповых интегралов. К сожалению,
все эти возможности пока остаются чисто теоретическими, так как определение
соответствующих групповых интегралов высоких порядков все еще остается се-
рьезной технической проблемой. Несмотря на качественно «физическое» поведе-
ние полученных теоретических изотерм, на количественном уровне уравнения с
ограниченным набором известных групповых интегралов дают результаты, суще-
ственно отличающиеся от данных экспериментов или компьютерных симуляций.
Если для некоторых, наиболее широко используемых, непрерывных моделей ве-
щества (таких, например, как модели Леннард—Джонса [8], Морзе [9] и др.) уже
были предложены различные аппроксимации всего бесконечного вириального ря-
да групповых интегралов [10,11], то данные для решеточного газа пока остаются
очень ограниченными.

Совсем недавно [12] было получено строгое выражение для активности реше-
точного газа в области фазового перехода и доказано, что уравнения с истинно
бесконечным числом вириальных коэффициентов (групповых интегралов) долж-
ны давать точное совпадение значений давления при подходе к фазовому пере-
ходу как со стороны газообразных состояний (т.е. в точке насыщения), так и
со стороны конденсированных состояний (т.е. в точке кипения). На практике же,
значения давления в точках насыщения и кипения, рассчитанные на основе огра-
ниченного числа известных групповых интегралов [13], сильно отличаются друг
от друга и от точного решения Ли – Янга [3].

В данной работе предлагается совершенно новый способ определения группо-
вых интегралов высоких порядков на основе информации про активность фазо-
вого перехода решеточного газа, который, хоть и является довольно приближен-
ным, но приводит к значительно лучшей сходимости результатов (и существенно
приближает их к точному решению Ли - Янга) по сравнению с существующими
подходами.

Основные результаты
1. Определение групповых интегралов на основе теоремы Коши –

Адамара. Групповое разложение Майера [4] для большого канонического ан-
самбля позволяет непосредственно выразить логарифм большой статистической
суммы (давление 𝑃 ) и его производную по химическому потенциалу 𝜇 (плотность
числа частиц 𝜌 “ 𝑁{𝑉 ) в виде рядов по степеням активности 𝑧 “ 𝜆´3 exp p𝜇{𝑘𝐵𝑇 q
(где 𝜆 “ ℎ?

2𝜋𝑚𝑘𝐵𝑇
– длина волны де Бройля частиц):
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Для модели решеточного газа существует формальная симметрия гамильто-
ниана по отношению к замене частиц на «дырки» (пустые ячейки решетки) [14]
и на основе этой симметрии, сравнительно недавно [15], были получены разложе-
ния для давления и плотности числа дырок 𝜌1 “ 𝜌0´𝜌 (𝜌0 соответствует плотной
упаковке)
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по степеням обратной активности

𝜂 “
𝜌20
𝑧

exp

ˆ

2𝑢0
𝑘𝐵𝑇

˙

.

Точность обоих уравнений (1) и (2) напрямую зависит от точности опреде-
ления всего бесконечного ряда приводимых групповых интегралов t𝑏𝑛u [4] для
заданной температуры 𝑇 . В случае приближенного или ограниченного набора
этих интегралов точность уравнений (1) и (2) будет максимальной в самых раз-
реженных (𝜌Ñ 0) и наиболее плотных (𝜌Ñ 𝜌0) состояниях соответственно.

Недавно в работе [12] было показано, что фазовому переходу решеточного
газа соответствует значение активности

𝑧0 “ 𝜌0 exp

ˆ

𝑢0
𝑘𝐵𝑇

˙

, (3)

где величина 𝑢0 определяется как потенциальная энергия одной частицы в со-
стоянии плотной упаковки.

При 𝑧 “ 𝑧0 активность в уравнении (1) совпадает с обратной активностью 𝜂 в
уравнении (2), что соответствует равенству химического потенциала в различных
фазах и является одним из термодинамических условий фазового перехода (пра-
вило Максвелла). Кроме того, величина 𝑧0 из (3) является радиусом сходимости
соответствующих серий в уравнениях (1) и (2) (по степеням 𝑧 и 𝜂 соответствен-
но), и оба уравнения при этом дают разрыв (скачок) плотности [5,13] при строго
одинаковом давлении [12], что также отвечает известным признакам фазовых
переходов I рода.

К сожалению, все эти свойства уравнений (1) и (2) на сегодня имеют толь-
ко теоретическое обоснование [12], а любые практические расчеты на их основе
дают результаты, существенно отличающиеся от теории. Дело в том, что в тради-
ционном методе расчета приводимых групповых интегралов t𝑏𝑛u используются
уже известные значения неприводимых групповых интегралов t𝛽𝑘u (вириальных
коэффициентов) [4], число которых остается все еще очень ограниченным. На-
пример, для модели решеточного газа Ли—Янга были определены (в виде точной
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функциональной зависимости от температуры) только неприводимые интегра-
лы до шестого порядка (вириальные коэффициенты до седьмого порядка) [15].
В принципе, на основе такого конечного набора неприводимых интегралов t𝛽𝑘u
можно рассчитать приводимые интегралы сколь угодно больших порядков (до
тысяч и даже десятков тысяч, как это и было сделано в работе [13]), но по-
настоящему точными будут при этом t𝑏𝑛u только до того же самого седьмого по-
рядка (𝑛 ď 𝑘 ` 1), а значения всех остальных интегралов (𝑛 ą 𝑘 ` 1) будут уже
очень приближенными (полученными в предположении, что все неприводимые
интегралы порядков 𝑘 ą 6 просто равны нулю, что не отвечает действительности,
так как они остаются просто неизвестными). Несмотря на то, что уравнения (1)
и (2) с таким большим, но приближенным набором приводимых интегралов все-
таки демонстрируют поведение, соответствующее теории на качественном уровне
(дают скачок плотности при постоянном давлении), количественные результаты
пока остаются далекими от ожидаемых (см. пунктирные линии на рис. 1: ак-
тивность перехода существенно отличается от теоретической 𝑧0, а величины по-
стоянного давления в уравнениях (1) и (2) очень сильно отличаются как друг
от друга, так и от точного решения Ли—Янга [3]). Исследования, проведенные
в работе [13], показали, что с ростом порядка известных групповых интегралов
расчетные изотермы постепенно приближаются к точному решению, но эта схо-
димость на практике оказалась очень медленной.

 

0 0.05 0.1 0.15 

0.01 

0.1 

0.85 0.9 0.95 1 

r /r0 

0

P

er
  

T = 0.46 e/kB 

T = 0.52 e/kB 

Рис 1. Изотермы уравнений (1) (слева) и (2) (справа) модели решеточного газа Ли—Янга
с приводимыми интегралами до порядка 𝑛 “ 10000, рассчитанными только на основе
первых шести неприводимых интегралов (пунктир) и с использованием уравнения (5)
(сплошная линия). Точки соответствуют точным параметрам фазового перехода [3]
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С другой стороны, точная информация о радиусе сходимости рядов по сте-
пеням активности (или обратной активности) предоставляет возможность опре-
деления групповых интегралов t𝑏𝑛u (как степенных коэффициентов этих рядов)
очень высоких порядков абсолютно независимо от информации о неприводимых
интегралах. В книге Майеров [4], как и в других работах [5–7, 12], связанных с
групповым разложением статистической суммы, показано, что активность фазо-
вого перехода является в точности точкой сингулярности ряда

8
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(1) и (2) тоже должны расходиться непосредственно справа от сингулярности
ряда (4) (благодаря тому, что lim
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𝑛 “ 1), уравнение (3) должно выражать

точный радиус сходимости именно для ряда (4) или ряда
ř
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𝑛´1, где степень

активности уменьшена на единицу с целью сделать ряд безразмерным. Тогда
согласно теореме Коши—Адамара [16],
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0 ,

что, в свою очередь, позволяет определить приводимый групповой интеграл до-
статочно высокого порядка 𝑛:

𝑏𝑛 « 𝑛´2𝑧
´p𝑛´1q
0 . (5)

2. Результаты расчетов для модели решеточного газа Ли—Янга. Для
определения достаточно большого ряда приводимых групповых интегралов t𝑏𝑛u
решеточного газа (с целью использования их в расчетах изотерм с помощью урав-
нений (1) и (2) со стороны газообразных и конденсированных состояний соот-
ветственно) использовались два различных подхода: как традиционный, так и
основанный на уравнении (5).

«Традиционный» подход означает вычисление приводимого интеграла любо-
го порядка 𝑛 на основе известного ряда неприводимых интегралов t𝛽𝑘u с помо-
щью недавно полученного рекурсивного соотношения [5,13]:

𝑛2𝑏𝑛 “ 𝐵𝑛,𝑛´1, (6)

где

𝐵𝑛,𝑖 “ 𝑛
𝑖
ÿ

𝑘“1

𝑘

𝑖
𝛽𝑘𝐵𝑛,𝑖´𝑘.

Другой подход заключался в том, что с помощью рекурсивного соотношения
(6) вычислялись приводимые интегралы только до порядка, соответствующего
набору известных неприводимых интегралов (𝑛 ď 𝑘 ` 1), а значения приводимых
интегралов всех более высоких порядков определялись уже уравнением (5) (т. е.
на основе теоремы Коши—Адамара).

Изотермы уравнений (1) и (2) с различными наборами приводимых груп-
повых интегралов модели решеточного газа Ли—Янга t𝑏𝑛u до 𝑛 “ 10000 для
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двух докритических температур представлены на Рис. 1. Пунктиром показа-
ны изотермы, где весь набор приводимых интегралов определялся рекурсив-
ным соотношением (6) на основе набора первых шести неприводимых интегралов
t𝛽1, 𝛽2, 𝛽3, 𝛽4, 𝛽5, 𝛽6u. Сплошная линия соответствует набору t𝑏𝑛u, где на основе
того же набора неприводимых интегралов определялись только t𝑏2, 𝑏3, 𝑏4, 𝑏5, 𝑏6, 𝑏7u,
а все остальные (до 𝑛 “ 10000) — с использованием уравнения (5). На этом же
рисунке горизонтальные отрезки показывают точное решение Ли—Янга [3] для
рассмотренных температур.

Наблюдаемая разница в поведении изотерм по мере приближения к обла-
сти фазового перехода является принципиальной. Изотермы уравнений (1) и (2)
с набором приводимых интегралов, для определения которых использовалось
уравнение (5), хоть и не совпадают с решением Ли—Янга в точности, но дают
значения давления при фазовом переходе принципиально более близкие друг к
другу и к точному решению по сравнению с изотермами, где весь набор t𝑏𝑛u
определялся с помощью соотношения (6).

Эти результаты вполне объяснимы: уравнение (5), по сути, гарантирует рас-
ходимость рядов по степеням активности в (1) и (2) (т.е. скачок плотности или
фазовый переход) при значении активности 𝑧0 из (3), которое в точности со-
ответствует решению Ли—Янга. С учетом того, что хотя бы несколько первых
приводимых интегралов также определены точно, совсем не удивительно, что
значения давления и плотности в точках насыщения и кипения тоже оказывают-
ся близки к точному решению.

С другой стороны, не такие существенные как полученные ранее (при «тра-
диционном» определении групповых интегралов), но все еще заметные отличия
от точного решения тоже довольно легко объяснимы: в наборе t𝑏𝑛u теперь точно
определяются только несколько первых интегралов и асимптотические значения
интегралов очень высоких порядков, в то время как значения t𝑏𝑛u «средних» по-
рядков задаются очень приблизительно (в абсолютно необоснованном предполо-
жении, что они должны определяться тем же асимптотическим выражением (5),
что и интегралы высоких порядков).

Заключение.
В работе показано, как установленная недавно [12] для модели решеточного

газа точная информация о радиусе сходимости [см. уравнение (3)] вириальных
рядов по степеням активности и обратной активности [см. уравнения (1) и (2)]
позволяет определить приводимые групповые интегралы t𝑏𝑛u высоких порядков
без использования каких-либо дополнительных данных [см. уравнение (5)].

Непосредственные расчеты показали, что уравнения состояния решеточно-
го газа с определенным таким образом [т.е. с использованием уравнения (5)]
набором приводимых интегралов принципиально точнее описывают состояния,
близкие к фазовому переходу (в окрестностях точек насыщения и кипения), по
сравнению с уравнениями, где весь набор интегралов t𝑏𝑛u (на практике, просто
большой набор) определяется только на основе ограниченного набора известных
неприводимых интегралов (вириальных коэффициентов).

Несмотря на то, что предложенный метод определения приводимых инте-
гралов все еще является приближенным (по сути, точно определяются только
несколько первых приводимых интегралов и интегралы самых высоких поряд-
ков), он может иметь большие перспективы для дальнейшего развития и уточ-
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нения.
Важным является уже сам факт того, что при определении вириального ря-

да существуют возможности «двигаться» одновременно с двух направлений: как
со стороны низких порядков, так и бесконечных. В перспективе дальнейшее по-
вышение точности становится возможным уже только за счет более «реалистич-
ных» аппроксимаций групповых интегралов «средних» порядков. Кроме того,
несмотря на то, что в данной работе рассматривались исключительно уравнения
с приводимыми групповыми интегралами, некоторые дополнительные возмож-
ности могут открыться при исследовании соответствующей асимптотики строго
связанных с ними неприводимых интегралов (или вириальных коэффициентов).

Также можно отметить то, что представленные в работе результаты отно-
сятся пока только к специфической модели двумерного решеточного газа, для
которой существует точное решение Ли—Янга, хотя сами по себе базовые урав-
нения (3) и (5) остаются абсолютно применимыми и для более сложных моделей,
а это, в свою очередь, тоже открывает дополнительные перспективы для даль-
нейших исследований.
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Ушкац С. Ю., Ушкац М. В., Алєксєєв О. М.
Груповi iнтеграли високих порядкiв для моделi ґраткового газу

Резюме

У роботi запропоновано новий метод визначення звiдних групових iнтегралiв високих
порядкiв для вiдомої статистичної моделi ґраткового газу на основi теореми Кошi—Ада-
мара та нещодавно отриманої точної iнформацiї стосовно радiуса збiжностi вiрiальних
розкладiв для тиску й густини за степенями активностi. У порiвняннi з попереднiми до-
слiдженнями (в яких увесь ряд звiдних групових iнтегралiв визначався лише на основi
дуже обмеженого числа незвiдних iнтегралiв низьких порядкiв) запропонований комбi-
нований метод апроксимацiї звiдних групових iнтегралiв дає теоретичнi значення тиску
в точках насичення й кипiння суттєво ближчi одне до одного та до розв’язку Лi—Янга
для двовимiрного ґраткового газу.
Ключовi слова: ґратковий газ, вiрiальний ряд, груповий iнтеграл, теорема Кошi—
Адамара, радiус збiжностi .

Ushcats S. Y., Ushcats M. V., Alekseev A. N.
High-order cluster integrals for the lattice-gas model

Summary

In the paper, for the known statistical lattice-gas model, a new method is proposed to define

the high-order reducible cluster integrals on the basis of the Cauchy–Hadamard theorem and

recently established strict information about the convergence radius of the virial expansions

for pressure and density in powers of activity. Compared with previous studies (where the

whole set of reducible cluster integrals were evaluated on the basis of the extremely limited

number of low-order irreducible integrals), the proposed complex method to approximate

the reducible cluster integrals yields the theoretical values of pressure at the saturation and

boiling points considerably close to each other as well as to the Lee–Yang solution for the

two-dimensional lattice gas.

Key words: lattice gas, virial series, cluster integral, Cauchy-Hadamard theorem, radius of

convergence .
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