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СХЕМА ПОЛНОГО УСРЕДНЕНИЯ ИМПУЛЬСНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ С НЕЧЕТКОЙ ПРАВОЙ
ЧАСТЬЮ В ТЕРМИНАХ R-РЕШЕНИЙ

В работах Т. А. Комлевой, А. В. Плотникова, Л. И. Плотниковой доказана возмож-
ность применения метода усреднения на конечном промежутке для дифференциальных
включений с нечеткой правой частью, содержащих малый параметр в терминах мно-
жеств решений (с переходом к отдельным 𝛼-решениям при доказательстве), а в работах
Н. В. Скрипник аналогичные результаты получены для импульсных дифференциаль-
ных включений с нечеткой правой частью. В дальнейшем в работах Т. А. Комлевой,
А. В. Плотникова введено понятие 𝑅-решения дифференциального включения с нечет-
кой правой частью и обоснована возможность применения метода усреднения в терми-
нах 𝑅-решений (без перехода к 𝛼-решений при доказательстве). В данной статье эти
результаты перенесены на импульсный случай, а именно, введено понятие 𝑅-решения и
обоснована возможность применения схемы полного усреднения для импульсных диф-
ференциальных включений с нечеткой правой частью в терминах 𝑅-решений.
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Введение. Нечеткие системы — очень важная тема как с теоретической
точки зрения, так и с практической. Они применяются, например, в автомобиль-
ной, аэрокосмической и транспортной промышленности, в строительстве, при
создании гидравлических и популяционных моделей, в сфере финансов, анали-
за и принятия управленческих решений, при прогнозировании разных экономи-
ческих, политических, биржевых ситуаций и тому подобное. Нечеткие системы
являются естественным способом моделирования динамических систем в услови-
ях неопределенности. Формализация нечетких понятий позволяет приближенно
описывать поведение систем настолько сложных, что они не поддаются точному
математическому анализу. В ряде случаев такое описание является единственно
возможным, так как в реальных ситуациях закономерности, ограничения, кри-
терии выбора в большей части субъективны и точно не определены. С 1965 г.,
когда L. Zadeh [1] опубликовал свою новаторскую работу, были рассмотрены сот-
ни примеров, в которых природа неопределенности в поведении системы является
скорее нечеткой, нежели имеет стохастический характер.

Асимптотические методы исследования нелинейных дифференциальных урав-
нений занимают центральное место в нелинейной механике и смежных разде-
лах математики, механики, физики и техники. Разработка общего алгоритма,
получившего название метода усреднения Крылова—Боголюбова, и теорема о
близости решений точной и усредненной систем принадлежат Н. М. Крылову и
Н. Н. Боголюбову [2]. В дальнейшем Н. Н. Боголюбов создал строгую теорию
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метода усреднения и показал, что этот метод органично связан с существовани-
ем замены переменных, позволяющей исключить время 𝑡 из правых частей рас-
сматриваемых уравнений с наперед заданной степенью точности относительно
малого параметра 𝜀, обосновал асимптотический характер приближений, полу-
чаемых методом усреднения, и установил соответствие между решениями точных
и усредненных уравнений на бесконечном временном интервале.

Полученные результаты получили дальнейшее развитие в работах Ю. А. Мит-
ропольского, А. М. Самойленко, Л. Д. Акуленко, В. М. Волосова, Е. А. Гре-
бенникова, М. А. Красносельского, С. Г. Крейна, Н. Н. Моисеева, Н. А. Пере-
стюка, В. А. Плотникова, А. Н. Филатова, Ф. Л. Черноусько и др. для нели-
нейных уравнений с медленно меняющимися коэффициентами, многочастотных
систем, уравнений в частных производных, разностных уравнений, уравнений
с разрывными правыми частями, импульсных дифференциальных уравнений,
уравнений с запаздыванием, стохастических уравнений, уравнений в бесконеч-
номерных пространствах, дифференциальных включений, дифференциальных
уравнений и включений с производной Хукухары, многозначных интегральных
и интегро–дифференциальных уравнений, квазидифференциальных уравнений,
нечетких уравнений и включений и тому подобное (см. [3]– [18] и ссылки в них).

В данной статье рассматривается обоснование метода полного усреднения
для импульсных дифференциальных включений с нечеткой правой частью на
конечном промежутке в терминах 𝑅-решений.

Предварительные результаты. Введем в рассмотрение нечеткое про-
странство E𝑛 отображений 𝑢 : R𝑛 Ñ r0,1s, удовлетворяющих следующим усло-
виям:

1) 𝑢 полунепрерывно сверху по Бэру, т.е. для любых 𝑦 P R𝑛 и 𝜀 ą 0 существует
𝛿p𝑦,𝜀q ą 0 такое, что для всех }𝑦´𝑦} ă 𝛿 справедливо неравенство 𝑢p𝑦q ă 𝑢p𝑦q`𝜀;

2) 𝑢 нормально, т.е. существует вектор 𝑦0 P R𝑛 такой, что 𝑢p𝑦0q “ 1;

3) 𝑢 нечетко выпукло, т.е. для любых 𝑦1,𝑦2 P R𝑛 и любого 𝜆 P r0,1s справед-
ливо неравенство 𝑢p𝜆𝑦1 ` p1´ 𝜆q𝑦2q ě mint𝑢p𝑦1q, 𝑢p𝑦2qu;

4) замыкание множества t𝑦 P R𝑛 : 𝑢p𝑦q ą 0u компактно.
Нулем в пространстве E𝑛 является отображение

0̂p𝑦q “

"

1, 𝑦 “ 0,
0, 𝑦 P R𝑛z0.

Определение 1. 𝛼-срезкой r𝑢s𝛼 нечеткого множества 𝑢 P E𝑛 называется
множество t𝑦 P R𝑛 : 𝑢p𝑦q ě 𝛼u при 𝛼 P p0,1s и замыкание множества t𝑦 P R𝑛 :
𝑢p𝑦q ą 0u при 𝛼 “ 0.

Теорема 1. [19] Если 𝑢 P E𝑛, то
1) r𝑢s𝛼 P 𝑐𝑜𝑛𝑣pR𝑛q для всех 𝛼 P r0,1s;
2) r𝑢s𝛼2 Ă r𝑢s𝛼1 для всех 0 ď 𝛼1 ď 𝛼2 ď 1;

3) если t𝛼𝑘u
8
𝑘“1 – неубывающая последовательность, стремящаяся к 𝛼, то

r𝑢s𝛼 “
Ş

𝑘ě1

r𝑢s𝛼𝑘 .
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Наоборот, если семейство множеств t𝐴𝛼 : 𝛼 P r0,1su из пространства
𝑐𝑜𝑛𝑣pR𝑛q удовлетворяет свойствам 1)–3), то существует 𝑢 P E𝑛 такое, что
r𝑢s𝛼 “ 𝐴𝛼 для всех 𝛼 P p0,1s и r𝑢s0 “

Ť

0ă𝛼ď1
𝐴𝛼 Ă 𝐴0.

Определим в пространстве E𝑛 метрику 𝐷 : E𝑛 ˆ E𝑛 Ñ R`, полагая

𝐷p𝑢,𝑣q “ sup
0ď𝛼ď1

ℎpr𝑢s𝛼,r𝑣s𝛼q,

где ℎ : 𝑐𝑜𝑛𝑣pR𝑛q ˆ 𝑐𝑜𝑛𝑣pR𝑛q Ñ R`´ расстояние по Хаусдорфу.
В 1989 г. В.А.Байдосов [20, 21] и J.-P.Aubin [22] ввели понятие дифференци-

ального включения с нечеткой правой частью:

9𝑥 P 𝐹 p𝑡,𝑥q, 𝑥p𝑡0q P 𝑋0, p1q

где 𝑡 P 𝐼 “ r𝑡0,𝑇 s´ время, 𝑥 : 𝐼 Ñ R𝑛´ фазовая переменная, 9𝑥 “ 𝑑𝑥
𝑑𝑡´ производная

вектор-функции 𝑥p¨q, 𝐹 : 𝐼ˆR𝑛 Ñ E𝑛´ нечеткое отображение,𝑋0 P E𝑛´ нечеткое
множество начальных состояний.

Определение 2. [23] 𝛼´ решением включения (1) назовем абсолютно
непрерывную функцию 𝑥 : 𝐼 Ñ R𝑛 такую, что 9𝑥p𝑡q P r𝐹 p𝑡,𝑥p𝑡qqs𝛼 почти всюду
на 𝐼 и 𝑥p𝑡0q P r𝑋0s

𝛼.
Множество всех 𝛼-решений включения (1) в момент времени 𝑡 обозначим

𝑋𝛼p𝑡q. В случае, если семейство t𝑋𝛼p𝑡q, 𝛼 P r0,1su определяет нечеткое мно-
жество 𝑋p𝑡q, то 𝑋p𝑡q называется множеством решений включения (1) в
момент времени 𝑡.

Вопросы существования множества 𝑋p𝑡q, его свойства рассматривались в ра-
ботах А. В. Плотникова, S. Abbasbandy, T. Allahviranloo, P. Balasubramaniam,
Y. Chalco-Cano, E. Hullermeier, V. Laksmikantham, O. Lopez-Pouso, K. K. Majum-
dar, R. N. Mohapatra, J. J. Nieto, J. Y. Park, D. O’Regan, H. Roman-Flores, A. A. Tol-
stonogov и др.

Очевидно, что семейство t𝑋𝛼p𝑡q, 𝛼 P r0,1su может не удовлетворять условиям
теоремы 1, т.е. не определять нечеткое множество 𝑋p𝑡q, поэтому в работах [24,25]
введено понятие 𝑅-решения дифференциального включения с нечеткой правой
частью.

Определение 3. [24, 25] Полунепрерывное сверху нечеткое отображение
𝑅 : 𝐼 Ñ E𝑛, 𝑅p𝑡0q “ 𝑋0, удовлетворяющее условию

lim
𝜎Ó0

1

𝜎
sup

𝛼Pr0,1s

ℎ

¨

˝r𝑅p𝑡` 𝜎qs𝛼,
ď

𝑥Pr𝑅p𝑡qs𝛼

"

𝑥`

ˆ 𝑡`𝜎

𝑡

r𝐹 p𝑠,𝑥qs𝛼𝑑𝑠

*

˛

‚“ 0,

называется 𝑅-решением дифференциального включения с нечеткой правой ча-
стью (1).

Определение 4. Говорят, что отображение 𝐹 : R ˆ R𝑛 Ñ E𝑛 вогнуто-
значно по 𝑥, если

𝛽r𝐹 p𝑡,𝑥qs𝛼 ` p1´ 𝛽qr𝐹 p𝑡,𝑦qs𝛼 Ă r𝐹 p𝑡,𝛽𝑥` p1´ 𝛽q𝑦qs𝛼

для любых 𝛼, 𝛽 P r0,1s.
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Теорема 2. [24,25] Пусть нечеткое отображение 𝐹 : 𝐼 ˆR𝑛 Ñ E𝑛 удовле-
творяет следующим условиям:

1) измеримо по 𝑡 при каждом фиксированном 𝑥 P R𝑛;

2) удовлетворяет условию Липшица по 𝑥 с постоянной 𝜆 при почти всех
𝑡 P 𝐼;

3) существует постоянная 𝛾 ą 0 такая, что 𝐷p𝐹 p𝑡,𝑥q,0̂q ď 𝛾 для почти
всех 𝑡 P 𝐼 и всех 𝑥 P R𝑛;

4) вогнутозначно по 𝑥 для почти всех 𝑡 P 𝐼 и всех 𝑥 P R𝑛.

Тогда существует единственное R-решение 𝑅p¨q включения (1), определенное на
промежутке r𝑡0,𝑡0 ` 𝑑s Ă 𝐼.

Многие процессы в биологии, теории управления, электронике описывают-
ся при помощи импульсных дифференциальных включений с нечеткой правой
частью [26]:

9𝑥 P 𝐹 p𝑡,𝑥q, 𝑡 ‰ 𝜏𝑖, 𝑥p0q “ 𝑥0, p2q

Δ𝑥|𝑡“𝜏𝑖 P 𝐼𝑖p𝑥q,

где 𝜏𝑖 P 𝐼, 𝑖 P 1,𝑚´ моменты импульсов, занумерованные в возрастающем поряд-
ке, Δ𝑥|𝑡“𝜏𝑖 “ 𝑥p𝜏𝑖 ` 0q ´ 𝑥p𝜏𝑖 ´ 0q “ 𝑥p𝜏𝑖 ` 0q ´ 𝑥p𝜏𝑖q´ скачок фазового вектора в
точке импульса 𝜏𝑖, 𝐼𝑖 : R𝑛 Ñ E𝑛´ нечеткие отображения.

Введем в рассмотрение понятие R-решения импульсного дифференциального
включения с нечеткой правой частью вида (2).

Определение 5. Нечеткое отображение 𝑅 : 𝐼 Ñ E𝑛, 𝑅p𝑡0q “ 𝑋0, удовле-
творяющее следующим условиям:

1) на промежутках между моментами импульсов 𝑅p¨q полунепрерывно свер-
ху и

lim
𝜎Ó0

1

𝜎
sup

𝛼Pr0,1s

ℎ

¨

˝r𝑅p𝑡` 𝜎qs𝛼,
ď

𝑥Pr𝑅p𝑡qs𝛼

"

𝑥`

ˆ 𝑡`𝜎

𝑡

r𝐹 p𝑠,𝑥qs𝛼𝑑𝑠

*

˛

‚“ 0;

2) 𝑅p¨q непрерывно слева в точках импульсов 𝜏𝑖 и 𝑅p𝜏𝑖`0q “
Ť

𝑥P𝑅p𝜏𝑖q

t𝑥`𝐼𝑖p𝑥qu

называется 𝑅-решением импульсного дифференциального включения с нечет-
кой правой частью (2).

Очевидно, что существование и единственность 𝑅-решения задачи (2) имеет
место, если нечеткое отображение 𝐹 p𝑡,𝑥q удовлетворяет условиям теоремы 2 на
промежутках между моментами импульсов и нечеткие отображения 𝐼𝑖p𝑥q огра-
ничены, вогнутозначны и удовлетворют условию Липшица.

В работах [27,28] обоснована возможность применения метода усреднения на
конечном промежутке для дифференциальных включений с нечеткой правой ча-
стью, содержащих малый параметр. При этом при доказательстве осуществлял-
ся переход к отдельным 𝛼-решениям и в результате показана близость множеств
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решений исходного и усредненного включений. Аналогичные результаты для им-
пульсных дифференциальных включений с нечеткой правой частью получены в
работах [29–32].

В [24, 25] обоснована возможность применения метода усреднения в терми-
нах 𝑅-решений для дифференциальных включений с нечеткой правой частью с
малым параметром. В данной статье перенесем полученные в [24,25] результаты
на импульсный случай.

Основные результаты. Рассмотрим дифференциальное включение с
нечеткой правой частью стандартного вида с импульсами

9𝑥 P 𝜀𝐹 p𝑡,𝑥q, 𝑡 ­“ 𝜏𝑖, 𝑥p0q P 𝑋0, p3q

Δ𝑥 |𝑡“𝜏𝑖P 𝜀𝐼𝑖p𝑥q,

где 𝑡 P R` — время, 𝑥 P R𝑛 — фазовая переменная, 𝜀 ą 0 — малый параметр,
𝐹 : R` ˆR𝑛 Ñ E𝑛, 𝐼𝑖 : R𝑛 Ñ E𝑛 — нечеткие отображения, моменты импульсов 𝜏𝑖
занумерованы множеством натуральных чисел в возрастающем порядке.

Поставим в соответствие включению (3) следующее усредненное дифферен-
циальное включение

9𝜉 P 𝜀 r𝐹 p𝜉q, 𝜉p0q P 𝑋0, p4q

где нечеткое отображение r𝐹 : R𝑛 Ñ E𝑛 таково, что

r𝐹 p𝑥q “ lim
𝑇Ñ8

1

𝑇
𝐷

˜ 𝑡`𝑇ˆ

𝑡

𝐹 p𝑡,𝑥q𝑑𝑡`
ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ď𝑡`𝑇

𝐼𝑖p𝑥q

¸

. p5q

Теорема 3. Пусть в области 𝑄 “ t𝑡 ě 0, 𝑥 P 𝐺 Ă R𝑛u выполнены следующие
условия:

1) нечеткие отображения 𝐹 p𝑡,𝑥q, 𝐼𝑖p𝑥q непрерывны, равномерно ограничены
постоянной 𝑀 , удовлетворяют по 𝑥 условию Липшица с постоянной 𝜆, вогну-
тозначны по 𝑥;

2) равномерно относительно 𝑡, 𝑥 существует предел (5) и

lim
𝑇Ñ8

1

𝑇
𝑖p𝑡,𝑡` 𝑇 q “ 𝑑 ă 8,

где 𝑖p𝑡,𝑡 ` 𝑇 q — количество точек последовательностей t𝑡𝑖u на промежутке
r𝑡, 𝑡` 𝑇 s;

3) R-решения включения (4) для всех 𝑋0 Ă 𝐺1 Ă 𝐺 при 𝑡 P r0,𝐿˚𝜀´1s лежат
вместе с некоторой 𝜌-окрестностью в области 𝐺.

Тогда для любых 𝜂 ą 0 и 𝐿 P p0,𝐿˚s существует такое 𝜀0p𝜂,𝐿q ą 0, что при
𝜀 P p0, 𝜀0s и 𝑡 P r0,𝐿𝜀´1s справедливо следующее неравенство

𝐷p𝑅p𝑡, 𝜀q, r𝑅p𝑡, 𝜀qq ă 𝜂, p6q

где 𝑅p𝑡, 𝜀q, r𝑅p𝑡, 𝜀q — R-решения включений (3) и (4) соответственно, 𝑅p0, 𝜀q “
r𝑅p0, 𝜀q.
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Доказательство. Из условий 1) и 2) следует, что нечеткое отображение
𝐹 : 𝐺 Ñ E𝑛 равномерно ограничено постоянной 𝑀p1 ` 𝑑q и удовлетворяет
условию Липшица с постоянной 𝜆p1` 𝑑q.

Действительно,

𝐷p r𝐹 p𝑥q, t0̂uq ď 𝐷

˜

r𝐹 p𝑥q,
1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

𝐹 p𝑡,𝑥q𝑑𝑡`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

𝐼𝑖p𝑥q

¸

`

`𝐷

˜

1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

𝐹 p𝑡,𝑥q𝑑𝑡`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

𝐼𝑖p𝑥q,t0̂u

¸

ă 𝛿 `
1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

𝐷p𝐹 p𝑠,𝑥q,t0̂uq𝑑𝑠`

`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

𝐷p𝐼𝑖p𝑥q,t0̂uq ă 𝛿 `𝑀 ` 𝑑𝑀 “ 𝛿 `𝑀p1` 𝑑q;

𝐷p r𝐹 p𝑥1q, r𝐹 p𝑥2qq ď 𝐷

˜

r𝐹 p𝑥1q,
1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

𝐹 p𝑡,𝑥1q𝑑𝑡`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

𝐼𝑖p𝑥1q

¸

`

`𝐷

˜

1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

𝐹 p𝑡,𝑥1q𝑑𝑡`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

𝐼𝑖p𝑥1q,
1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

𝐹 p𝑡,𝑥2q𝑑𝑡`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

𝐼𝑖p𝑥2q

¸

`

`𝐷

˜

1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

𝐹 p𝑡,𝑥2q𝑑𝑡`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

𝐼𝑖p𝑥2q, r𝐹 p𝑥2q

¸

ă

ă 2𝛿 `
1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

𝐷p𝐹 p𝑠,𝑥1q, 𝐹 p𝑠,𝑥2qq𝑑𝑠`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

𝐷p𝐼𝑖p𝑥1q,𝐼𝑖p𝑥2qq ď

ď 2𝛿 ` 𝜆||𝑥1 ´ 𝑥2|| ` 𝜆𝑑||𝑥1 ´ 𝑥2|| “ 2𝛿 ` 𝜆p1` 𝑑q||𝑥1 ´ 𝑥2||,

где 𝛿 может быть сделано сколь угодно малым за счет выбора 𝑇 . Таким образом,

𝐷p r𝐹 p𝑥q,t0̂uq ď𝑀p1` 𝑑q, 𝐷p r𝐹 p𝑥1q, r𝐹 p𝑥2qq ď 𝜆p1` 𝑑q||𝑥1 ´ 𝑥2||.

Кроме того, нечеткое отображение r𝐹 p𝑥q является вогнутозначным. Выберем
произвольные 𝛼, 𝛽 P r0,1s 𝑥,𝑦 P 𝐺. Тогда

𝛽r r𝐹 p𝑥qs𝛼 ` p1´ 𝛽qr r𝐹 p𝑦qs𝛼 “

“ 𝛽

«

lim
𝑇Ñ8

˜

1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

𝐹 p𝑡,𝑥q𝑑𝑡`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

𝐼𝑖p𝑥q

¸ff𝛼

`

`p1´ 𝛽q

«

lim
𝑇Ñ8

˜

1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

𝐹 p𝑡,𝑦q𝑑𝑡`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

𝐼𝑖p𝑦q

¸ff𝛼

“

“ lim
𝑇Ñ8

˜

1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

p𝛽r𝐹 p𝑡,𝑥qs𝛼 ` p1´ 𝛽qr𝐹 p𝑡,𝑦qs𝛼q𝑑𝑡`

`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

p𝛽r𝐼𝑖p𝑥qs
𝛼 ` p1´ 𝛽qr𝐼𝑖p𝑦qs

𝛼q

¸

Ă
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Ă lim
𝑇Ñ8

˜

1

𝑇

ˆ 𝑡`𝑇

𝑡

r𝐹 p𝑡,𝛽𝑥` p1´ 𝛽q𝑦qs𝛼𝑑𝑡`
1

𝑇

ÿ

𝑡ď𝜏𝑖ă𝑡`𝑇

r𝐼𝑖p𝛽𝑥` p1´ 𝛽q𝑦qs
𝛼

¸

“

“ r r𝐹 p𝛽𝑥` p1´ 𝛽q𝑦qs𝛼.

В силу условий теоремы 𝑅-решения включений (3) и (4) существуют.
Для любого целого 𝑚 ą 1 разобъем отрезок r0, 𝐿𝜀´1s на 𝑚 равных частей

точками 𝑡𝑘 “ 𝑘𝐿
𝜀𝑚 , 𝑘 “ 0,𝑚.

Построим нечеткие отображения 𝑅𝑚p𝑡,𝜀q и r𝑅𝑚p𝑡,𝜀q такие, что

r𝑅𝑚p𝑡,𝜀qs𝛼 “
ď

𝑥Pr𝑅𝑚p𝑡𝑘,𝜀qs𝛼

$

&

%

𝑥` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑥qs𝛼𝑑𝑠` 𝜀
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

r𝐼𝑖p𝑥qs
𝛼

,

.

-

, r𝑅𝑚p0,𝜀qs𝛼 “ r𝑋0s
𝛼,

r r𝑅𝑚p𝑡,𝜀qs𝛼 “
ď

𝑦Pr r𝑅𝑚p𝑡𝑘,𝜀qs𝛼

!

𝑦 ` 𝜀p𝑡´ 𝑡𝑘qr r𝐹 p𝑦qs
𝛼𝑑𝑠

)

, r r𝑅𝑚p0,𝜀qs𝛼 “ r𝑋0s
𝛼,

для всех 𝛼 P r0,1s, 𝑡 P p𝑡𝑘,𝑡𝑘`1s, 𝑘 “ 0,𝑚´ 1.
При 𝑡 P p𝑡𝑘,𝑡𝑘`1s справедлива оценка

𝐷

ˆ

𝑅𝑚p𝑡𝑘,𝜀q,𝑅
𝑚p𝑡,𝜀q

˙

“

“ sup
𝛼Pr0,1s

ℎ

˜

r𝑅𝑚p𝑡𝑘, 𝜀qs
𝛼,

ď

𝑥Pr𝑅𝑚p𝑡𝑘,𝜀qs𝛼

$

&

%

𝑥` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑥qs𝛼𝑑𝑠` 𝜀
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

r𝐼𝑖p𝑥qs
𝛼

,

.

-

¸

ď

ď 𝜀𝑀p𝑡´ 𝑡𝑘q ` 𝜀𝑀𝑑p𝑡´ 𝑡𝑘q ď
𝑀𝐿p1` 𝑑q

𝑚
.

Аналогично

𝐷
´

r𝑅𝑚p𝑡𝑘,𝜀q, r𝑅
𝑚p𝑡,𝜀q

¯

ď
𝑀𝐿p1` 𝑑q

𝑚
,

𝐷 p𝑅p𝑡𝑘,𝜀q,𝑅p𝑡,𝜀qq ď
𝑀𝐿p1` 𝑑q

𝑚
,

𝐷
´

r𝑅p𝑡𝑘,𝜀q, r𝑅p𝑡,𝜀q
¯

ď
𝑀𝐿p1` 𝑑q

𝑚
.

Докажем, что

lim
𝑚Ñ8

𝐷

ˆ

𝑅𝑚p𝑡, 𝜀q, 𝑅p𝑡, 𝜀q

˙

“ 0, lim
𝑚Ñ8

𝐷

ˆ

r𝑅𝑚p𝑡, 𝜀q, r𝑅p𝑡, 𝜀q

˙

“ 0.

Пусть 𝑡 P p𝑡𝑘,𝑡𝑘`1s. Обозначим через 𝜏𝑘1 ,𝜏𝑘2 , . . . ,𝜏𝑘𝑝 моменты импульсных воз-
действий 𝜏𝑖 на промежутке r𝑡𝑘, 𝑡𝑘`1s. Тогда для всех 𝛼 P r0,1s имеем

r𝑅p𝑡,𝜀qs𝛼 “
ď

𝑥Pr𝑅p𝑡𝑘,𝜀qs𝛼

ď

𝑣p𝑠qPr𝐹 p𝑠,𝑦p𝑠qqs𝛼

$

&

%

𝑦p𝑡q “ 𝑥` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

𝑣p𝑠q𝑑𝑠

,

.

-

, 𝑡𝑘 ď 𝑡 ď 𝜏𝑘1 ,
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r𝑅p𝑡,𝜀qs𝛼 “
ď

𝑥Pr𝑅p𝜏𝑘
𝑞 ,𝜀qs𝛼

ď

𝑣p¨q,𝑟

$

’

&

’

%

𝑦p𝑡q “ 𝑧 ` 𝜀

𝑡ˆ

𝜏𝑘
𝑞

𝑣p𝑠q𝑑𝑠 :
𝑣p𝑠q P r𝐹 p𝑠,𝑦p𝑠qqs𝛼,

𝑧 “ 𝑥` 𝜀𝑟, 𝑟 P r𝐼𝜏𝑘
𝑞
p𝑥qs𝛼

,

/

.

/

-

,

𝜏𝑘𝑞 ă 𝑡 ď 𝜏𝑘𝑞`1, 𝑞 “ 1,𝑝.

Пусть 𝛿𝑘 “ 𝐷

ˆ

𝑅p𝑡𝑘, 𝜀q, 𝑅
𝑚p𝑡𝑘, 𝜀q

˙

. Тогда при 𝑡 P r𝑡𝑘, 𝜏𝑘1 s, 𝛼 P r0,1s получим

ℎ

ˆ

r𝑅p𝑡,𝜀qs𝛼,r𝑅𝑚p𝑡,𝜀qs𝛼
˙

“

“ ℎ

˜

ď

𝑥Pr𝑅p𝑡𝑘,𝜀qs𝛼

ď

𝑣p𝑠qPr𝐹 p𝑠,𝑦p𝑠qqs𝛼

t𝑦p𝑡q “ 𝑥`𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

𝑣p𝑠q𝑑𝑠u,
ď

𝑧Pr𝑅𝑚p𝑡𝑘,𝜀qs𝛼

t𝑧`𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑧qs𝛼𝑑𝑠u

¸

ď

ď sup
𝑥,𝑧,𝑣p¨q

𝜌

¨

˝𝑥` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

𝑣p𝑠q𝑑𝑠, 𝑧 ` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑧qs𝛼𝑑𝑠

˛

‚ď

ď sup
𝑥,𝑧,𝑣p¨q

¨

˝||𝑥´ 𝑧|| ` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

𝜌p𝑣p𝑠q,r𝐹 p𝑠,𝑧qs𝛼q𝑑𝑠

˛

‚ď

ď 𝛿𝑘 ` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

sup
𝑥,𝑧,𝑣p¨q

ℎ pr𝐹 p𝑠,𝑦p𝑠qqs𝛼,r𝐹 p𝑠,𝑧qs𝛼q𝑑𝑠q ď

ď 𝛿𝑘 ` 𝜀𝜆

𝑡ˆ

𝑡𝑘

«

sup
𝑥,𝑣p¨q

||𝑦p𝑠q ´ 𝑥|| ` 𝛿𝑘

ff

𝑑𝑠 ď 𝛿𝑘 ` 𝜀𝜆

„

𝜀𝑀
𝐿

𝜀𝑚
` 𝛿𝑘



𝐿

𝜀𝑚
“

“ 𝛿𝑘

ˆ

1`
𝜆𝐿

𝑚

˙

`
𝜆𝑀𝐿2

𝑚2
.

При 𝑡 P p𝑡𝑘𝑞 , 𝑡𝑘`1
𝑞 s, 𝛼 P r0,1s имеем

ℎ

ˆ

r𝑅p𝑡,𝜀qs𝛼,r𝑅𝑚p𝑡,𝜀qs𝛼
˙

“

“ ℎ

˜

ď

𝑥Pr𝑅p𝑡𝑘,𝜀qs𝛼

ď

𝑣p𝑠qPr𝐹 p𝑠,𝑦p𝑠qqs𝛼

$

&

%

𝑦p𝑡q “ 𝑥` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

𝑣p𝑠q𝑑𝑠` 𝜀
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

Δ𝑖, Δ𝑖 P r𝐼𝑖p𝑦p𝑡𝑖qqs
𝛼

,

.

-

,

ď

𝑣Pr𝑅𝑚p𝜏𝑘,𝜀qs𝛼

$

&

%

𝑣 ` 𝜀

𝑡ˆ

𝜏𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑣qs𝛼𝑑𝑠` 𝜀
ÿ

𝜏𝑘ď𝑡𝑖ă𝑡

r𝐼𝑖p𝑣qs
𝛼

,

.

-

¸

ď
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ď sup
𝑥,𝑣,𝑣p¨q

𝜌

¨

˝𝑥` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

𝑣p𝑠q𝑑𝑠` 𝜀
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

Δ𝑖, 𝑣 ` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑣qs𝛼𝑑𝑠` 𝜀
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

r𝐼𝑖p𝑣qs
𝛼

˛

‚ď

ď sup
𝑥,𝑣,𝑣p¨q

¨

˝||𝑥´ 𝑣|| ` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

𝜌p𝑣p𝑠q,r𝐹 p𝑠,𝑣qs𝛼q𝑑𝑠` 𝜀
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

𝜌pΔ𝑖, r𝐼𝑖p𝑣qs
𝛼q

˛

‚ď

ď 𝛿𝑘 ` 𝜀𝜆

𝑡ˆ

𝑡𝑘

˜

sup
𝑥,𝑣p¨q

||𝑦p𝑠q ´ 𝑥|| ` 𝛿𝑘

¸

𝑑𝑠`
𝜆𝑑𝐿

𝑚

˜

sup
𝑥,𝑣p¨q

||𝑦p𝑡𝑖q ´ 𝑥|| ` 𝛿𝑘

¸

ď

ď 𝛿𝑘

ˆ

1`
𝜆𝐿

𝑚
`
𝜆𝑑𝐿

𝑚

˙

`𝜀𝜆
𝐿

𝜀𝑚

ˆ

𝜀𝑀
𝐿

𝜀𝑚
` 𝜀𝑑𝑀

𝐿

𝜀𝑚

˙

`
𝜆𝑑𝐿

𝑚

ˆ

𝜀𝑀
𝐿

𝜀𝑚
` 𝜀𝑑𝑀

𝐿

𝜀𝑚

˙

“

“ 𝛿𝑘

ˆ

1`
𝜆𝐿p1` 𝑑q

𝑚

˙

`
𝜆𝑀𝐿2p1` 𝑑q2

𝑚2
.

Тогда

𝛿𝑘`1 ď 𝛿𝑘

ˆ

1`
𝜆𝐿p1` 𝑑q

𝑚

˙

`
𝜆𝑀𝐿2p1` 𝑑q2

𝑚2
, 𝛿0 “ 0.

Следовательно,

𝛿𝑘 ď
𝜆𝑀𝐿2p1` 𝑑q2

𝑚2
¨

´

1` 𝜆𝐿p1`𝑑q
𝑚

¯𝑘

´ 1

𝜆𝐿p1`𝑑q
𝑚

ď
𝑀𝐿p1` 𝑑q

𝑚

´

𝑒𝜆𝐿p1`𝑑q ´ 1
¯

.

Таким образом,
𝐷p𝑅p𝑡,𝜀q, 𝑅𝑚p𝑡,𝜀qq ď

ď 𝐷p𝑅p𝑡,𝜀q,𝑅p𝜏𝑘, 𝜀qq `𝐷p𝑅p𝜏𝑘, 𝜀q, 𝑅
𝑚p𝜏𝑘, 𝜀qq `𝐷p𝑅

𝑚p𝜏𝑘, 𝜀q,𝑅
𝑚p𝑡,𝜀qq ď

ď
2𝑀𝐿p1` 𝑑q

𝑚
`
𝑀𝐿p1` 𝑑q

𝑚

´

𝑒𝜆𝐿p1`𝑑q ´ 1
¯

“
𝑀𝐿p1` 𝑑q

𝑚

´

𝑒𝜆𝐿p1`𝑑q ` 1
¯

. p7q

Аналогично можно получить оценку

𝐷

ˆ

r𝑅p𝑡,𝜀q, r𝑅𝑚p𝑡,𝜀q

˙

ď
𝑀𝐿p1` 𝑑q

𝑚

´

𝑒𝜆𝐿p1`𝑑q ` 1
¯

. p8q

Обозначим через 𝜎𝑘 “ 𝐷p𝑅𝑚p𝑡𝑘,𝜀q, r𝑅
𝑚p𝑡𝑘,𝜀qq. При 𝑡 P p𝑡𝑘, 𝑡𝑘`1s,𝑘 “ 0,𝑚´ 1,

𝛼 P r0,1s оценим

ℎpr𝑅𝑚p𝑡,𝜀qs𝛼,r r𝑅𝑚p𝑡,𝜀qs𝛼q “ ℎ

˜

ď

𝑥Pr𝑅𝑚p𝑡𝑘,𝜀qs𝛼

$

&

%

𝑥` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑥qs𝛼𝑑𝑠`
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` 𝜀
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

r𝐼𝑖p𝑥qs
𝛼

+

,
ď

𝑦Pr r𝑅𝑚p𝑡𝑘,𝜀qs𝛼

$

&

%

𝑦 ` 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r r𝐹 p𝑦qs𝛼𝑑𝑠

,

.

-

¸

ď

ď sup
𝑥,𝑦

¨

˝||𝑥´ 𝑦|| ` 𝜀ℎ

¨

˝

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑥qs𝛼𝑑𝑠`
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

r𝐼𝑖p𝑥qs
𝛼,

𝑡ˆ

𝜏𝑘

r r𝐹 p𝑦qs𝛼𝑑𝑠

˛

‚

˛

‚ď

ď sup
𝑥,𝑦

˜

||𝑥´𝑦||`𝜀ℎ

¨

˝

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑥qs𝛼𝑑𝑠`
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

r𝐼𝑖p𝑥qs
𝛼,

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑦qs𝛼𝑑𝑠`
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

r𝐼𝑖p𝑦qs
𝛼

˛

‚`

`𝜀ℎ

¨

˝

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r𝐹 p𝑠,𝑦qs𝛼𝑑𝑠`
ÿ

𝑡𝑘ď𝜏𝑖ă𝑡

r𝐼𝑖p𝑦qs
𝛼,

𝑡ˆ

𝑡𝑘

r r𝐹 p𝑦qs𝛼𝑑𝑠

˛

‚

¸

ď

ď sup
𝑥,𝑦

¨

˝||𝑥´ 𝑦|| ` 𝜀𝜆

𝑡ˆ

𝑡𝑘

||𝑥´ 𝑦||𝑑𝑠` 𝜀𝜆𝑑
𝐿

𝜀𝑚
||𝑥´ 𝑦||

˛

‚` 𝜀
𝐿

𝜀𝑚
𝜂1 ď

ď 𝜎𝑘

ˆ

1`
𝜆𝐿p1` 𝑑q

𝑚

˙

`
𝐿𝜂1
𝑚

ď
𝐿𝜂1
𝑚

¨

´

1` 𝜆𝐿p1`𝑑q
𝑚

¯𝑘`1

´ 1

𝜆𝐿p1`𝑑q
𝑚

ď

ď

𝜂1

ˆ

𝑒𝜆𝐿p1`𝑑q ´ 1

˙

𝜆p1` 𝑑q
. p9q

Из (7)–(9) имеем

𝐷

ˆ

𝑅p𝑡,𝜀q, r𝑅p𝑡,𝜀q

˙

ď

𝜂1

ˆ

𝑒𝜆𝐿p1`𝑑q ´ 1

˙

𝜆p1` 𝑑q
`

2𝑀𝐿p1` 𝑑q

𝑚

´

𝑒𝜆𝐿p1`𝑑q ` 1
¯

. p10q

Выбирая

𝑚 ą

4𝑀𝐿p1` 𝑑q

ˆ

𝑒𝜆𝐿p1`𝑑q ` 1

˙

𝜂
и 𝜂1 ă

𝜆p1` 𝑑q𝜂

2p𝑒𝜆𝐿p1`𝑑q ´ 1q
,

получим из (10) утверждение теоремы.

Замечание 1. Если включения (3),(4) периодичны по времени, то оценка
(6) принимает вид

𝐷

ˆ

𝑅p𝑡,𝜀q, r𝑅p𝑡,𝜀q

˙

ď 𝐶𝜀.

Заключение. Таким образом, в данной статье обоснована возможность
применения схемы полного усреднения для импульсных дифференциальных вклю-
чений с нечеткой правой частью на конечном промежутке в терминах 𝑅-решений.
Полученные результаты обобщают аналогичные результаты для импульсных диф-
ференциальных включений [11].
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Скрипник Н. В.
Схема повного усереднення iмпульсних диференцiальних включень з нечiт-
кою правою частиною в термiнах R-розв’язкiв

Резюме

В роботах Т. О. Комлєвої, А. В. Плотнiкова, Л. I. Плотнiкової доведено можливiсть за-
стосування методу усереднення на скiнченному промiжку для диференцiальних вклю-
чень з нечiткою правою частиною, що мiстять малий параметр, у термiнах множин
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розв’язкiв (з переходом до окремих 𝛼-розв’язкiв при доведеннi), а в роботах Н. В. Скри-
пник аналогiчнi результати отриманi для iмпульсних диференцiальних включень з нечiт-
кою правою частиною. В подальшому в роботах Т. О. Комлєвої, А. В. Плотнiкова вве-
дено поняття 𝑅-розв’язку диференцiального включення з нечiткою правою частиною
та обгрунтовано можливiсть застосування методу усереднення в термiнах 𝑅-розв’язкiв
(без переходу до 𝛼-розв’язкiв при доведеннi). В данiй статтi цi результати перенесено на
iмпульсний випадок, а саме введено поняття 𝑅-розв’язку та обгрунтовано можливiсть
застосування схеми повного усереднення для iмпульсних диференцiальних включень з
нечiткою правою частиною в термiнах 𝑅-розв’язкiв.
Ключовi слова: нечiткi системи, диференцiальнi включення, iмпульси, метод усере-
днення, R-розв’язок .

Skripnik N. V.
Full averaging scheme for impulsive differential inclusions with fuzzy right-
hand side in terms of R-solutions

Summary

In the works of T. A. Komleva, A. V. Plotnikov, L. I. Plotnikova the possibility of applying
the averaging method on a finite interval for differential inclusions with a fuzzy right-hand
side containing a small parameter in terms of solution sets (with a transition to separate
𝛼-solutions in the proof), and in the works of N. V. Skripnik similar results were obtained for
impulse differential inclusions with a fuzzy right-hand side. Later in the works of T. A. Kom-
leva and A. V. Plotnikov the concept of 𝑅-solution of the differential inclusion with a fuzzy
right-hand side was introduced and the possibility of applying the averaging method in terms
of 𝑅-solutions was justified (without passing to 𝛼-solutions in the proof). In this article, these
results are transferred to the impulse case, namely, the concept of 𝑅-solution is introduced
and the possibility of using the full averaging scheme for impulse differential inclusions with
a fuzzy right-hand side in terms of 𝑅-solutions is substantiated.
Key words: fuzzy systems, differential inclusions, impulses, averaging method, R-solution.
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