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МЕТОД ДВОБIЧНИХ НАБЛИЖЕНЬ I МЕТОД ПРЯМИХ
РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ ДЛЯ ОДНОВИМIРНОГО
НАПIВЛIНIЙНОГО РIВНЯННЯ ТЕПЛОПРОВIДНОСТI

Розглянуто першу початково-крайову задачу для одновимiрного напiвлiнiйного рiв-
няння теплопровiдностi. На основi модифiкованого методу Роте на кожному часовому
шарi вихiдна нестацiонарна задача замiнена нелiнiйною крайовою задачею для зви-
чайного диференцiального рiвняння. Методом функцiй Грiна вiд цiєї задачi виконано
перехiд до еквiвалентного iнтегрального рiвняння Гаммерштейна, яке далi розглянуто
як нелiнiйне операторне рiвняння з гетеротонним оператором у просторi неперервних
функцiй, напiвупорядкованому конусом невiд’ємних функцiй. Для знаходження додат-
ного розв’язку iнтегрального рiвняння (а отже, i узагальненого розв’язку вiдповiдної
крайової задачi) на кожному часовому шарi побудовано метод послiдовних наближень
з двобiчним характером збiжностi. Отже, у роботi для першої початково-крайової за-
дачi для одновимiрного напiвлiнiйного рiвняння теплопровiдностi зi змiнним коефiцi-
єнтом теплопровiдностi вперше побудовано напiвдискретний метод її розв’язання, який
базується на сумiсному використаннi модифiкованого методу прямих Роте та методу
двобiчних наближень. Обчислювальний експеримент проведено для задачi з експонен-
цiальним коефiцiєнтом теплопровiдностi, гетеротонною степеневою нелiнiйнiстю i па-
раболiчним початковим розподiлом температури.
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Вступ. Проблема математичного моделювання рiзноманiтних бiологiчних
та фiзико-хiмiчних явищ i процесiв приводить до необхiдностi розв’язання почат-
кових або початково-крайових задач для напiвлiнiйного параболiчного рiвняння
вигляду [13,20]

B𝑢

B𝑡
´
B

B𝑥

ˆ

𝑝p𝑥,𝑡q
B𝑢

B𝑥

˙

` 𝑞p𝑥,𝑡q𝑢 “ 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢q. (1)

При цьому, виходячи з сенсу функцiї 𝑢p𝑥,𝑡q у тiй чи iншiй предметнiй областi,
природно постає задача знаходження додатного розв’язку рiвняння (1).

Рiвняння (1) дослiджується у багатьох працях, зокрема можна вiдмiтити ро-
боти [2, 8, 10, 13]. Для чисельного аналiзу задач для рiвняння (1) використовую-
ться скiнченно-рiзницевi методи (метод сiток), скiнченно-елементнi методи та на-
пiвдискретнi методи (метод прямих, або метод Роте) [6,10,11,20,21]. Метод Роте,
запропонований вперше у [21], дозволяє зводити розв’язання початково-крайових
задач для нестацiонарних рiвнянь до розв’язання послiдовностi крайових задач
для стацiонарних рiвнянь. Його перевагою порiвняно, наприклад, з сiтковими ме-
тодами, є вiдсутнiсть умов стiйкостi типу Куранту—Левi. На сьогоднi цей метод

Надiйшла 23.09.2018 © Сидоров М. В., 2018



Метод двобiчних наближень i метод прямих 69

широко використовується у математичному моделюваннi проблем математики та
механiки [16,17,19, та iн.].

Метою даної роботи є розробка нового методу розв’язання першої початково-
крайової задачi для рiвняння (1) на основi сумiсного використання модифiко-
ваного метода Роте i методу двобiчних наближень. Двобiчнi наближенi методи
розв’язання нелiнiйних операторних рiвнянь, заснованi на використаннi теорiї
нелiнiйних операторiв у напiвупорядкованих просторах, розроблялись у робо-
тах [1, 3–5, 9, 12, 14]. Дана робота продовжує дослiдження, розпочатi в [1], i роз-
повсюджує їх на нестацiонарнi рiвняння.

Основнi результати
1. Побудова модифiкованим методом Роте напiвдискретної апрокси-

мацiї задачi. Розглянемо першу початково-крайову задачу для одновимiрного
напiвлiнiйного рiвняння теплопровiдностi

B𝑢

B𝑡
´
B

B𝑥

ˆ

𝑝p𝑥,𝑡q
B𝑢

B𝑥

˙

` 𝑞p𝑥,𝑡q𝑢 “ 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢q, 𝑥 P p0, 𝑙q, 𝑡 P p0, 𝑇0s, (2)

𝑢p𝑥,𝑡q ą 0, 𝑥 P p0, 𝑙q, 𝑡 P p0, 𝑇0s, (3)

𝑢|𝑥“0 “ 0, 𝑢|𝑥“𝑙 “ 0, 𝑡 P p0, 𝑇0s, (4)

𝑢|𝑡“0 “ 𝜙p𝑥q, 𝑥 P p0, 𝑙q. (5)

Позначимо 𝑄̄𝑇0
“ tp𝑥, 𝑡q|𝑥 P r0, 𝑙s, 𝑡 P r0, 𝑇0su. Вважатимемо, що

𝑝p𝑥,𝑡q ą 0, 𝑞p𝑥,𝑡q ě 0, якщо p𝑥, 𝑡q P 𝑄̄𝑇0
,

𝑝p𝑥,𝑡q,
B𝑝p𝑥,𝑡q

B𝑥
, 𝑞p𝑥,𝑡q неперервнi, якщо p𝑥, 𝑡q P 𝑄̄𝑇0

,

𝑓p𝑥,𝑡,𝑢q неперервна i додатна, якщо p𝑥, 𝑡q P 𝑄̄𝑇0
, 𝑢 ą 0,

𝜙p𝑥q неперервна i додатна, якщо 𝑥 P p0, 𝑙q, 𝜙p0q “ 𝜙p𝑙q “ 0.

На вiдрiзку r0, 𝑇0s введемо часову сiтку з кроком 𝜏 , яка складається з точок

𝑡𝑗 “ 𝑗𝜏, 𝑗 “ 0, 1, 2, ...,𝑚, 𝑚𝜏 “ 𝑇0,

i позначимо
𝑈𝑗 “ 𝑈𝑗p𝑥q “ 𝑢p𝑥, 𝑡𝑗q, 𝑗 “ 0, 1, 2, ...,𝑚.

Вiдповiдно до методу прямих (методу Роте) диференцiальний оператор B𝑢
B𝑡 в

рiвняннi (2) апроксимуємо вiдношенням скiнченних рiзниць i розв’язок задачi (2)
– (5) шукатимемо вздовж прямих 𝑡 “ const.

Рiвняння (2) замiнимо на прямiй 𝑡 “ 𝑡𝑗 , 𝑗 “ 1, 2, ...,𝑚, з похибкою 𝑂p𝜏q зви-
чайним диференцiальним рiвнянням

𝑈𝑗 ´ 𝑈𝑗´1

𝜏
´

𝑑

𝑑𝑥

ˆ

𝑝p𝑥,𝑡𝑗q
𝑑𝑈𝑗

𝑑𝑥

˙

` 𝑞p𝑥,𝑡𝑗q𝑈𝑗 “ 𝑓p𝑥,𝑡𝑗 ,𝑈𝑗q. (6)

Зауважимо, що на вiдмiну вiд оригiнального методу Роте [21] у (6) нелiнiй-
нiсть 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢q апроксимується на поточному, а не на попередньому часовому шарi.
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На нульовому часовому шарi вiдповiдно початковiй умовi (5) покладемо

𝑈0p𝑥q “ 𝜙p𝑥q.

Рiвняння (6) розглядаються при 𝑥 P p0, 𝑙q. Використовуючи крайовi умови (4)
вихiдної задачi, для кожного з рiвнянь (6) поставимо першу крайову задачу.

Тодi розв’язання початково-крайової задачi (2) – (5) зводиться до розв’язання
послiдовностi напiвлiнiйних крайових задач

´
𝑑

𝑑𝑥

ˆ

𝑃𝑗p𝑥q
𝑑𝑈𝑗

𝑑𝑥

˙

`𝑄𝑗p𝑥q𝑈𝑗 “
1

𝜏
𝑈𝑗´1 ` 𝑓p𝑥,𝑡𝑗 ,𝑈𝑗q, 𝑥 P p0, 𝑙q, (7)

𝑈𝑗p𝑥q ą 0, 𝑥 P p0, 𝑙q, (8)

𝑈𝑗p0q “ 0, 𝑈𝑗p𝑙q “ 0, (9)

𝑗 “ 1, ...,𝑚;

𝑈0p𝑥q “ 𝜙p𝑥q,

де позначено

𝑃𝑗p𝑥q “ 𝑝p𝑥,𝑡𝑗q, 𝑄𝑗p𝑥q “ 𝑞p𝑥,𝑡𝑗q `
1

𝜏
.

Зауважимо, що 𝑄𝑗p𝑥q ą 0 на r0, 𝑙s при будь-якому 𝜏 ą 0.
Збiжнiсть метода Роте при 𝜏 Ñ 0 доведена у рiзних класах гладких та уза-

гальнених розв’язкiв для широкого класу нелiнiйностей у рiвняннi (2) [6, 21].
Крайовi задачi (7) – (9) розв’язуються послiдовно. Отже, при знаходженнi

функцiї 𝑈𝑗p𝑥q функцiя 𝑈𝑗´1p𝑥q вже знайдена як розв’язок попередньої задачi,
тому праву частину рiвняння (7) позначимо через 𝐹 p𝑥, 𝑈𝑗q:

𝐹𝑗p𝑥, 𝑈𝑗q “
1

𝜏
𝑈𝑗´1p𝑥q ` 𝑓p𝑥,𝑡𝑗 ,𝑈𝑗q. (10)

2. Розв’язання методом двобiчних наближень задачi (7) – (9). Для
розв’язання кожної з задач (7) – (9) застосуємо метод двобiчних наближень на
основi використання функцiї Грiна [1] i методiв теорiї нелiнiйних операторiв у
напiвупорядкованих просторах [5, 9, 15,18].

Розглядатимемо задачу (7) – (9) для деякого фiксованого 𝑗. Нехай 𝐺𝑗p𝑥,𝑠q
– функцiя Грiна розглядуваної крайової задачi. Тодi задача еквiвалентна iнте-
гральному рiвнянню Гаммерштейна

𝑈𝑗p𝑥q “

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q𝐹𝑗p𝑠, 𝑈𝑗p𝑠qq𝑑𝑠. (11)

Як вiдомо, 𝐺p𝑥,𝑠q “ 𝐺p𝑠,𝑥q, 𝐺p𝑥,𝑠q ą 0, якщо 0 ă 𝑥,𝑠 ă 𝑙, i 𝐺p𝑥,𝑠q “ 0, якщо
𝑥 “ 0, 𝑠 “ 0, 𝑥 “ 𝑙 чи 𝑠 “ 𝑙.

Рiвняння (11) розглядатимемо у банаховому просторi 𝐶r0, 𝑙s неперервних на
вiдрiзку r0, 𝑙s функцiй з нормою }𝑈} “ max

𝑥Pr0,𝑙s
|𝑈p𝑥q|. У просторi 𝐶r0, 𝑙s видiлимо

конус 𝒦` невiд’ємних на вiдрiзку r0, 𝑙s функцiй. Конус 𝒦` у 𝐶r0, 𝑙s є нормальним
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(i навiть гострим) [5, 9, 15]. За допомогою конуса 𝒦` у просторi 𝐶r0, 𝑙s введемо
напiвупорядкованiсть за правилом:

для 𝑈, 𝑉 P 𝐶r0, 𝑙s 𝑈 ď 𝑉, якщо 𝑉 ´ 𝑈 P 𝒦`,

тобто
𝑈 ď 𝑉, якщо 𝑈p𝑥q ď 𝑉 p𝑥q для всiх 𝑥 P r0, 𝑙s.

Шукатимемо узагальнений розв’язок 𝑈𝑗p𝑥q крайової задачi (7) – (9), тобто
неперервний розв’язок iнтегрального рiвняння (11).

Введемо у розгляд нелiнiйний iнтегральний оператор 𝑇𝑗 , що дiє у 𝐶r0, 𝑙s за
правилом

𝑇𝑗p𝑈qp𝑥q “

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q𝐹𝑗p𝑠, 𝑈p𝑠qq𝑑𝑠. (12)

Нехай функцiя 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢q дозволяє дiагональне подання 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢q “ 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢,𝑢q,
де невiд’ємна функцiя 𝑓p𝑥,𝑡,𝑣,𝑤q є неперервною за сукупнiстю змiнних 𝑥, 𝑡, 𝑣, 𝑤,
монотонно зростає за 𝑣 i монотонно спадає за 𝑤 для всiх 𝑥 P p0, 𝑙q, 𝑡 P p0, 𝑇0s. Тодi
дiагональне подання дозволятиме i функцiя 𝐹𝑗p𝑥,𝑈𝑗q вигляду (10): 𝐹𝑗p𝑥, 𝑈𝑗q “

“ 𝐹 𝑗p𝑥, 𝑈𝑗 , 𝑈𝑗q, де функцiя 𝐹 𝑗p𝑥, 𝑣, 𝑤q задається рiвнiстю

𝐹 𝑗p𝑥, 𝑣, 𝑤q “
1

𝜏
𝑈𝑗´1p𝑥q ` 𝑓p𝑥,𝑡𝑗 ,𝑣,𝑤q. (13)

Оскiльки функцiя 𝑈𝑗´1p𝑥q неперервна i невiд’ємна на r0,𝑙s, то й 𝐹 𝑗p𝑥, 𝑣, 𝑤q
буде неперервною за сукупнiстю змiнних 𝑥, 𝑣, 𝑤 невiд’ємною функцiєю, яка мо-
нотонно зростає за 𝑣 i монотонно спадає за 𝑤 для всiх 𝑥 P p0, 𝑙q.

Отже, оператор 𝑇𝑗 вигляду (12) буде гетеротонним з супровiдним оператором

𝑇 𝑗p𝑣,𝑤qp𝑥q “

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥,𝑠q𝐹 𝑗p𝑠,𝑣p𝑠q,𝑤p𝑠qq𝑑𝑠. (14)

Оператори 𝑇𝑗 i 𝑇 𝑗 є цiлком неперервними.
Крiм того, оператор 𝑇𝑗 вигляду (12) є:

а) додатним оператором, тобто залишає iнварiантним конус 𝒦` (якщо 𝑈 P 𝒦`,
то i 𝑇𝑗p𝑈q P 𝒦`);

б) 𝑢0-додатним оператором з функцiєю 𝑢𝑗0p𝑥q, яка задається формулою

𝑢𝑗0p𝑥q “

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥,𝑠q𝑑𝑠, (15)

якщо функцiя Грiна задачi (7) – (9) допускає оцiнку

𝜙𝑗p𝑠q𝑢
𝑗
0p𝑥q ď 𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q ď 𝜓𝑗p𝑠q𝑢

𝑗
0p𝑥q, 0 ď 𝑥, 𝑠 ď 𝑙, (16)

де 𝜙𝑗p𝑠q, 𝜓p𝑠q – невiд’ємнi неперервнi на r0, 𝑙s функцiї, вiдмiннi вiд тотож-
ного нуля (𝑢0-додатнiсть оператора 𝑇 означає, що для будь-якого 𝑈 P 𝒦`
iснують такi числа 𝛼 “ 𝛼p𝑈q ą 0, 𝛽 “ 𝛽p𝑈q ą 0, що 𝛼𝑢0 ď 𝑇 p𝑈q ď 𝛽𝑢0);
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в) гетеротонним оператором з супровiдним оператором вигляду (14), якщо
функцiя 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢q дозволяє дiагональне подання 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢q “ 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢,𝑢q, де
невiд’ємна функцiя 𝑓p𝑥,𝑡,𝑣,𝑤q є неперервною за сукупнiстю змiнних 𝑥, 𝑡,
𝑣, 𝑤, монотонно зростає за 𝑣 i монотонно спадає за 𝑤 для всiх 𝑥 P p0, 𝑙q,
𝑡 P p0, 𝑇0s;

г) псевдоувiгнутим i навiть 𝑢0-псевдоувiгнутим оператором з функцiєю 𝑢𝑗0p𝑥q,
яка має вигляд (13), якщо виконується умова: для всiх 𝑣, 𝑤 ą 0 i при будь-
якому 𝜈 P p0, 1q

𝑓

ˆ

𝑥, 𝑡, 𝜈𝑣,
1

𝜈
𝑤

˙

ą 𝜈𝑓p𝑥, 𝑡, 𝑣, 𝑤q, 𝑥 P p0, 𝑙q, 𝑡 P p0, 𝑇0s. (17)

Позначимо через 𝐾p𝑢0q пiдмножину функцiй 𝑈 з 𝒦`, для яких iснують чи-
сла 𝛼, 𝛽 ą 0 такi, що 𝛼𝑢0 ď 𝑈 ď 𝛽𝑢0. Тодi гетеротонний оператор 𝑇 називається
псевдоувiгнутим [9], якщо для будь-яких ненульових елементiв 𝑉 , 𝑊 з 𝒦` маємо,
що 𝑇 p𝑉,𝑊 q P 𝐾p𝑢0q, i для всiх 𝑉,𝑊 P 𝐾p𝑢0q та будь-якого 𝜈 P p0; 1q виконується
нерiвнiсть 𝑇

`

𝜈𝑉, 1𝜈𝑊
˘

ą 𝜈𝑇 p𝑉,𝑊 q. Умова 𝑢0-псевдоувiгнутостi для псевдоувi-
гнутого оператора є бiльш жорсткою, нiж умова просто псевдоувiгнутостi [9]:
для всiх 𝑉,𝑊 P 𝐾p𝑢0q та будь-якого 𝜈 P p0; 1q iснує 𝜂 “ 𝜂p𝑉,𝑊, 𝜈q ą 0 таке, що
має мiсце нерiвнiсть 𝑇

`

𝜈𝑉, 1𝜈𝑊
˘

ą 𝜈p1` 𝜂q𝑇 p𝑉,𝑊 q.
Вважатимемо, що оператор 𝑇𝑗 вигляду (12) є гетеротонним з супровiдним

оператором 𝑇 𝑗 вигляду (14). Побудуємо метод двобiчних наближень знаходження
додатного розв’язку iнтегрального рiвняння (11) (а отже, i крайової задачi (7) –
(9)).

Для гетеротонного оператора 𝑇𝑗 видiлимо у конусi 𝒦` сильно iнварiантний
конусний вiдрiзок ă 𝑣0𝑗 , 𝑤

0
𝑗 ą. Вiдповiднi умови 𝑇 𝑗p𝑣

0
𝑗 ,𝑤

0
𝑗 q ě 𝑣0𝑗 , 𝑇 𝑗p𝑤

0
𝑗 ,𝑣

0
𝑗 q ď 𝑤0

𝑗

набувають вигляду

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥,𝑠q𝐹 𝑗p𝑠,𝑣
0
𝑗 p𝑠q,𝑤

0
𝑗 p𝑠qq𝑑𝑠 ě 𝑣0𝑗 p𝑥q для всiх 𝑥 P r0, 𝑙s,

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥,𝑠q𝐹 𝑗p𝑠,𝑤
0
𝑗 p𝑠q,𝑣

0
𝑗 p𝑠qq𝑑𝑠 ď 𝑤0

𝑗 p𝑥q для всiх 𝑥 P r0, 𝑙s

або (з урахуванням (13))

𝜙𝑗p𝑥q `

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q𝑓p𝑠, 𝑡𝑗 , 𝑣
0
𝑗 p𝑠q, 𝑤

0
𝑗 p𝑠qq𝑑𝑠 ě 𝑣0𝑗 p𝑥q для всiх 𝑥 P r0, 𝑙s, (18)

𝜙𝑗p𝑥q `

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥,𝑠q𝑓p𝑠, 𝑡𝑗 , 𝑤
0
𝑗 p𝑠q, 𝑣

0
𝑗 p𝑠qq𝑑𝑠 ď 𝑤0

𝑗 p𝑥q для всiх 𝑥 P r0, 𝑙s, (19)

де позначено

𝜙𝑗p𝑥q “
1

𝜏

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥,𝑠q𝑈𝑗´1p𝑠q𝑑𝑠.
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Зауважимо, що 𝜙𝑗p𝑥q ą 0 для всiх 𝑥 P p0, 𝑙q i 𝜙𝑗p0q “ 𝜙𝑗p𝑙q “ 0.
Сформуємо iтерацiйний процес за схемою 𝑣p𝑘`1q “ 𝑇 𝑗p𝑣

p𝑘q,𝑤p𝑘qq, 𝑤p𝑘`1q “

“ 𝑇 𝑗p𝑤
p𝑘q,𝑣p𝑘qq, 𝑘 “ 0,1,2,..., починаючи з кiнцiв вiдрiзка ă 𝑣0𝑗 , 𝑤

0
𝑗 ą:

𝑣p𝑘`1qp𝑥q “

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q𝐹 𝑗p𝑠, 𝑣
p𝑘qp𝑠q, 𝑤p𝑘qp𝑠qq𝑑𝑠, 𝑘 “ 0, 1, 2, ...,

𝑤p𝑘`1qp𝑥q “

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q𝐹 𝑗p𝑠, 𝑤
p𝑘qp𝑠q, 𝑣p𝑘qp𝑠qq𝑑𝑠, 𝑘 “ 0, 1, 2, ...,

𝑣p0qp𝑥q “ 𝑣0𝑗 p𝑥q, 𝑤p0qp𝑥q “ 𝑤0
𝑗 p𝑥q.

З урахуванням (13) iтерацiйнi формули набувають вигляду

𝑣p𝑘`1qp𝑥q “ 𝜙𝑗p𝑥q `

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q𝑓p𝑠, 𝑡𝑗 , 𝑣
p𝑘qp𝑠q, 𝑤p𝑘qp𝑠qq𝑑𝑠, 𝑘 “ 0, 1, 2, ..., (20)

𝑤p𝑘`1qp𝑥q “ 𝜙𝑗p𝑥q `

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q𝑓p𝑠, 𝑡𝑗 , 𝑤
p𝑘qp𝑠q, 𝑣p𝑘qp𝑠qq𝑑𝑠, 𝑘 “ 0, 1, 2, ..., (21)

𝑣p0qp𝑥q “ 𝑣0𝑗 p𝑥q, 𝑤p0qp𝑥q “ 𝑤0
𝑗 p𝑥q. (22)

Вiдмiтимо, що всi функцiї 𝑣p𝑘qp𝑥q, 𝑤p𝑘qp𝑥q, 𝑘 “ 1, 2, ..., задовольняють однорi-
днi крайовi умови: 𝑣p𝑘qp0q “ 𝑣p𝑘qp𝑙q “ 0, 𝑤p𝑘qp0q “ 𝑤p𝑘qp𝑙q “ 0.

Послiдовнiсть t𝑣p𝑘qp𝑥qu не спадає за конусом 𝒦`, а послiдовнiсть t𝑤p𝑘qp𝑥qu не
зростає за конусом 𝒦`, який є нормальним, та iснують границi цих послiдовно-
стей 𝑣˚p𝑥q i 𝑤˚p𝑥q. Функцiї 𝑣˚p𝑥q i 𝑤˚p𝑥q є розв’язком системи рiвнянь

𝑣p𝑥q “ 𝜙𝑗p𝑥q `

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q𝑓p𝑠, 𝑡𝑗 , 𝑣p𝑠q, 𝑤p𝑠qq𝑑𝑠, (23)

𝑤p𝑥q “ 𝜙𝑗p𝑥q `

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q𝑓p𝑠, 𝑡𝑗 , 𝑤p𝑠q, 𝑣p𝑠qq𝑑𝑠. (24)

Теорема 1. Нехай ă 𝑣0𝑗 , 𝑤
0
𝑗 ą – сильно iнварiантний конусний вiдрiзок для

гетеротонного оператора 𝑇𝑗 вигляду (12) з супровiдним оператором 𝑇 𝑗 вигляду
(14) i система рiвнянь (23), (24) не має на ă 𝑣0𝑗 , 𝑤

0
𝑗 ą розв’язкiв таких, що

𝑣 ‰ 𝑤. Тодi iтерацiйний процес (20) – (22) двобiчно збiгається у нормi простору
𝐶r0, 𝑙s до єдиного на ă 𝑣0𝑗 , 𝑤

0
𝑗 ą неперервного додатного розв’язку 𝑈˚𝑗 p𝑥q крайової

задачi (7) – (9).
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Двобiчна збiжнiсть iтерацiйного процесу (20) – (22) означає виконання лан-
цюга нерiвностей

𝑣0 “ 𝑣p0q ď 𝑣p1q ď ... ď 𝑣p𝑘q ď ... ď 𝑈˚𝑗 ď ... ď 𝑤p𝑘q ď ... ď 𝑤p1q ď 𝑤p0q “ 𝑤0. (25)

Ця теорема може бути уточнена за рахунок накладання додаткових умов, за
виконання яких система рiвнянь (23), (24) не має на ă 𝑣0𝑗 , 𝑤

0
𝑗 ą розв’язкiв таких,

що 𝑣 ‰ 𝑤, i ми отримаємо умови розв’язностi задач (7) – (9) для всiх 𝑗 “ 1, ...,𝑚.
Однiєю з таких умов є умова 𝑢0-псевдоувiгнутостi оператора 𝑇𝑗 .

Отже, справджується така теорема.

Теорема 2. Нехай ă 𝑣0𝑗 , 𝑤
0
𝑗 ąĂ 𝐾p𝑢𝑗0q – сильно iнварiантний конусний вiд-

рiзок для гетеротонного оператора 𝑇𝑗 вигляду (12) з супровiдним оператором
𝑇 𝑗 вигляду (14), 𝑗 “ 1, ...,𝑚, та для всiх 𝑣, 𝑤 ą 0 i при будь-якому 𝜈 P p0, 1q

𝑓

ˆ

𝑥, 𝑡, 𝜈𝑣,
1

𝜈
𝑤

˙

ą 𝜈𝑓p𝑥, 𝑡, 𝑣, 𝑤q, 𝑥 P p0, 𝑙q, 𝑡 P p0, 𝑇0s. (26)

Тодi при кожному 𝑗, 𝑗 “ 1, ...,𝑚, iтерацiйний процес (20) – (22) двобiчно
збiгається у нормi простору 𝐶r0, 𝑙s до єдиного на ă 𝑣0𝑗 , 𝑤

0
𝑗 ą неперервного дода-

тного розв’язку 𝑈˚𝑗 p𝑥q крайової задачi (7) – (9).

За наближений розв’язок вихiдної нестацiонарної задачi (2) – (5) на 𝑗-му
часовому шарi на 𝑘-й iтерацiї приймаємо функцiю

𝑈
p𝑘q
𝑗 p𝑥q “

𝑤p𝑘qp𝑥q ` 𝑣p𝑘qp𝑥q

2
. (27)

Перевагою побудованого двобiчного iтерацiйного процесу є те, що на кож-
нiй 𝑘-й iтерацiї ми маємо зручну апостерiорну оцiнку похибки для наближеного
розв’язку (27):

›

›

›
𝑈˚𝑗 ´ 𝑈

p𝑘q
𝑗

›

›

›
ď

1

2
max
𝑥Pr0,𝑙s

p𝑤p𝑘qp𝑥q ´ 𝑣p𝑘qp𝑥qq.

Тодi якщо задана точнiсть 𝜀 ą 0, то iтерацiйний процес розв’язання 𝑗-ї задачi,
𝑗 “ 1, ...,𝑚, слiд проводити до виконання нерiвностi

max
𝑥Pr0,𝑙s

ˇ

ˇ

ˇ
𝑤p𝑘𝑗qp𝑥q ´ 𝑣p𝑘𝑗qp𝑥q

ˇ

ˇ

ˇ
ă 2𝜀

i з точнiстю 𝜀 можна вважати, що

𝑢˚p𝑥, 𝑡𝑗q “ 𝑈˚𝑗 p𝑥q « 𝑈
p𝑘𝑗q

𝑗 p𝑥q.

Отже, застосовуючи запропонований метод двобiчних наближень до крайо-
вих задач методу прямих на кожному часовому шарi, ми отримаємо набiр фун-
кцiй

𝑈0p𝑥q “ 𝜙p𝑥q, 𝑈
p𝑘1q

1 p𝑥q, 𝑈
p𝑘2q

2 p𝑥q, . . . , 𝑈 p𝑘𝑚q
𝑚 p𝑥q. (28)

З теореми 2 вiдповiдно до загальних теорем збiжностi метода Роте [6, 21]
випливає збiжнiсть запропонованої схеми до розв’язку задачi (2) – (5) при 𝜏 Ñ 0.
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За набором функцiй (28) можна, використовуючи, наприклад, апарат теорiї
iнтерлiнацiї [7], побудувати наближений розв’язок задач (2) – (5) у виглядi фун-
кцiї 𝑢𝑚p𝑥, 𝑡q, визначеної при всiх 𝑥 P r0, 𝑙s, 𝑡 P r0, 𝑇0s. Цей наближений розв’язок
має точнiсть 𝑂p𝜏q. Якщо зробити розрахунки з кроком 𝜏

2 , то отримаємо набли-
жений розв’язок 𝑢2𝑚p𝑥, 𝑡q, який вiдповiдно до правила Рунге можна уточнити до
порядку 𝑂p𝜏2q за формулою

𝑢p𝑥, 𝑡q “ 2𝑢2𝑚p𝑥, 𝑡q ´ 𝑢𝑚p𝑥, 𝑡q.

Для побудови сильно iнварiантного конусного вiдрiзка ă 𝑣0𝑗 , 𝑤
0
𝑗 ą при чи-

сельнiй реалiзацiї методу двобiчних наближень розв’язання задач (7) – (9) можна
надати такi рекомендацiї.

Якщо шукати вiдрiзок ă 𝑣0𝑗 , 𝑤
0
𝑗 ą у виглядi 𝑣0𝑗 p𝑥q “ 𝛼𝑗𝑢

𝑗
0p𝑥q, 𝑤

0
𝑗 p𝑥q “ 𝛽𝑗𝑢

𝑗
0p𝑥q,

то для визначення чисел 𝛼𝑗 , 𝛽𝑗 (0 ă 𝛼𝑗 ă 𝛽𝑗) з (18), (19) отримаємо систему
нерiвностей

𝛼𝑗 ď min
𝑥Pr0,𝑙s

ℎ𝑗1p𝑥;𝛼𝑗 , 𝛽𝑗q, 𝛽𝑗 ě max
𝑥Pr𝑎,𝑏s

ℎ𝑗2p𝑥;𝛼𝑗 , 𝛽𝑗q, (29)

де

ℎ𝑗1p𝑥;𝛼𝑗 , 𝛽𝑗q “
𝜙𝑗p𝑥q

𝑢𝑗0p𝑥q
`

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q

𝑢𝑗0p𝑥q
𝑓p𝑠, 𝑡𝑗 , 𝛼𝑗𝑢

𝑗
0p𝑠q, 𝛽𝑗𝑢

𝑗
0p𝑠qq𝑑𝑠,

ℎ𝑗2p𝑥;𝛼𝑗 , 𝛽𝑗q “
𝜙𝑗p𝑥q

𝑢𝑗0p𝑥q
`

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q

𝑢𝑗0p𝑥q
𝑓p𝑠, 𝑡𝑗 , 𝛽𝑗𝑢

𝑗
0p𝑠q, 𝛼𝑗𝑢

𝑗
0p𝑠qq𝑑𝑠.

Якщо ж функцiя 𝑓p𝑥, 𝑡, 𝑢q визначена при 𝑢 “ 0, то незалежно вiд того
𝑓p𝑥, 𝑡, 0q ą 0 чи 𝑓p𝑥, 𝑡, 0q “ 0, конусний вiдрiзок ă 𝑣0𝑗 , 𝑤

0
𝑗 ą можна шукати у

виглядi 𝑣0𝑗 p𝑥q “ 0, 𝑤0
𝑗 p𝑥q “ 𝛽𝑗 . Це приводить до нерiвностей

𝜙𝑗p𝑥q `

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥, 𝑠q𝑓p𝑠, 𝑡𝑗 , 0, 𝛽q𝑑𝑠 ě 0 для всiх 𝑥 P r0, 𝑙s,

𝜙𝑗p𝑥q `

𝑙ˆ

0

𝐺𝑗p𝑥,𝑠q𝑓p𝑠, 𝑡𝑗 , 𝛽, 0q𝑑𝑠 ď 𝛽 для всiх 𝑥 P r0, 𝑙s,

перша з яких завжди виконуватиметься, а друга приводиться до вигляду

max
𝑥Pr0,𝑙s

𝜙𝑗p𝑥q `𝑀
𝑗 max
𝑥Pr0,𝑙s

𝑓p𝑥, 𝑡𝑗 , 𝛽, 0q ď 𝛽,

де 𝑀 𝑗 “ max
𝑥Pr0,𝑙s

𝑢𝑗0p𝑥q.

3. Обчислювальний експеримент. Роботу запропонованого методу проде-
монструємо на тестовiй задачi з експоненцiальним коефiцiєнтом теплопровiдностi
та гетеротонною степеневою нелiнiйнiстю:

B𝑢

B𝑡
´
B

B𝑥

ˆ

𝑒𝛿𝑥
B𝑢

B𝑥

˙

` 𝜅2𝑢 “ 𝜆𝑢𝑝 ` 𝜇𝑢´𝑞, 𝑥 P p0, 𝑙q, 𝑡 P p0, 𝑇0s, (30)
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𝑢p𝑥,𝑡q ą 0, 𝑥 P p0, 𝑙q, 𝑡 P p0, 𝑇0s, (31)

𝑢|𝑥“0 “ 0, 𝑢|𝑥“𝑙 “ 0, 𝑡 P p0, 𝑇0s, (32)

𝑢|𝑡“0 “ 𝑥p𝑙 ´ 𝑥q, 𝑥 P p0, 𝑙q, (33)

де 𝑝, 𝑞 ą 0, 𝜆, 𝜇 ą 0.
Для функцiї 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢q “ 𝜆𝑢𝑝 ` 𝜇𝑢´𝑞 обираємо 𝑓p𝑥,𝑡,𝑣,𝑤q “ 𝜆𝑣𝑝 ` 𝜇𝑤´𝑞. Умова

𝑢0-псевдоувiгнутостi (26), записана для функцiї 𝑓p𝑥,𝑡,𝑢q, приводить до нерiвностi

𝜆𝜈p𝜈𝑝´1 ´ 1q𝑣𝑝 ` 𝜇𝜈p𝜈𝑞´1 ´ 1q𝑤´𝑞 ą 0,

яка виконуватиметься для всiх 𝜈 P p0, 1q, 𝑣, 𝑤 ą 0 i для будь-яких 𝜆, 𝜇 ą 0, якщо
0 ă 𝑝 ă 1, 0 ă 𝑞 ă 1.

Задача (7) – (9) для 𝑗-го часового шару, вiдповiдна нестацiонарнiй задачi
(30)–(33), матиме вигляд

´
𝑑

𝑑𝑥

ˆ

𝑒𝛿𝑥
𝑑𝑈𝑗

𝑑𝑥

˙

`

ˆ

𝜅2 `
1

𝜏

˙

𝑈𝑗 “
1

𝜏
𝑈𝑗´1 ` 𝜆𝑈

𝑝
𝑗 ` 𝜇𝑈

´𝑞
𝑗 , 𝑥 P p0, 𝑙q, (34)

𝑈𝑗p𝑥q ą 0, 𝑥 P p0, 𝑙q, (35)

𝑈𝑗p0q “ 0, 𝑈𝑗p𝑙q “ 0, (36)

𝑗 “ 1, ...,𝑚;

𝑈0p𝑥q “ 𝑥p𝑙 ´ 𝑥q.

Як вiдомо з теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь, функцiя Грiна 𝐺p𝑥, 𝑠q
задачi

´
𝑑

𝑑𝑥

ˆ

𝑝p𝑥q
𝑑𝑢

𝑑𝑥

˙

` 𝑞p𝑥q𝑢 “ 𝑓p𝑥q, 𝑥 P p0, 𝑙q,

𝑢p0q “ 0, 𝑢p𝑙q “ 0,

де 𝑝p𝑥q P 𝐶1r0, 𝑙s, 𝑞p𝑥q, 𝑓p𝑥q P 𝐶r0, 𝑙s, визначається такими умовами:

1) 𝐺p𝑥, 𝑠q задовольняє однорiдне рiвняння

´
𝑑

𝑑𝑥

ˆ

𝑝p𝑥q
𝑑𝑢

𝑑𝑥

˙

` 𝑞p𝑥q𝑢 “ 0

всюди, крiм точки 𝑥 “ 𝑠 (𝜉 – довiльна, але фiксована точка з p0, 𝑙q);

2) 𝐺p𝑥, 𝑠q задовольняє крайовим умовам 𝑢p0q “ 0, 𝑢p𝑙q “ 0;

3) 𝐺p𝑥, 𝑠q неперервна за 𝑥 при будь-якому фiксованому 𝜉;

4) має мiсце спiввiдношення

𝐺1𝑥p𝑠` 0, 𝑠q ´𝐺1𝑥p𝑠´ 0, 𝑠q “ ´
1

𝑝p𝑠q
.
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Доведено, що цим умовам задовольняє функцiя

𝐺p𝑥, 𝑠q “

#

´
𝑢1p𝑥q𝑢2p𝑠q
𝑝p𝑠q|𝑊 p𝑠q| , 0 ď 𝑥 ď 𝑠,

´
𝑢1p𝑠q𝑢2p𝑥q
𝑝p𝑠q|𝑊 p𝑠q| , 𝑠 ă 𝑥 ď 𝑙,

де 𝑢1p𝑥q – нетривiальний розв’язок задачi ´ 𝑑
𝑑𝑥

`

𝑝p𝑥q𝑑𝑢1

𝑑𝑥

˘

` 𝑞p𝑥q𝑢1 “ 0, 𝑢1p0q “ 0,
𝑢2p𝑥q – нетривiальний розв’язок задачi ´ 𝑑

𝑑𝑥

`

𝑝p𝑥q𝑑𝑢2

𝑑𝑥

˘

` 𝑞p𝑥q𝑢2 “ 0, 𝑢2p𝑙q “ 0,

|𝑊 p𝑠q| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑢1p𝑠q 𝑢2p𝑠q
𝑢11p𝑠q 𝑢12p𝑠q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

– визначник Вронського функцiй 𝑢1, 𝑢2.

Фундаментальну систему розв’язкiв однорiдного рiвняння

´
𝑑

𝑑𝑥

ˆ

𝑒𝛿𝑥
𝑑𝑈

𝑑𝑥

˙

`

ˆ

𝜅2 `
1

𝜏

˙

𝑈 “ 0

утворюють функцiї 𝑒´
𝛿
2𝑥𝐼1

ˆ

2𝑒´
𝛿
2
𝑥?1`𝜏𝜅2

𝛿
?
𝜏

˙

та 𝑒´
𝛿
2𝑥𝐾1

ˆ

2𝑒´
𝛿
2
𝑥?1`𝜏𝜅2

𝛿
?
𝜏

˙

, де 𝐼1p𝑧q i

𝐾1p𝑧q – модифiкованi функцiї Бесселя першого i другого роду вiдповiдно.
Крайовiй умовi 𝑈p0q “ 0 задовольняє функцiя

𝑔1p𝑥q “ 𝑒´
𝛿
2𝑥

»

—

—

–

𝐾1

ˆ

2𝑒´
𝛿
2
𝑥?1`𝜏𝜅2

𝛿
?
𝜏

˙

𝐾1

´

2
?
1`𝜏𝜅2

𝛿
?
𝜏

¯ ´

𝐼1

ˆ

2𝑒´
𝛿
2
𝑥?1`𝜏𝜅2

𝛿
?
𝜏

˙

𝐼1

´

2
?
1`𝜏𝜅2

𝛿
?
𝜏

¯

fi

ffi

ffi

fl

,

а крайовiй умовi 𝑈p𝑙q “ 0 – функцiя

𝑔2p𝑥q “ 𝑒´
𝛿
2𝑥

»

—

—

–

𝐼1

ˆ

2𝑒´
𝛿
2
𝑥?1`𝜏𝜅2

𝛿
?
𝜏

˙

𝐼1

ˆ

2𝑒´
𝛿
2
𝑙?1`𝜏𝜅2

𝛿
?
𝜏

˙ ´

𝐾1

ˆ

2𝑒´
𝛿
2
𝑥?1`𝜏𝜅2

𝛿
?
𝜏

˙

𝐾1

ˆ

2𝑒´
𝛿
2
𝑙?1`𝜏𝜅2

𝛿
?
𝜏

˙

fi

ffi

ffi

fl

.

Якщо |𝑊 p𝑥q| “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑔1p𝑥q 𝑔2p𝑥q
𝑔11p𝑥q 𝑔12p𝑥q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

– визначник Вронського функцiй 𝑔1p𝑥q i 𝑔2p𝑥q,

то функцiя Грiна задачi (34) – (36) матиме вигляд

𝐺p𝑥,𝑠q “ ´

$

’

’

&

’

’

%

𝑔1p𝑥q𝑔2p𝑠q

𝑒𝛿𝑠 |𝑊 p𝑠q|
, 0 ď 𝑥 ď 𝑠,

𝑔1p𝑠q𝑔2p𝑥q

𝑒𝛿𝑠 |𝑊 p𝑠q|
, 𝑠 ď 𝑥 ď 𝑙.

Шукаючи на 𝑗-му часовому шарi кiнцi сильно iнварiантного конусного вiдрiз-

ка ă 𝑣0𝑗 , 𝑤
0
𝑗 ą у виглядi 𝑣0𝑗 p𝑥q “ 𝛼𝑗𝑢0p𝑥q, 𝑤0

𝑗 p𝑥q “ 𝛽𝑗𝑢0p𝑥q, де 𝑢0p𝑥q “
𝑙́

0

𝐺p𝑥,𝑠q𝑑𝑠,

вiдповiдно до (29) для визначення чисел 𝛼𝑗 , 𝛽𝑗 (0 ă 𝛼𝑗 ă 𝛽𝑗) отримаємо систему
нерiвностей

𝛼𝑗 ď 𝑚𝑗
0 ` 𝜆𝑚1𝛼

𝑝
𝑗 ` 𝜇𝑚2𝛽

´𝑞
𝑗 , 𝛽𝑗 ě𝑀 𝑗

0 ` 𝜆𝑀1𝛼
𝑝
𝑗 ` 𝜇𝑀2𝛽

´𝑞
𝑗 , (37)
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де

𝑚𝑗
0 “ min

𝑥Pr0,𝑙s

𝜙𝑗p𝑥q

𝑢0p𝑥q
, 𝑀 𝑗

0 “ max
𝑥Pr0,𝑙s

𝜙𝑗p𝑥q

𝑢0p𝑥q
,

𝑚1 “ min
𝑥Pr0,𝑙s

𝑙ˆ

0

𝐺p𝑥, 𝑠q

𝑢0p𝑥q
𝑢𝑝0p𝑠q𝑑𝑠, 𝑀1 “ max

𝑥Pr0,𝑙s

𝑙ˆ

0

𝐺p𝑥, 𝑠q

𝑢0p𝑥q
𝑢𝑝0p𝑠q𝑑𝑠,

𝑚2 “ min
𝑥Pr0,𝑙s

𝑙ˆ

0

𝐺p𝑥, 𝑠q

𝑢0p𝑥q
𝑢´𝑞
0 p𝑠q𝑑𝑠, 𝑀2 “ max

𝑥Pr0,𝑙s

𝑙ˆ

0

𝐺p𝑥, 𝑠q

𝑢0p𝑥q
𝑢´𝑞
0 p𝑠q𝑑𝑠.

Отже, для 𝜆, 𝜇 ą 0 i 0 ă 𝑝 ă 1, 0 ă 𝑞 ă 1 згiдно з теоремою 2 на кожному
часовому шарi 𝑗, 𝑗 “ 1, ...,𝑚, iтерацiйний процес

𝑣p𝑘`1qp𝑥q “ 𝜙𝑗p𝑥q `

𝑙ˆ

0

𝐺p𝑥, 𝑠qt𝜆r𝑣p𝑘qp𝑠qs
𝑝
` 𝜇r𝑤p𝑘qp𝑠qs

´𝑞
u𝑑𝑠, 𝑘 “ 0, 1, 2, ..., (38)

𝑤p𝑘`1qp𝑥q “ 𝜙𝑗p𝑥q `

𝑙ˆ

0

𝐺p𝑥, 𝑠qt𝜆r𝑤p𝑘qp𝑠qs
𝑝
` 𝜇r𝑣p𝑘qp𝑠qs

´𝑞
u𝑑𝑠, 𝑘 “ 0, 1, 2, ..., (39)

𝑣p0qp𝑥q “ 𝛼𝑗𝑢0p𝑥q, 𝑤p0qp𝑥q “ 𝛽𝑗𝑢0p𝑥q, (40)

де 𝛼𝑗 , 𝛽𝑗 (0 ă 𝛼𝑗 ă 𝛽𝑗) є розв’язком системи нерiвностей (37), двобiчно збiгає-
ться до функцiї 𝑈˚𝑗 p𝑥q, яка є наближенням за модифiкованим методом Роте для
функцiї 𝑢p𝑥, 𝑡𝑗q.

Для проведення обчислень оберемо 𝑙 “ 1, 𝛿 “ 1, 𝜅 “ 1, 𝜆 “ 𝜇 “ 1, 𝑝 “ 𝑞 “ 1
2 ,

𝑇0 “ 0,3. Вiзьмемо крок сiтки за часом 𝜏 “ 0,1 i побудуємо з точнiстю 𝜀 “ 10´4

наближення 𝑈1p𝑥q до функцiї 𝑢p𝑥,𝑡q на першому часовому шарi 𝑡 “ 𝜏 .
Знаходимо

𝜙1p𝑥q “ 10

1ˆ

0

𝐺p𝑥,𝑠q𝑠p1´ 𝑠q𝑑𝑠, 𝑢0p𝑥q “

1ˆ

0

𝐺p𝑥,𝑠q𝑑𝑠,

𝑚1
0 “ 1,4539, 𝑀1

0 “ 2,1171, 𝑚1 “ 0,1554,

𝑀1 “ 0,1942, 𝑚2 “ 5,2837, 𝑀2 “ 8,5482.

Множину значень p𝛼1,𝛽1q, що задовольняють при 𝑗 “ 1 систему нерiвностей
(37), наведено на рис. 1.

Для реалiзацiї iтерацiйного процесу (38) – (40) обираємо 𝛼1 “ 3,7444,
𝛽1 “ 7,0503. Для досягнення заданої точностi було зроблено шiсть iтерацiй. На
рис. 2 наведено графiки верхнiх 𝑤p𝑘qp𝑥q (суцiльна лiнiя) та нижнiх 𝑣p𝑘qp𝑥q (штри-
хована лiнiя) наближень до 𝑈˚1 p𝑥q для 𝑘 “ 0, 2, 4, 6.

Розглядаючи вiдношення 𝜀p𝑘`1q

𝜀p𝑘q
, 𝑘 “ 0, 1, ..., 5, похибок 𝜀𝑘 “ 1

2 max
𝑥Pr0,𝑙s

p𝑤p𝑘qp𝑥q ´

´𝑣p𝑘qp𝑥qq, отримали, що 𝜀p𝑘`1q

𝜀p𝑘q
« 0,301. Це свiдчить про геометричну швидкiсть

збiжностi iтерацiйної послiдовностi з показником 0,301.
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Рис. 1. Розв’язок системи нерiвностей (37) при 𝑗 “ 1 (𝜏 “ 0,1)
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Рис. 2. Графiки верхнiх 𝑤p𝑘qp𝑥q та нижнiх 𝑣p𝑘qp𝑥q наближень
до 𝑈˚1 p𝑥q для 𝑘 “ 0, 2, 4, 6 (𝜏 “ 0,1)

Аналогiчно було знайдено з точнiстю 𝜀 “ 10´4 наближення до 𝑢p𝑥,𝑡q на ча-
сових шарах 𝑡𝑗 “ 0,1𝑗 при 𝑗 “ 2,3. Отриманi функцiї 𝑈1p𝑥q, 𝑈2p𝑥q, 𝑈3p𝑥q набли-
жають з точнiстю 𝑂p𝜏q значення 𝑢p𝑥,𝑡q у моменти часу 𝑡1 “ 0,1, 𝑡2 “ 0,2, 𝑡3 “ 0,3
вiдповiдно. Для їх уточнення до порядку 𝑂p𝜏2q було з тiєю ж самою точнiстю
𝜀 “ 10´4 отримано розв’язки 𝑈̃1p𝑥q, 𝑈̃2p𝑥q, 𝑈̃3p𝑥q, 𝑈̃4p𝑥q, 𝑈̃5p𝑥q, 𝑈̃6p𝑥q з кроком
𝜏 “ 0,05 для вiдповiдних моментiв часу 𝑡1 “ 0,05, 𝑡2 “ 0,1, 𝑡3 “ 0,15, 𝑡4 “ 0,2,
𝑡5 “ 0,25, 𝑡6 “ 0,3. З їх допомогою значення 𝑈1p𝑥q, 𝑈2p𝑥q, 𝑈3p𝑥q було уточнено за
формулами

𝑢p𝑥,0,1q « 2𝑈̃2p𝑥q´𝑈1p𝑥q, 𝑢p𝑥,0,2q « 2𝑈̃4p𝑥q´𝑈2p𝑥q, 𝑢p𝑥,0,3q « 2𝑈̃6p𝑥q´𝑈3p𝑥q.

Значення функцiї 𝑢p𝑥,0q “ 𝑥p1´𝑥q та наближень до 𝑢p𝑥,0,1q, 𝑢p𝑥,0,2q, 𝑢p𝑥,0,3q
у точках вiдрiзка r0,1s з кроком 0,1 наведено у таблицi.
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Таблиця
Значення наближеного розв’язку задачi (30) – (33)

𝑥𝑖 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
𝑢p𝑥𝑖,0q 0 0,09 0,16 0,21 0,24 0,25 0,24 0,21 0,16 0,09 0
𝑢p𝑥𝑖,0,1q 0 0,104 0,167 0,201 0,213 0,208 0,188 0,157 0,115 0,064 0
𝑢p𝑥𝑖,0,2q 0 0,102 0,162 0,195 0,207 0,203 0,184 0,154 0,113 0,063 0
𝑢p𝑥𝑖,0,3q 0 0,101 0,162 0,195 0,207 0,202 0,202 0,154 0,113 0,063 0

Висновки. Для розв’язання першої початково-крайової задачi для напiв-
лiнiйного одновимiрного рiвняння теплопровiдностi зi змiнним коефiцiєнтом те-
плопровiдностi у роботi вперше запропоновано комбiнацiю модифiкованого ме-
тода Роте i метода двобiчних наближень на основi використання функцiї Грiна.
Обчислювальний експеримент, проведений для задачi з експоненцiальним коефi-
цiєнтом теплопровiдностi та гетеротонною степеневою нелiнiйнiстю, продемон-
стрував можливостi та ефективнiсть метода. Запропонований метод може бути
використаний при розв’язаннi прикладних задач, математичними моделями яких
є початково-крайовi задачi вигляду (2)–(5), i розповсюджений на задачi для бага-
товимiрних параболiчних рiвнянь. Перевагами запропонованого методу як мето-
ду обчислювальної математики є вiдсутнiсть залежностi мiж кроком за часом та
кiлькiстю iтерацiй на кожному часовому шарi, яка у сiткових методах визначає
стiйкiсть рiзницевої схеми (вибiр кроку за часом визначається лише необхiдною
точнiстю), та наявнiсть зручної апостерiорної оцiнки похибки на кожному ча-
совому шарi при реалiзацiї послiдовних наближень. Цим визначається наукова
новизна та практична значущiсть отриманих результатiв.
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Сидоров М. В.
Метод двусторонних приближений и метод прямых решения задач для од-
номерного полулинейного уравнения теплопроводности

Резюме

Рассмотрена первая начально-краевая задача для одномерного полулинейного урав-
нения теплопроводности. На основании модифицированного метода Роте на каждом
временном слое исходная нестационарная задача заменена нелинейной краевой задачей
для обыкновенного дифференциального уравнения. Методом функций Грина от этой
задачи выполнен переход к эквивалентному интегральному уравнению Гаммерштей-
на, которое рассмотрено далее как нелинейное операторное уравнение с гетеротонным
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оператором в пространстве непрерывных функций, полуупорядоченном конусом неот-
рицательных функций. Для нахождения положительного решения интегрального урав-
нения (а значит, и обобщенного решения соответствующей краевой задачи) на каждом
временном слое построен метод последовательных приближений с двусторонним харак-
тером сходимости. Итак, в работе для первой начально-краевой задачи для одномерного
полулинейного уравнения теплопроводности с переменным коэффициентом теплопро-
водности впервые построен полудискретный метод её решения, основанный на совмест-
ном использовании модифицированного метода прямых Роте и метода двусторонних
приближений. Вычислительный эксперимент был проведен для задачи с экспоненци-
альным коэффициентом теплопроводности, гетеротонной степенной нелинейностью и
параболическим начальным распределением температуры.
Ключевые слова: полулинейное уравнение теплопроводности, положительное реше-
ние, двусторонние приближения .

Sidorov M. V.
Two-sided approximations method and Rothe method for solving problems for
the one-dimensional semilinear heat equation

Summary

We consider the first initial-boundary problem for the one-dimensional semilinear heat equa-

tion. Based on the modified Rothe method at each time layer the original non-stationary

problem is replaced by a nonlinear boundary-value problem for an ordinary differential equa-

tion. Using the Green’s functions method of nonlinear boundary value problems for an or-

dinary differential equation, a transition to an equivalent Hammerstein integral equation is

considered, which is investigated as a nonlinear operator equation with a heterotone operator

in the space of continuous functions that is semiordered by a cone of non-negative functions.

To find a positive solution of the integral equation (and hence a generalized solution of

the corresponding boundary value problem), a method of successive approximations with

a two-sided character of convergence is constructed on each time layer. Thus, in the work

for the first initial-boundary value problem for the one-dimensional semilinear heat equation

with a variable heat conduction coefficient, a semi-discrete method for its solution was first

built, based on the combined use of the modified Rothe lines method and the two-sided

approximation method. A computational experiment was carried out for a heterotone power

nonlinearity problem with exponential coefficient of thermal conductivity and parabolic ini-

tial temperature distribution.

Key words: semilinear heat equation, positive solution, two-sided approximations.
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