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В настоящей работе для дифференциального уравнения второго порядка, которое со-
держит в правой части сумму слагаемых с правильно и быстро меняющимися нели-
нейностями, устанавливаются необходимые и достаточные условия существования так
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решения являются медленно меняющимися при 𝑡 Ò 𝜔 (𝜔 ď `8) функциями. Также
устанавливаются асимптотические при 𝑡 Ò 𝜔 представления для таких решений и их
производных первого порядка. Результаты работы получены в предположении, что на
каждом решении из рассматриваемого класса правая часть исследуемого дифференци-
ального уравнения эквивалентна при 𝑡 Ò 𝜔 одному слагаемому с правильно меняющейся
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Введение. Рассматривается дифференциальное уравнение

𝑦2 “
𝑚
ÿ

𝑖“1

𝛼𝑖𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝑦q, p1q

в котором 𝛼𝑖 P t´1,1u p𝑖 “ 1,𝑚q, 𝑝𝑖 : r𝑎,𝜔rÑs0, ` 8r p𝑖 “ 1,𝑚q — непрерывные
функции, ´8 ă 𝑎 ă 𝜔 ď `8; 𝜙𝑖 : Δ𝑌0

Ñs0, ` 8r p𝑖 “ 1,𝑚q, где Δ𝑌0
— одно-

сторонняя окрестность 𝑌0, 𝑌0 равно либо нулю, либо ˘8, являются непрерыв-
ными функциями при 𝑖 “ 1,𝑙 и дважды непрерывно дифференцируемыми при
𝑖 “ 𝑙 ` 1,𝑚, причем для каждого 𝑖 P t1,...,𝑙u при некотором 𝜎𝑖 P R выполняются
условия

lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝜙𝑖p𝜆𝑦q

𝜙𝑖p𝑦q
“ 𝜆𝜎𝑖 для любого 𝜆 ą 0, p2q

а для каждого 𝑖 P t𝑙 ` 1,...,𝑚u –

𝜙1𝑖p𝑦q ‰ 0 при 𝑦 P Δ𝑌0 , lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝜙𝑖p𝑦q P t0,`8u, lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝜙2𝑖 p𝑦q𝜙𝑖p𝑦q

𝜙12𝑖 p𝑦q
“ 1. p3q
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Функции 𝜙𝑖 p𝑖 “ 1,𝑙q, удовлетворяющие условиям (2), являются правильно
меняющимися при 𝑦 Ñ 𝑌0 функциями порядков 𝜎𝑖 p𝑖 “ 1,𝑙q (см. монографию
Е. Сенеты [3], гл. 1, §1, с. 9). Для них имеют место представления вида

𝜙𝑖p𝑦q “| 𝑦 |
𝜎𝑖 𝐿𝑖p𝑦q p𝑖 “ 1,𝑙q, p4q

где 𝐿𝑖 p𝑖 “ 1,𝑙q — медленно меняющиеся функции при 𝑦 Ñ 𝑌0, т.е. такие, что

lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝐿𝑖p𝜆𝑦q

𝐿𝑖p𝑦q
“ 1 для любого 𝜆 ą 0.

Из условий (3) непосредственно вытекают предельные соотношения

lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝑦𝜙1𝑖p𝑦q

𝜙𝑖p𝑦q
“ ˘8 p𝑖 “ 𝑙 ` 1,𝑚q,

в силу которых при 𝑖 P t𝑙 ` 1,...,𝑚u каждая из функций 𝜙𝑖 и ее производная
первого порядка являются быстро меняющимися при 𝑦 Ñ 𝑌0 функциями (см.
монографию В. Марича [2], гл. 3, §3.4, леммы 3.2, 3.3, с. 91–92).

Определение 1. Решение 𝑦 уравнения (1) называется 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-решением,
где ´8 ď 𝜆0 ď `8, если оно определено на промежутке r𝑡0,𝜔rĂ r𝑎,𝜔r и удовле-
творяет следующим условиям

lim
𝑡Ò𝜔

𝑦p𝑡q “ 𝑌0, lim
𝑡Ò𝜔

𝑦1p𝑡q “

"

либо 0,
либо ˘8,

lim
𝑡Ò𝜔

𝑦12p𝑡q

𝑦2p𝑡q𝑦p𝑡q
“ 𝜆0. p5q

В работе В. А. Касьяновой [3] были получены необходимые и достаточные
условия существования, а также асимптотические при 𝑡 Ò 𝜔 представления
𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-решений в случае, когда в правой части дифференциального уравнения
(1) все нелинейности являются правильно меняющимися при 𝑦 Ñ 𝑌0 функциями.
В работах В. М. Евтухова, А. Г. Черниковой [4–6] и А. Г. Черниковой [7] иссле-
довалось двучленное уравнение с быстро меняющейся нелинейностью. В случае
уравнения вида (1) в [8] изучались 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-решения дифференциального урав-
нения (1) при 𝜆0 P Rzt0,1u.

Целью настоящей работы является установление необходимых и достаточных
условий существования 𝑃𝜔p𝑌0,0q-решений 𝑦 дифференциального уравнения (1), а
также асимптотических при 𝑡 Ò 𝜔 представлений для таких решений и их произ-
водных первого порядка в случае, когда для некоторого 𝑠 P t1,...,𝑙u

lim
𝑡Ò𝜔

𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝑦p𝑡qq

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝑦p𝑡qq
“ 0 при 𝑖 P t1,...,𝑚uzt𝑠u, p6q

т.е. когда на каждом таком решении уравнения (1) правая часть уравнения экви-
валентна при 𝑡 Ò 𝜔 одному слагаемому с правильно меняющейся нелинейностью.

При изучении 𝑃𝜔p𝑌0,0q-решений дифференциального уравнения (1) понадо-
бится одно вспомогательное утверждение об их априорных асимптотических свой-
ствах, cправедливость которого непосредственно вытекает из работы В. М. Ев-
тухова [9] (см. следствие 10.1).
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Введем функцию 𝜋𝜔 : r𝑎,𝜔rÝÑ R, полагая

𝜋𝜔p𝑡q “

"

𝑡, если 𝜔 “ `8,
𝑡´ 𝜔, если 𝜔 ă `8.

Лемма 1. Для каждого 𝑃𝜔p𝑌0,0q-решения дифференциального уравнения (1)

lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝑦
1p𝑡q

𝑦p𝑡q
“ 0 p7q

и в случае существования (конечного или равного ˘8) lim𝑡Ò𝜔
𝜋𝜔p𝑡q𝑦

2
p𝑡q

𝑦1p𝑡q

lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝑦
2p𝑡q

𝑦1p𝑡q
“ ´1. p8q

Основные результаты. В дальнейшем, не ограничивая общности, будем
считать, что

Δ𝑌0
“ Δ𝑌0

p𝑏q, где Δ𝑌0
p𝑏q “

"

r𝑏,𝑌0r, если Δ𝑌0 ´ левая окрестность 𝑌0,
s𝑌0,𝑏s, если Δ𝑌0

´ правая окрестность 𝑌0,

и число 𝑏 удовлетворяет неравенствам

|𝑏| ă 1 при 𝑌0 “ 0 и 𝑏 ą 1 p𝑏 ă ´1q при 𝑌0 “ `8 p𝑌0 “ ´8q.

Положим
𝜈0 “ signb, 𝜈1 “

"

1, если Δ𝑌0p𝑏q “ r𝑏,𝑌0r,
´1, если Δ𝑌0

p𝑏q “s𝑌0,𝑏s.

Учитывая определение 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-решения дифференциального уравнения (1),
заметим, что числа 𝜈0 и 𝜈1 определяют знаки любого 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-решения и его
первой производной (соответственно) в некоторой левой окрестности 𝜔. При этом
ясно, что условия

𝜈0𝜈1 “ ´1, если 𝑌0 “ 0, 𝜈0𝜈1 “ 1, если 𝑌0 “ ˘8,

являются необходимыми для наличия 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-решений. Если же для таких
решений уравнения (1), кроме того, выполняются условия (6), то sign𝑦2p𝑡q “ 𝛼𝑠

в некоторой левой окрестности 𝜔 и при этом

𝜈1𝛼𝑠 “ ´1, если lim
𝑡Ò𝜔

𝑦1p𝑡q “ 0, 𝜈1𝛼𝑠 “ 1, если lim
𝑡Ò𝜔

𝑦1p𝑡q “ ˘8.

Положим при 𝑠 P t1,...,𝑙u

𝐻𝑠p𝑦q “

𝑦ˆ

𝐵𝑠

𝑑𝑢

𝜙𝑠p𝑢q
,

где

𝐵𝑠 “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

𝑏, если
𝑌0´
𝑏

𝑑𝑦
𝜙𝑖p𝑦q

“ ˘8,

𝑌0, если
𝑌0´
𝑏

𝑑𝑦
𝜙𝑖p𝑦q

“ const.



Асимптотика медленно меняющихся решений дифференциальных уравнений 57

Так как 𝐻 1𝑠p𝑦q “
1

𝜙𝑠p𝑦q
ą 0 при 𝑦 P Δ𝑌0

p𝑏q, то функция 𝐻𝑠 возрастающая на
Δ𝑌0

p𝑏q и существует обратная функция 𝐻´1
𝑠 : Δ𝑍𝑠

p𝑐𝑠q Ñ Δ𝑌0
p𝑏q такая, что

lim
𝑧Ñ𝑍𝑠

𝑧PΔ𝑍𝑠
p𝑐𝑠q

𝐻´1
𝑠 p𝑧q “ 𝑌0, p9q

где

𝑍𝑠 “ lim
𝑦Ñ𝑌0

𝑦PΔ𝑌0
p𝑏q

𝐻𝑠p𝑦q “

$

&

%

0, если 𝐵𝑠 “ 𝑌0,
`8, если 𝐵𝑠 “ 𝑏 ă 𝑌0,
´8, если 𝐵𝑠 “ 𝑏 ą 𝑌0,

Δ𝑍𝑠
p𝑐𝑠q “

"

r𝑐𝑠,𝑍𝑠r, если Δ𝑌0
p𝑏q “ r𝑏,𝑌0r,

s𝑍𝑠,𝑐𝑠s, если Δ𝑌0
p𝑏q “s𝑌0,𝑏s,

𝑐𝑠 “

𝑏ˆ

𝐵𝑠

𝑑𝑢

𝜙𝑠p𝑢q
.

В силу представлений (4), свойств медленно меняющихся функций (см. мо-
нографию Е. Сенеты [3], гл. 1, §2, с. 15) и правила Лопиталя

lim
𝑦Ñ𝑌0

𝑦PΔ𝑌0
p𝑏q

𝑦

𝐻𝑠p𝑦q𝜙𝑠p𝑦q
“ 1´ 𝜎𝑠. p10q

Введем также вспомогательные функции

𝐽𝑠p𝑡q “

𝑡ˆ

𝐴𝑠

𝑝𝑠p𝜏q𝑑𝜏, 𝐽𝑠𝑠p𝑡q “

𝑡ˆ

𝐴𝑠𝑠

𝐽𝑠p𝜏q𝑑𝜏,

в которых

𝐴𝑠 “

$

’

’

&

’

’

%

𝑎, если
𝜔́

𝑎

𝑝𝑠p𝜏q𝑑𝜏 “ `8,

𝜔, если
𝜔́

𝑎

𝑝𝑠p𝜏q𝑑𝜏 “ const,
𝐴𝑠𝑠 “

$

’

’

&

’

’

%

𝑎, если
𝜔́

𝑎

𝐽𝑠p𝜏q𝑑𝜏 “ `8,

𝜔, если
𝜔́

𝑎

𝐽𝑠p𝜏q𝑑𝜏 “ const.

Теорема 1. Пусть для некоторого 𝑠 P t1,...,𝑙u выполняется неравенство
𝜎𝑠 ‰ 1 и существует конечный или равный ˘8 предел

lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐽
1
𝑠p𝑡q

𝐽𝑠p𝑡q
.

Тогда для существования у дифференциального уравнения (1) 𝑃𝜔p𝑌0,0q-решений,
удовлетворяющих условиям (6), необходимо, чтобы

𝛼𝑠𝜈0p1´ 𝜎𝑠q𝐽𝑠𝑠p𝑡q ą 0, 𝛼𝑠𝜈1𝜋𝜔p𝑡q ă 0 при 𝑡 Ps𝑎,𝜔r, p11q

𝛼𝑠 lim
𝑡Ò𝜔

𝐽𝑠𝑠p𝑡q “ 𝑍𝑠, lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐽
1
𝑠p𝑡q

𝐽𝑠p𝑡q
“ ´1, lim

𝑡Ò𝜔

𝐽2
𝑠 p𝑡q

𝑝𝑠p𝑡q𝐽𝑠𝑠p𝑡q
“ 0, p12q

lim
𝑡Ò𝜔

𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

“ 0 при любом 𝑖 P t1,...,𝑙uzt𝑠u, p13q
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lim
𝑡Ò𝜔

𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qp1` 𝛿𝑖qqq

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

“ 0 при любом 𝑖 P t𝑙 ` 1,...,𝑚u, p14q

где 𝛿𝑖 — любое число из некоторой односторонней окрестности нуля. Более
того, для каждого такого решения имеют место асимптотические представ-
ления

𝑦p𝑡q “ 𝐻´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔, p15q

𝑦1p𝑡q “
𝐽𝑠p𝑡q𝐻

´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qq

p1´ 𝜎𝑠q𝐽𝑠𝑠p𝑡q
r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. p16q

Теорема 2. Пусть для некоторого 𝑠 P t1,...,𝑙u выполняется неравенство
𝜎𝑠 ‰ 1, справедливы условия (11)–(13) и

lim
𝑡Ò𝜔

𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qp1` 𝑢qqq

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

“ 0 при любом 𝑖 P t𝑙 ` 1,...,𝑚u p17q

равномерно по 𝑢 P r´𝛿,𝛿s для некоторого 0 ă 𝛿 ă 1. Тогда у дифференциального
уравнения (1) существуют 𝑃𝜔p𝑌0,0q-решения, допускающие асимптотические
представления (15) и (16), причем если 𝛼𝑠𝜈0p1 ´ 𝜎𝑠q𝜋𝜔p𝑡q ă 0 при 𝑡 Ps𝑎,𝜔r, то
при 𝜔 “ `8 таких решений существует однопараметрическое семейство, а
при 𝜔 ă `8 — двухпараметрическое семейство.

Доказательство теоремы 1. Пусть 𝑦 : r𝑡0,𝜔rÑ R — произвольное 𝑃𝜔p𝑌0,0q-
решение дифференциального уравнения (1), удовлетворяющее условиям (6). То-
гда в силу (1) и (6) имеет место асимптотическое представление

𝑦2p𝑡q “ 𝛼𝑠𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝑦p𝑡qqr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. p18q

Согласно свойствам правильно меняющихся функций, существует непрерыв-
но дифференцируемая и правильно меняющаяся при 𝑦 Ñ 𝑌0 порядка 𝜎𝑠 функция
𝜙0𝑠 : Δ𝑌0

p𝑏q Ñs0,`8r такая, что

lim
𝑦Ñ𝑌0

𝑦PΔ𝑌0
p𝑏q

𝜙𝑠p𝑦q

𝜙0𝑠p𝑦q
“ 1, lim

𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

p𝑏q

𝑦𝜙10𝑠p𝑦q

𝜙0𝑠p𝑦q
“ 𝜎𝑠. p19q

Поэтому для рассматриваемого решения 𝑦 дифференциального уравнения (1), с
учетом (18), имеем

𝑦2p𝑡q

𝜙0𝑠p𝑦p𝑡qq
“ 𝛼𝑠𝑝𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. p20q

Ввиду последнего из условий (5) и (19) справедливо соотношение

ˆ

𝑦1p𝑡q

𝜙0𝑠p𝑦p𝑡qq

˙1

“
𝑦2p𝑡q

𝜙0𝑠p𝑦p𝑡qq

„

1´
𝑦12p𝑡q

𝑦2p𝑡q𝑦p𝑡q
¨
𝑦p𝑡q𝜙10𝑠p𝑦p𝑡qq

𝜙0𝑠p𝑦p𝑡qq



“

“
𝑦2p𝑡q

𝜙0𝑠p𝑦p𝑡qq
r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔.
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Следовательно, с учетом (20), имеем
ˆ

𝑦1p𝑡q

𝜙0𝑠p𝑦p𝑡qq

˙1

“ 𝛼𝑠𝑝𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔.

Интегрируя это соотношение на промежутке от 𝑡0 до 𝑡, получим

𝑦1p𝑡q

𝜙0𝑠p𝑦p𝑡qq
“ 𝐶 ` 𝛼𝑠𝐽𝑠p𝑡q при 𝑡 Ò 𝜔,

где 𝐶 — некоторая вещественная постоянная.
В случае, когда в функции 𝐽𝑠 предел интегрирования 𝐴𝑠 “ 𝑎, 𝐽𝑠p𝑡q Ñ `8

при 𝑡 Ò 𝜔 и полученное соотношение представимо в виде

𝑦1p𝑡q

𝜙0𝑠p𝑦p𝑡qq
“ 𝛼𝑠𝐽𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. p21q

Покажем, что в случае 𝐴𝑠 “ 𝜔 постоянная 𝐶 равна нулю. Предположим против-
ное, что в этом случае 𝐶 ‰ 0. Тогда 𝐽𝑠p𝑡q Ñ 0 при 𝑡 Ò 𝜔 и будем иметь

𝜙0𝑠p𝑦p𝑡qq “

„

1

𝐶
` 𝑜p1q



𝑦1p𝑡q при 𝑡 Ò 𝜔.

Поэтому ввиду (20) справедливо соотношение

𝑦2p𝑡q

𝑦1p𝑡q
“ 𝛼𝑠

„

1

𝐶
` 𝑜p1q



𝑝𝑠p𝑡q при 𝑡 Ò 𝜔,

из которого следует, что

ln |𝑦1p𝑡q| “ 𝐶1 `
𝛼𝑠

𝐶
𝐽𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔,

где 𝐶1 — некоторая постоянная. Однако этого быть не может, поскольку здесь
выражение, стоящее слева, согласно определению 𝑃𝜔p𝑌0,0q-решения, стремится
к ˘8 при 𝑡 Ò 𝜔, а справа имеет конечный предел.

Таким образом, в каждом из двух возможных случаев выбора предела инте-
грирования 𝐴𝑠 получаем представление (21), из которого, с учетом (19), имеем

𝑦1p𝑡q

𝜙𝑠p𝑦p𝑡qq
“ 𝛼𝑠𝐽𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. p22q

Интегрируя это соотношение на промежутке от 𝑡1 до 𝑡 p𝑡1 Ps𝑡0,𝜔rq, получим

𝑦p𝑡qˆ

𝑦p𝑡1q

𝑑𝑠

𝜙𝑠p𝑠q
“ 𝛼𝑠

𝑡ˆ

𝑡1

𝐽𝑠p𝜏qr1` 𝑜p1qs 𝑑𝜏 при 𝑡 Ò 𝜔. p23q

Поскольку в силу первого из условий (5) lim𝑡Ò𝜔 𝑦p𝑡q “ 𝑌0, то из (22) ясно, что
несобственные интегралы

𝑌0ˆ

𝑦p𝑡1q

𝑑𝑠

𝜙𝑠p𝑠q
и

𝜔̂

𝑡1

𝐽𝑠p𝜏q 𝑑𝜏
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сходятся или расходятся одновременно. Ввиду этого факта и выбора пределов
интегрирования 𝐴𝑠𝑠 и 𝐵𝑠 в функциях 𝐽𝑠𝑠 и 𝐻𝑠, соотношение (23) может быть
записано в виде

𝐻𝑠p𝑦p𝑡qq “ 𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. p24q

Из (24) в силу первого из условий (5) и свойств функции 𝐻 следует выполнение
первого из условий (12).

Из соотношений (18) и (22) имеем

𝜋𝜔p𝑡q𝑦
2p𝑡q

𝑦1p𝑡q
“
𝜋𝜔p𝑡q𝐽

1
𝑠p𝑡q

𝐽𝑠p𝑡q
r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔.

Поэтому в силу соотношения (8) леммы 1 соблюдается второе из условий (12).
Кроме того, из соотношения (8) леммы 1 непосредственно вытекает второе из
неравенств (11).

Далее, в силу (24) имеем

𝑦p𝑡q “ 𝐻´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qsq при 𝑡 Ò 𝜔. p25q

Здесь 𝐻´1
𝑠 является правильно меняющейся функцией порядка 1

1´𝜎𝑠
при 𝑧 Ñ 𝑍𝑠

как обратная для правильно меняющейся при 𝑦 Ñ 𝑌0 функции 𝐻𝑠 порядка
1´𝜎𝑠 ‰ 0. Более того, в силу первого из условий (12), существует 𝑡2 P r𝑡1,𝜔r такое,
что функция 𝑧p𝑡q “ 𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qs такова, что lim𝑡Ò𝜔 𝑧p𝑡q “ 𝑍𝑠 и 𝑧p𝑡q P Δ𝑍𝑠

p𝑐𝑠q
при 𝑡 P r𝑡2,𝜔r. Поэтому, с учетом свойств правильно меняющихся функций, соот-
ношение (25) можно переписать в виде (15). Кроме того, принимая во внимание
предельное соотношение (10), из (24) получим

𝑦p𝑡q

𝜙𝑠p𝑦p𝑡qq
“ 𝛼𝑠p1´ 𝜎𝑠q𝐽𝑠𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. p26q

Из (26) следует первое из условий (11). Из (22) и (26) имеем

𝑦1p𝑡q

𝑦p𝑡q
“

𝐽𝑠p𝑡q

p1´ 𝜎𝑠q𝐽𝑠𝑠p𝑡q
r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔,

откуда с учетом (15) следует (16). Кроме того, с учетом последнего предельного
соотношения, из (18), (22) и последнего из условий (5) следует третье из условий
(12).

Поскольку при 𝑠 P t1,...,𝑙u функции 𝜙𝑖 p𝑖 “ 1,𝑙q являются правильно меня-
ющимися при 𝑦 Ñ 𝑌0, а функция 𝑧 удовлетворяет указанным выше условиям,
то

𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qsqq “ 𝜙𝑖p𝐻

´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqqr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔.

Тогда в силу (15) при 𝑖 P t1,...,𝑙u

lim
𝑡Ò𝜔

𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝑦p𝑡qq

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝑦p𝑡qq
“ lim

𝑡Ò𝜔

𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqqr1` 𝑜p1qs

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqqr1` 𝑜p1qs

“ lim
𝑡Ò𝜔

𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

,

откуда, с учетом (6), следует справедливость условий (13).
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При 𝑖 P t𝑙 ` 1,...,𝑚u из (25), с учетом свойств функции 𝑧, имеем

lim
𝑡Ò𝜔

𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝑦p𝑡qq

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝑦p𝑡qq
“ lim

𝑡Ò𝜔

𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qsq

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

. p27q

В силу монотонности функций 𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝑧qq p𝑖 “ 𝑙 ` 1,𝑚q на промежутке Δ𝑍𝑠

p𝑐𝑠q
для любых 𝛿𝑖 из некоторой окрестности нуля существует 𝑡3 P r𝑡2,𝜔r такое, что
при 𝑡 P r𝑡3,𝜔r

𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qr1` 𝑜p1qsqq

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

ě
𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝐻

´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qr1` 𝛿𝑖sqq

𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

ą 0,

откуда с учетом (6) и (27) следует справедливость условий (14). Теорема доказа-
на.

Доказательство теоремы 2. Используя преобразование

𝐻𝑠p𝑦p𝑡qq “ 𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qr1` 𝑢1p𝑡qs,
𝑦1p𝑡q

𝑦p𝑡q
“

𝐽𝑠p𝑡q

p1´ 𝜎𝑠q𝐽𝑠𝑠p𝑡q
r1` 𝑢2p𝑡qs, p28q

сведем дифференциальное уравнение (1) к системе дифференциальных уравне-
ний

$

’

’

&

’

’

%

𝑢11 “ ℎ1p𝑡q
”

𝐺p𝑡,𝑢1q

𝛼𝑠p1´𝜎𝑠q𝐽𝑠𝑠p𝑡q
p1` 𝑢2q ´ p1` 𝑢1q

ı

,

𝑢12 “ ℎ2p𝑡q
”

p𝑞p𝑡q ´ 1qp1` 𝑢2q ´
𝑞p𝑡q
1´𝜎𝑠

p1` 𝑢2q
2 `

𝛼𝑠p1´𝜎𝑠q𝐽𝑠𝑠p𝑡qp1`𝑅p𝑡,𝑢1qq

𝐺p𝑡,𝑢1q

ı

,

p29q
в которой

ℎ1p𝑡q “
𝐽 1𝑠𝑠p𝑡q

𝐽𝑠𝑠p𝑡q
, ℎ2p𝑡q “

𝑝𝑠p𝑡q

𝐽𝑠p𝑡q
, 𝑞p𝑡q “

𝐽2
𝑠 p𝑡q

𝑝𝑠p𝑡q𝐽𝑠𝑠p𝑡q
, 𝐺p𝑡,𝑢1q “

𝑌 p𝑡,𝑢1q

𝜙𝑠p𝑌 p𝑡,𝑢1qq
,

𝑌 p𝑡,𝑢1q “ 𝐻´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qp1` 𝑢1qq, p30q

𝑅p𝑡,𝑢1q “
𝑚
ÿ

𝑖“1
𝑖‰𝑠

𝛼𝑖𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝑌 p𝑡,𝑢1qq

𝛼𝑠𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝑌 p𝑡,𝑢1qq
. p31q

Учитывая первое из условий (12), подберем число 𝑡0 P r𝑎,𝜔r так, чтобы при
|𝑢1| ď 𝛿

𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qp1` 𝑢1q P Δ𝑍𝑠
p𝑐𝑠q, 𝑌 p𝑡,𝑢1q P Δ𝑌0

p𝑏q,

и рассмотрим систему (29) на множестве

Ω “ r𝑡0,𝜔rˆ𝐷, где 𝐷 “ tp𝑢1,𝑢2q : |𝑢𝑖| ď 𝛿, 𝑖 “ 1,2u.

Тогда в силу (9) и первого из условий (12)

lim
𝑡Ò𝜔

𝑌 p𝑡,𝑢1q “ 𝑌0 равномерно по 𝑢1 P r´𝛿,𝛿s. p32q

Отсюда, с учетом (10) и вида функции 𝐺, следует, что

lim
𝑡Ò𝜔

𝐺p𝑡,𝑢1q

𝐻𝑠p𝑌 p𝑡,𝑢1qq
“ 1´ 𝜎𝑠 равномерно по 𝑢1 P r´𝛿,𝛿s,
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то есть
𝐺p𝑡,𝑢1q “ r1´ 𝜎𝑠 `𝑅1p𝑡,𝑢1qs𝐻𝑠p𝑌 p𝑡,𝑢1qq

и
1

𝐺p𝑡,𝑢1q
“

1{p1´ 𝜎𝑠q `𝑅2p𝑡,𝑢1q

𝐻𝑠p𝑌 p𝑡,𝑢1qq
,

где функции 𝑅𝑖 p𝑖 “ 1,2q удовлетворяют условиям

lim
𝑡Ò𝜔

𝑅𝑖p𝑡,𝑢1q “ 0 равномерно по 𝑢1 P r´𝛿,𝛿s. p33q

Следовательно, с учетом вида функции 𝑌 p𝑡,𝑢1q, имеют место представления

𝐺p𝑡,𝑢1q “ 𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qr1´ 𝜎𝑠 `𝑅1p𝑡,𝑢1qsp1` 𝑢1q, p34q

1

𝐺p𝑡,𝑢1q
“

1{p1´ 𝜎𝑠q `𝑅2p𝑡,𝑢1q

𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qp1` 𝑢1q
. p35q

Кроме того, покаже, что

lim
𝑡Ò𝜔

𝑅p𝑡,𝑢1q “ 0 равномерно по 𝑢1 P r´𝛿,𝛿s. p36q

Так как функции 𝜙𝑖 p𝑖 “ 1,𝑙q являются правильно меняющимися при 𝑦 Ñ 𝑌0
p𝑦 P Δ𝑌0p𝑏qq порядков 𝜎𝑖, то в силу представлений (4), с учетом свойств медленно
меняющихся функций, имеем

𝜙𝑖p𝑌 p𝑡,𝑢1qq “ 𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qp1` 𝑢1qqq “

“ |𝐻´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qp1` 𝑢1qq|

𝜎𝑖𝐿𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qp1` 𝑢1qqq “

“ |𝐻´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qp1` 𝑢1qq|

𝜎𝑖𝐿𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqqp1` 𝑟𝑖p𝑡,𝑢1qq “

“ 𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqqp1` 𝑢1q

𝜎𝑖p1` 𝑟𝑖p𝑡,𝑢1qq, p𝑖 “ 1,𝑙q,

где функции 𝑟𝑖 таковы, что

lim
𝑡Ò𝜔

𝑟𝑖p𝑡,𝑢1q “ 0 равномерно по 𝑢1 P r´𝛿,𝛿s.

С учетом этих условий

lim
𝑡Ò𝜔

𝑙
ÿ

𝑖“1
𝑖‰𝑠

𝛼𝑖𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝑌 p𝑡,𝑢1qq

𝛼𝑠𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝑌 p𝑡,𝑢1qq
“ 0 равномерно по 𝑢1 P r´𝛿,𝛿s, p37q

поскольку в силу условий (13)

lim
𝑡Ò𝜔

𝑙
ÿ

𝑖“1
𝑖‰𝑠

𝛼𝑖𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝑌 p𝑡,𝑢1qq

𝛼𝑠𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝑌 p𝑡,𝑢1qq
“ lim

𝑡Ò𝜔

𝑙
ÿ

𝑖“1
𝑖‰𝑠

𝛼𝑖𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqqp1` 𝑢1q

𝜎𝑖r1` 𝑟𝑖p𝑡,𝑢1qs

𝛼𝑠𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqqp1` 𝑢1q𝜎𝑠r1` 𝑟𝑠p𝑡,𝑢1qs

“

“ lim
𝑡Ò𝜔

𝑙
ÿ

𝑖“1
𝑖‰𝑠

𝛼𝑖𝑝𝑖p𝑡q𝜙𝑖p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

𝛼𝑠𝑝𝑠p𝑡q𝜙𝑠p𝐻
´1
𝑠 p𝛼𝑠𝐽𝑠𝑠p𝑡qqq

“ 0 равномерно по 𝑢1 P r´𝛿,𝛿s.
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Из (37) и (17), в силу вида функции 𝑅, следует (36).
Учитывая (31), (34) и (35), систему дифференциальных уравнений (29) запи-

шем в виде
$

&

%

𝑢11 “ ℎ1p𝑡q r𝑓1p𝑡,𝑢1,𝑢2q ` 𝑢2 ` 𝑉1p𝑢1,𝑢2qs ,

𝑢12 “ ℎ2p𝑡q r𝑓2p𝑡,𝑢1,𝑢2q ´ 𝑢1 ´ 𝑢2 ` 𝑉2p𝑢1qs ,
p38q

где

𝑓1p𝑡,𝑢1,𝑢2q “ p1´ 𝜎𝑠q
´1𝑅1p𝑡,𝑢1qp1` 𝑢1qp1` 𝑢2q, 𝑉1p𝑢1,𝑢2q “ 𝑢1𝑢2,

𝑓2p𝑡,𝑢1,𝑢2q “ p1´ 𝜎𝑠q𝑅2p𝑡,𝑢1qp1` 𝑢1q
´1 ` p1` p1´ 𝜎𝑠q𝑅2p𝑡,𝑢1qq𝑅p𝑡,𝑢1qp1` 𝑢1q

´1´

´p1´ 𝜎𝑠q
´1𝑞p𝑡qp1` 𝑢1qp𝜎𝑠 ` 𝑢2q, 𝑉2p𝑢1q “ p1` 𝑢1q

´1 ´ 1` 𝑢1.

В этой системе уравнений слагаемые 𝑉1 и 𝑉2 удовлетворяют условиям

lim
|𝑢1|`|𝑢2|Ñ0

𝑉1p𝑢1,𝑢2q

|𝑢1| ` |𝑢2|
“ 0, lim

𝑢1Ñ0

𝑉2p𝑢1q

𝑢1
“ 0,

а в силу третьего из условий (12), с учетом (33) и (36),

lim
𝑡Ò𝜔

𝑓𝑖p𝑡,𝑢1,𝑢2q “ 0 равномерно по 𝑢1, 𝑢2 P r´𝛿,𝛿s p𝑖 “ 1,2q.

Кроме того,
𝜔̂

𝑡0

ℎ1p𝜏q 𝑑𝜏 “

𝜔̂

𝑡0

𝐽 1𝑠𝑠p𝜏q

𝐽𝑠𝑠p𝜏q
𝑑𝜏 “ ln |𝐽𝑠𝑠p𝜏q|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝜔

𝑡0

“ ˘8

и, с учетом третьего из условий (12),

lim
𝑡Ò𝜔

ℎ1p𝑡q

ℎ2p𝑡q
“ lim

𝑡Ò𝜔

𝐽2
𝑠 p𝑡q

𝑝𝑠p𝑡q𝐽𝑠𝑠p𝑡q
“ 0.

Тем самым показано, что для системы (38) выполняются все условия теоремы
2.8 из работы В. М. Евтухова и А. М. Самойленко [10]. Согласно этой тео-
реме система дифференциальных уравнений (38) имеет хотя бы одно решение
p𝑢1,𝑢2q : r𝑡˚,𝜔rÑ R2 p𝑡˚ ě 𝑡0q, стремящееся к нулю при 𝑡 Ò 𝜔. Каждому такому
решению системы (38), в силу замен (28), соответствует решение дифференциаль-
ного уравнения (1), допускающее при 𝑡 Ò 𝜔 асимптотические представления (15) и
(16), причем это решение является 𝑃𝜔p𝑌0,0q-решением уравнения (1). Более того,
из этой теоремы следует, что если 𝐽 1𝑠𝑠p𝑡q

𝐽𝑠𝑠p𝑡q
ą 0 при 𝑡 Ps𝑎,𝜔r (данное условие, в силу

(11), равносильно выполнению неравенства 𝛼𝑠𝜈0p1 ´ 𝜎𝑠q𝜋𝜔p𝑡q ă 0 при 𝑡 Ps𝑎,𝜔r),
то при 𝜔 “ `8 у системы (38) существует однопараметрическое семейство таких
решений, а при 𝜔 ă `8 — двухпараметрическое семейство. Теорема доказана.

Пример. Рассмотрим дифференциальное уравнение вида

𝑦2 “ 𝛼1𝑝1p𝑡q|𝑦|
𝜎 ` 𝛼2𝑝2p𝑡q𝑒

𝜇𝑦, p39q

в котором 𝛼𝑖 P t´1,1u p𝑖 “ 1,2q, 𝑝𝑖 : r𝑎,𝜔rÑs0, ` 8r p𝑖 “ 1,2q — непрерывные
функции, ´8 ă 𝑎 ă 𝜔 ď `8, 𝜎 ‰ 1, 𝜇 ‰ 0.
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Из теорем 1 и 2 имеем

Следствие. Пусть 𝜎 ‰ 1. Тогда для существования у дифференциального
уравнения (39) 𝑃𝜔p𝑌0,0q-решений, удовлетворяющих условиям

lim
𝑡Ò𝜔

𝑦p𝑡q “ ˘8 p𝑌0 “ ˘8q и lim
𝑡Ò𝜔

𝑝2p𝑡q𝑒
𝜇𝑦p𝑡q

𝑝1p𝑡q|𝑦p𝑡q|𝜎
“ 0,

необходимо, а если

𝑝2p𝑡q “ 𝑜

˜

𝑝1p𝑡q|p1´ 𝜎q𝐽11p𝑡q|
𝜎

1´𝜎

𝑒𝜇𝜈0|p1´𝜎qp𝛼1𝐽11p𝑡qp1`𝑢q`𝐶q|
1

1´𝜎

¸

при 𝑡 Ò 𝜔

равномерно по 𝑢 P r´𝛿,𝛿s для некоторого 0 ă 𝛿 ă 1, где

𝐶 “

#

0, если 𝜎 ą 1,
𝜈0|𝑏|

1´𝜎

1´𝜎 , если 𝜎 ă 1,

то и достаточно, чтобы

𝛼1𝜈0p1´ 𝜎q𝐽11p𝑡q ą 0, 𝛼1𝜈1𝜋𝜔p𝑡q ă 0 при 𝑡 Ps𝑎,𝜔r,

𝛼1 lim
𝑡Ò𝜔

𝐽11p𝑡q “ 𝑍1, lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐽
1
1p𝑡q

𝐽1p𝑡q
“ ´1, lim

𝑡Ò𝜔

𝐽2
1 p𝑡q

𝑝1p𝑡q𝐽11p𝑡q
“ 0.

Более того, для каждого такого решения имеют место асимптотические пред-
ставления

𝑦p𝑡q “ 𝜈0|p1´ 𝜎q𝐽11p𝑡q|
1

1´𝜎 r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔,

𝑦1p𝑡q “
𝜈0𝐽1p𝑡q|p1´ 𝜎q𝐽11p𝑡q|

1
1´𝜎

p1´ 𝜎q𝐽11p𝑡q
r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔,

причем если 𝛼𝑠𝜈0p1´ 𝜎𝑠q𝜋𝜔p𝑡q ă 0 при 𝑡 Ps𝑎,𝜔r, то при 𝜔 “ `8 таких решений
существует однопараметрическое семейство, а при 𝜔 ă `8 — двухпарамет-
рическое семейство.

Заключение. В настоящей работе исследован вопрос о наличии и асимп-
тотике медленно меняющихся решений дифференциального уравнения (1) в слу-
чае, когда в правой части уравнения (1) главным является слагаемое с правильно
меняющейся при 𝑦 Ñ 𝑌0 (𝑌0 равно либо 0, либо ˘8) нелинейностью. Аналогично
можно рассмотреть случай, когда в правой части несколько главных слагаемых,
среди которых хотя бы одно с правильно меняющейся при 𝑦 Ñ 𝑌0 нелинейностью.
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Колун Н. П.
Асимптотика повiльно змiнних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь другого
порядку з правильно та швидко змiнними нелiнiйностями

Резюме

У цiй роботi для диференцiального рiвняння другого порядку, яке мiстить в правiй час-
тинi суму доданкiв з правильно та швидко змiнними нелiнiйностями, встановлюються
необхiднi та достатнi умови iснування так званих 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-розв’язкiв (𝑌0 дорiвнює або
нулю, або ˘8, ´8 ă 𝑎 ă 𝜔 ď `8) в особливому випадку, коли параметр 𝜆0 “ 0.
При такому значеннi параметра 𝜆0 дослiджуванi розв’язки є повiльно змiнними при
𝑡 Ò 𝜔 (𝜔 ď `8) функцiями. Також встановлюються асимптотичнi при 𝑡 Ò 𝜔 зображе-
ня для таких розв’язкiв та їх похiдних першого порядку. Результати роботи отриманi
в припущеннi, що на кожному розв’язку iз класу, що розглядається, права частина
дослiджуваного диференцiального рiвняння еквiвалентна при 𝑡 Ò 𝜔 одному доданку з
правильно змiнною нелiнiйнiстю. Розглянуто приклад диференцiального рiвняння, що
iлюструє отриманi в роботi результати.
Ключовi слова: правильно змiннi функцiї, швидко змiннi функцiї, нелiнiйнi диференцi-
альнi рiвняння, 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-розв’язки, асимптотика 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-розв’язкiв, асимптоти-
чне зображення 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-розв’язкiв .
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Kolun N. P.
Asymptotics of slowly varying solutions of second-order differential equa-
tions with regularly and rapidly varying nonlinearities.

Summary

In this paper for the second-order differential equation which has a right-hand side contain-

ing the sum of the terms with regularly and rapidly varying nonlinearities the necessary and

sufficient conditions of the existence so-called 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-solutions (𝑌0 is either 0, or ˘8,

´8 ă 𝑎 ă 𝜔 ď `8) in a special case when the parameter 𝜆0 “ 0 are established. At

this value of the parameter 𝜆0 researched solutions are slowly varying as 𝑡 Ò 𝜔 (𝜔 ď `8)

functions. The asymptotic representations when 𝑡 Ò 𝜔 for such solutions and their first-order

derivatives also are established. The results of the work were obtained on the assumption

that on each solution from the class under consideration the right-hand side of the differ-

ential equation being studied is equivalent when 𝑡 Ò 𝜔 to one term with a regularly varying

nonlinearity. An example of a differential equation that illustrates the results obtained in

this paper is considered.

Key words: regularly varying functions, rapidly varying functions, non-linear differential

equation, 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-solutions, asymptotic of 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-solutions, asymptotic representations

of 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-solutions.
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