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КРИТЕРIЙ РОЗВ’ЯЗНОСТI ЛIНIЙНОЇ НЕТЕРОВОЇ КРАЙОВОЇ
ЗАДАЧI ДЛЯ СИСТЕМИ ДИНАМIЧНИХ РIВНЯНЬ НА
ЧАСОВIЙ ШКАЛI

На часовiй шкалi розглядається лiнiйна нетерова крайова задача для системи дина-
мiчних рiвнянь другого порядку. Дана крайова задача розглядається у випадку, коли
оператор лiнiйої частини є необоротним, тобто кiлькiсть крайових умов задачi i порядок
операторної системи рiзнi. Для того щоб встановити умови розв’язностi розглядуваної
крайової задачi, використовується апарат теорiї псевдообернених матриць. Встановлю-
ється зв’язок мiж умовою розв’язностi динамiчної системи та умовою розв’язностi ал-
гебраїчної системи рiвнянь. Тобто, використовуючи теорiю псевдообернених матриць,
встановлено умову розв’язностi динамiчної системи рiвнянь, до якої зводиться розгляду-
вана крайова задача. При цьому умова розв’язностi динамiчної системи рiвнянь випли-
ває з умови розв’язностi вiдповiдної алгебраїчної системи рiвнянь. Знайдено множину
розв’язкiв розглядуваної крайової задачi. Також наведенi частковi випадки крайової за-
дачi, коли кiлькiсть крайових умов бiльша за кiлькiсть невiдомих системи динамiчних
рiвнянь та навпаки. Для кожного з цих випадкiв встановлено умови розв’язностi роз-
глядуваної крайової задачi та знайдено її розв’язки. Наведено приклад, який iлюструє
застосування отриманих результатiв.
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Вступ. Актуальним питанням теорiї диференцiальних рiвнянь є вивчен-
ня умов розв’язностi лiнiйних нетерових крайових задач, тобто таких крайових
задач, у яких оператор їх лiнiйної частини є необоротним, останнє означає, що
кiлькiсть крайових умов в операторнiй системi не дорiвнює кiлькостi невiдомих.
Такi крайовi задачi були розглянутi в роботах [2–4].

При встановленнi умов розв’язностi лiнiйних нетерових крайових задач за-
стосовується апарат теорiї псевдообернених матриць [5, 7].

Цiкавим є дослiдження нетерових крайових задач на часовiй шкалi. Це пи-
тання розглядалося в працi [8].

Для дослiдження умов iснування розв’язкiв таких задач використовується те-
орiя нетерових операторiв, розвинута в роботах А. М. Самойленка та О. А. Бойчу-
ка [2,10], та теорiя динамiчних рiвнянь на часових шкалах (див., наприклад, [9]).

В роботi розглядається лiнiйна нетерова крайова задача для системи динамiч-
них рiвнянь другого порядку на часовiй шкалi. Встановлено умови розв’язностi
цiєї задачi та побудована множина її розв’язкiв. Характерною особливiстю роботи
є те, що при дослiдженнi ми не зводимо рiвняння другого порядку до системи
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рiвнянь першого порядку, а працюємо безпосередньо з системою рiвнянь другого
порядку, що є набагато зручнiшим i значно спрощує метод.

Робота складається зi вступу, основних результатiв та висновкiв. У вступi
описано актуальнiсть розглядуваної задачi та наведено основнi поняття, пов’язанi
з теорiєю часових шкал. У другiй частинi, присвяченiй основним результатам,
сформульована постановка задачi, наведенi умови розв’язностi лiнiйної нетерової
крайової задачi для динамiчної системи рiвнянь та проведено основнi доведення.

Попереднi результати. Наведемо необхiднi поняття та означення, якi
пов’язанi з теорiєю рiвнянь на часових шкалах [9].

Означення 1. [9] Часовою шкалою 𝑇 називається довiльна непорожня
замкнена пiдмножина дiйсних чисел.

Для кожної множини 𝐴 Ă 𝑇 позначимо 𝐴𝑇 “ 𝐴
Ş

𝑇 . Для характеризацiї часо-
вої шкали наведемо поняття прямого та оберненого операторiв стрибка, функцiї
зернистостi [9].

Означення 2. [9] Для довiльного 𝑡 P 𝑇 прямим оператором стрибка на-
зивається функцiя 𝜎 : 𝑇 Ñ 𝑇 , визначена наступним чином: 𝜎p𝑡q :“ 𝑖𝑛𝑓t𝑠 P 𝑇 :
𝑠 ă 𝑡u.

Означення 3. [9] Для довiльного 𝑡 P 𝑇 оберненим оператором стрибка є
функцiя 𝜌 : 𝑇 Ñ 𝑇 , визначена наступним чином: 𝜌p𝑡q :“ 𝑠𝑢𝑝t𝑠 P 𝑇 : 𝑠 ą 𝑡u.

Означення 4. [9] Функцiя 𝜇 : 𝑇 Ñ r0;`8q визначена наступним чином:
𝜇p𝑡q :“ 𝜎p𝑡q ´ 𝑡 називається функцiєю зернистостi.

Означення 5. [9] Точка 𝑡 P 𝑇 називається:
1) лiвограничною (LD), якщо 𝜌p𝑡q “ 𝑡;
2) лiворозсiяною (LS), якщо 𝜌p𝑡q ă 𝑡;
3) правограничною (RD), якщо 𝜎p𝑡q “ 𝑡;
4) праворозсiяною (RS), якщо 𝜎p𝑡q ą 𝑡;
функцiєю зернистостi.

Якщо 𝑇 має лiворозсiяний максимум𝑀 , тодi множина 𝑇 𝑘 визначається таким
чином: 𝑇 𝑘 “ 𝑇 z𝑀 ; в iншому випадку вважаємо, що 𝑇 𝑘 “ 𝑇 .

Означення 6. [9] Функцiя 𝑓 : 𝑇 Ñ 𝑅𝑑 називається Δ´диференцiйованою
в точцi 𝑡 P 𝑇 𝑘, якщо границя 𝑓Δp𝑡q “ lim

𝑠Ñ𝑡

𝑓p𝜎p𝑡qq´𝑓p𝑠q
𝜎p𝑡q´𝑠 iснує в 𝑅𝑑.

Наведемо наступнi вiдомi результати [9]:
1. Якщо 𝑡 P 𝑇 𝑘-правогранична точка 𝑇 , тодi функцiя 𝑓 є Δ-диференцiйованою

в точцi 𝑡 тодi i тiльки тодi, коли границя 𝑓Δp𝑡q “ lim
𝑠Ñ𝑡

𝑓p𝜎p𝑡qq´𝑓p𝑠q
𝜎p𝑡q´𝑠 iснує в 𝑅𝑑.

2. Якщо 𝑡 P 𝑇 𝑘-праворозсiяна точка 𝑇 i якщо функцiя 𝑓 є неперервною по 𝑡,
тодi функцiя 𝑓 є Δ-диференцiйованою в точцi 𝑡 i 𝑓Δp𝑡q “ 𝑓p𝜎p𝑡qq´𝑓p𝑡q

𝜇p𝑡q .
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Означення 7. [9] Функцiя 𝑓 : 𝑇 Ñ 𝑅 є 𝑟𝑑-неперервною, якщо вона непе-
рервна в щiльних справа точках на 𝑇 i iснує її лiвостороння границя в щiльних
злiва точках шкали 𝑇 . Множина всiх 𝑟𝑑-неперервних функцiй 𝑓 : 𝑇 Ñ 𝑅 позна-
чається 𝐶𝑟𝑑 “ 𝐶𝑟𝑑p𝑇 q “ 𝐶𝑟𝑑p𝑇,𝑅q.

Означення 8. [9] Вважаємо, що функцiї 𝑓,𝑔 : 𝑇 Ñ 𝑅 є диференцiйованими
в точцi 𝑡 P 𝑇 𝑘. Тодi добуток 𝑓𝑔 : 𝑇 Ñ 𝑅 є диференцiйованим в точцi 𝑡 P 𝑇 𝑘 i

p𝑓𝑔qΔp𝑡q “ 𝑓Δp𝑡q𝑔p𝑡q ` 𝑓p𝜎p𝑡qqp𝑔qΔp𝑡q “ 𝑓p𝑡q𝑔Δp𝑡q ` 𝑓Δp𝑡q𝑔p𝜎p𝑡qq

iснує в 𝑅𝑑.

Означення 9. [9] Для диференцiйованої функцiї 𝑓 : 𝑇 Ñ 𝑅, якщо її похiд-
на 𝑓△ є диференцiйованою на множинi 𝑇 𝑘

2

“ p𝑇 𝑘q𝑘, то її друга похiдна 𝑓△△

визначена таким чином: 𝑓△△ “ p𝑓△q△, 𝑓△△ : 𝑇 𝑘2

Ñ 𝑅.

Теорема 1. [9] Нехай 𝑎, 𝑏 P 𝑇 та 𝑓 P 𝐶𝑟𝑑p𝑇,𝑅q. Тодi, якщо 𝑇 складається
лише з iзольованих точок, то

𝑏ˆ

𝑎

𝑓p𝑠q△𝑠 :“

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

ř

𝑡Pr𝑎,𝑏q

𝜇p𝑠q𝑓p𝑠q, якщо𝑎 ă 𝑏,

0, якщо𝑎 “ 𝑏;

´
ř

𝑡Pp𝑎,𝑏s

𝜇p𝑠q𝑓p𝑠q, якщо𝑎 ą 𝑏.

Основнi результати
1. Постановка задачi. Розглядається лiнiйна неоднорiдна нетерова крайова

задача для системи динамiчних рiвнянь другого порядку на часовiй шкалi 𝑇

p𝑃 p𝑡q𝑥Δp𝑡qqΔ ´𝑄p𝑡q𝑥p𝑡q “ 𝑓p𝑡q, 𝑡 P r𝑎, 𝑏s𝑇 , p1q

𝑙𝑥p𝑡q “ 𝛼, 𝛼 P 𝑅𝑚, p2q

де r𝑎, 𝑏s𝑇 :“ r𝑎,𝑏s
Ş

𝑇 , 𝑥, 𝑓p𝑡q “ 𝑐𝑜𝑙p𝑓1p𝑡q, 𝑓2p𝑡q,...,𝑓𝑛p𝑡q—𝑛-вимiрна вектор-функцiя,
яка є 𝑟𝑑-неперервною на часовiй шкалi 𝑇 : 𝑓p𝑡q P 𝐶𝑟𝑑pr𝑎,𝑏s𝑇 , 𝑅

𝑛q; 𝑃 p𝑡q, 𝑃Δp𝑡q
та 𝑄p𝑡q—p𝑛 ˆ 𝑛q-вимiрнi матрицi-функцiї, елементи яких є 𝑟𝑑-неперервними на
r𝑎,𝑏s𝑇 функцiями: 𝑃 p𝑡q, 𝑃Δp𝑡q, 𝑄p𝑡q P ℜpr𝑎,𝑏s𝑇 ;𝑅𝑛ˆ𝑛q, i матриця-функцiя 𝑃 p𝑡q не-
вироджена: 𝑑𝑒𝑡𝑃 p𝑡q ‰ 0; 𝑙—𝑚-вимiрний лiнiйний векторний функцiонал, визна-
чений на просторi 𝑛-вимiрних неперервних вектор-функцiй: 𝑙 “ 𝑐𝑜𝑙p𝑙1,𝑙2,...,𝑙𝑚q,
𝑙 : 𝐶r𝑎,𝑏s𝑇 Ñ 𝑅𝑚, 𝑙𝑖 : 𝐶r𝑎,𝑏s𝑇 Ñ 𝑅, 𝑖 “ 1,2,...,𝑚, 𝑏 ă `8, 𝛼—𝑚-вимiрний вектор-
стовпець констант, 𝛼 P 𝑅𝑚.

Застосовуючи до величиини p𝑃 p𝑡q𝑥ΔqΔ означення 8 двiчi пiдряд та означення
9, отримаємо: p𝑃 p𝑡q𝑥△p𝑡qq△ “ p𝑃 p𝑡qq△𝑥△p𝑡q ` 𝑃 p𝜎p𝑡qqp𝑥△p𝑡qq△ “ 𝑃△p𝑡q𝑥△p𝑡q `
𝑃 p𝜎p𝑡qq𝑥△△p𝑡q.

Враховуючи умову на коефiцiєнти динамiчної системи (1), означення 8 та
попереднi викладки, зробимо деякi перетворення, в результатi яких система (1)
набере вигляду

𝑥ΔΔp𝑡q `𝐴p𝑡q𝑣p𝑥p𝑡qq “ 𝑃´1p𝜎p𝑡qq𝑓p𝑡q, 𝑡 P r𝑎,𝑏s𝑇 , p3q
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де 𝐴p𝑡q “ r´𝑃 p𝑡q𝑄p𝑡q, 𝑃´1p𝜎p𝑡qq𝑓p𝑡q𝑃Δp𝑡qs—p𝑛 ˆ 2𝑛q-вимiрна матриця, 𝑣p𝑥p𝑡qq “
p𝑥𝑇 p𝑡q,p𝑥△p𝑡qq𝑇 q—2𝑛-вимiрний вектор.

В результатi проведених перетворень динамiчна система рiвнянь (1) звела-
ся до еквiвалентної їй системи (3), тому мiркування, проведенi до системи (3),
будуть також виконуватись i для системи (1).

Динамiчна система (3) має 2𝑛-параметричну множину розв’язкiв:

𝑥p𝑡q “ 𝑋p𝑡q𝑐` 𝑥p𝑡q, 𝑐 P 𝑅2𝑛, p4q

де

𝑥p𝑡q :“

𝑡ˆ

𝑡0

𝑒𝐴p𝑡,𝜎p𝑠qq𝜙p𝑠qΔ𝑠, 𝑡 P r𝑎,𝑏s𝑇 , p5q

𝑒𝐴p𝑡,𝑠q — p𝑛ˆ2𝑛q-вимiрна матрична експоненцiальна функцiя, що є матрицантом
вiдповiдної однорiдної динамiчної системи: 𝑒𝐴p𝑡,𝑠q “ 𝑋p𝑡q𝑊´1p𝑋p𝑠qq, де p𝑛ˆ2𝑛q-
вимiрна матриця 𝑋p𝑡q є фундаментальною матрицею вiдповiдної однорiдної ди-
намiчної системи, нормованої в точцi 𝑡0 P r𝑎,𝑏s𝑇 , 𝑊 p𝑋p𝑡qq, 𝑡 P r𝑎,𝑏s𝑇 , – p2𝑛ˆ 2𝑛q-
вимiрна матриця Вронського фундаментальної матрицi 𝑋p𝑡q; 𝜙p𝑡q–2𝑛-вимiрний
вектор,першi 𝑛 компонент якого є компонентами нульового вектора, а решта
утворенi добутком p𝑛 ˆ 𝑛q-вимiрної матрицi 𝑃´1p𝑡q на 𝑛-вимiрний вектор 𝑓p𝑡q:

𝜙p𝑡q “

ˆ

0
𝑃´1𝑓p𝑡q

˙

.

2. Умови розв’язностi лiнiйної неоднорiдної нетерової крайової за-
дачi для системи динамiчних рiвнянь (1), (2) на часовiй шкалi 𝑇 . Оскiль-
ки динамiчнi системи (1) та (3) еквiвалентнi, то лiнiйнiй нетеровiй крайовiй задачi
для динамiчної системи, розглядуваної на часовiй шкалi (1), (2), еквiвалентна лi-
нiйна нетерова крайова задача для динамiчної системи, розглядуваної на часовiй
шкалi:

𝑥ΔΔp𝑡q `𝐴p𝑡q𝑣p𝑥p𝑡qq “ 𝑃´1p𝜎p𝑡qq𝑓p𝑡q, 𝑡 P r𝑎,𝑏s𝑇 , p6q

𝑙𝑥p¨q “ 𝛼, 𝛼 P 𝑅𝑚. p7q

За оператор Λ позначимо оператор вигляду:

Λ𝑥p¨q :“

ˆ

𝑥ΔΔp¨q `𝐴p¨q𝑣p𝑥p¨qq
𝑙𝑥p¨q

˙

. p8q

Враховуючи (5), задачу (6), (7) запишемо в операторнiй формi:

Λ𝑥p¨q :“

ˆ

p𝑃´1p¨q𝑓p¨q
𝛼

˙

.

Зауважимо, що оператор Λ вигляду (8) є нетеровим оператором з iндексом 𝑖𝑛𝑑Λ “
2𝑛´𝑚, тому отримана крайова задача (6), (7) є нетеровою.

Загальний розв’язок (4) динамiчної системи (3) буде розв’язком крайової за-
дачi (6), (7) тодi i тiльки тодi, коли векторна стала 𝑐 P 𝑅2𝑛 буде задовольняти
алгебраїчну систему

𝐷𝑐 “ 𝛼´ 𝑙𝑥p¨q, p9q



Критерiй розв’язностi крайової задачi на часових шкалах 47

яка отримана в результатi пiдстановки загального розв’язку (4) динамiчної си-
стеми (3) в крайову умову (2).

В (9) через 𝐷 позначена p𝑚 ˆ 2𝑛q-вимiрна матриця, отримана в результатi
дiї 𝑚-вимiрного лiнiйного вектор-функцiоналу 𝑙 на вектор-стовпчики матрицi-
функцiї 𝑋p𝑡q: 𝐷 :“ 𝑙𝑋p𝑡q; вважаємо, що 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷 “ 𝑛1, 𝑛1 ď 𝑚𝑖𝑛p2𝑛;𝑚q.

Згiдно з теоремою 3.9 [10], алгебраїчна система (9) розв’язна тодi i тiльки
тодi, коли виконується умова

𝑃𝐷˚𝑑
r𝛼´ 𝑙𝑥p¨qs “ 𝜃𝑑, 𝑑 “ 𝑚´ 𝑛1. p10q

В такому разi загальний розв’язок алгебраїчної системи (9) має вигляд:

𝑐 “ 𝑃𝐷𝑟
𝑐𝑟 `𝐷

`r𝛼´ 𝑙𝑥p¨qs, 𝑟 “ 2𝑛´ 𝑛1, @𝑐𝑟 P 𝑅
𝑟, p11q

де 𝐷` є p2𝑛 ˆ 𝑚q-вимiрною матрицею, псевдооберненою за Муром—Пенроузом
до матрицi 𝐷.

Пiдставляючи знайдений сталий вектор 𝑐 P 𝑅2𝑛 вигляду (11) в (4), знаходимо
загальний розв’язок крайової задачi (1), (2):

𝑥p𝑡,𝑐𝑟q “ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝑃𝐷𝑟𝑐𝑟 ` 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝐷
`𝛼´ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝐷

`𝑙𝑥p¨q ` 𝑥p𝑡q,@𝑐𝑟 P 𝑅
𝑟. p12q

В (12): 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q—p𝑛ˆ 2𝑛q-вимiрна матрична експоненцiальна функцiя, що є фун-
даментальною матрицею вiдповiдної однорiдної p𝑃´1p𝑡q𝑓p𝑡q “ 0q динамiчної си-
стеми (3), нормованої в точцi 𝑡0 P r𝑎,𝑏s𝑇 ; 𝑃𝐷𝑟

—p2𝑛ˆ 𝑟q-вимiрна матриця, отрима-
на з p2𝑛 ˆ 2𝑛q-вимiрної матрицi-ортопроектора 𝑃𝐷, що проектує простiр 𝑅2𝑛 на
нуль-простiр 𝑁p𝐷q матрицi 𝐷: 𝑃𝐷 : 𝑅2𝑛 Ñ 𝑁p𝐷q, 𝑁p𝐷q “ 𝑃𝐷𝑅

2𝑛; 𝑃𝐷˚𝑑
—p𝑑ˆ𝑚q-

вимiрна матриця, отримана з p𝑚ˆ𝑚q-вимiрної матрицi-ортопроектора 𝑃𝐷˚ , що
проектує простiр 𝑅𝑚 на нуль-простiр 𝑁p𝐷˚ матрицi 𝐷˚: 𝑃𝐷˚ : 𝑅𝑚 Ñ 𝑁p𝐷˚q,
𝑁p𝐷˚q “ 𝑃𝐷˚𝑅

𝑚.
Звiдси одержуємо, що розмiрнiсть нуль-простору 𝑁p𝐷q дорiвнює дефекту ма-

трицi 𝐷 [5, 7]:𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷 “ 𝑛1.
Враховуючи, що 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷 “ 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷˚, отримуємо розмiрнiсть нуль-простору

𝑁p𝐷˚q: 𝑑𝑖𝑚𝑁p𝐷˚q “ 𝑚´ 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷 “ 𝑚´ 𝑛1 “ 𝑑. Тому 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑃𝐷 “ 𝑟, 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑃𝐷˚ “ 𝑑,
внаслiдок чого матриця 𝑃𝐷 складається з 𝑟 лiнiйно незалежних стовпцiв, а ма-
триця 𝑃𝐷˚ складається з 𝑑 лiнiйно незалежних рядкiв; тому p𝑚ˆ𝑚q-вимiрну ма-
трицю 𝑃𝐷˚ та p2𝑛ˆ 2𝑛q-вимiрну матрицю 𝑃𝐷 можна замiнити p𝑑ˆ𝑚q-вимiрною
матрицею 𝑃𝐷˚𝑑

та p2𝑛ˆ 𝑟q-вимiрною матрицею 𝑃𝐷𝑟 вiдповiдно.
Наведенi вище мiркування приводять до наступної теореми.

Теорема 2. [5] Якщо 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷 “ 𝑛1 ă 𝑚𝑖𝑛t2𝑛,𝑚u, то однорiдна p𝛼 “ 0,𝑓 “ 0q
крайова задача (1), (2) має 𝑟 i лише 𝑟 p𝑟 “ 2𝑛´𝑛1q лiнiйно незалежних розв’язкiв

𝑥p𝑡, 𝑐𝑟q “ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝑃𝐷𝑟
𝑐𝑟,@𝑐𝑟 P 𝑅

𝑟. p13q

Неоднорiдна крайова задача (1), (2) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли 𝑓p𝑡q P
𝐶𝑟𝑑pr𝑎,𝑏s𝑇 ;𝑅

𝑛q i 𝛼 P 𝑅𝑚 задовольняють умову розв’язностi

𝑃𝐷˚𝑑
r𝛼´ 𝑙𝑥p¨qs “ 𝜃𝑑, 𝑑 “ 𝑚´ 𝑛1 p14q

i при цьому має 𝑟-параметричну множину розв’язкiв

𝑥p𝑡, 𝑐𝑟q “ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝑃𝐷𝑟
𝑐𝑟 `𝑋p𝑡q𝐷

`𝛼´𝑋p𝑡q𝐷`𝑙𝑥p¨q ` 𝑥p𝑡q,@𝑐𝑟 P 𝑅
𝑟. p15q
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Дана теорема сформульована в загальному виглядi. Для некритичних кра-
йових задач з вище сформульованої теореми випливають твердження.

Наслiдок 1. Нехай 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷 “ 𝑛1 “ 𝑚p𝑚 ‰ 2𝑛q. Тодi 𝑑𝑖𝑚𝑁p𝐷˚q “ 𝑚 ´

𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷 “ 𝑚 ´ 𝑛1 “ 𝑚 ´𝑚 “ 𝑑 “ 0, тому 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑃𝑁p𝐷˚q “ 0 i неоднорiдна крайова
задача (1), (2) завжди розв’язна i має 𝑟-параметричний p𝑟 “ 2𝑛´𝑚q розв’язок

𝑥p𝑡, 𝑐𝑟q “ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝑃𝐷𝑟𝑐𝑟 ` 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝐷
`𝛼´ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝐷

`𝑙𝑥p¨q ` 𝑥p𝑡q,@𝑐𝑟 P 𝑅
𝑟. p16q

Наслiдок 2. Нехай 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷 “ 𝑛1 “ 2𝑛. Тодi однорiдна p𝛼 “ 0,𝑓 “ 0q крайова
задача (1), (2) має лише тривiальний розв’язок p𝑟 “ 2𝑛 ´ 𝑛1 “ 0q. Неоднорiдна
крайова задача (1), (2) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли виконується умова
розв’язностi

𝑃𝐷˚𝑑
r𝛼´ 𝑙𝑥p¨qs “ 𝜃𝑑, 𝑑 “ 𝑚´ 2𝑛, p17q

i при цьому неоднорiдна крайова задача (1), (2) має єдиний розв’язок

𝑥p𝑡q “ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝐷
´1𝛼´ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝐷

`𝑙𝑥p¨q ` 𝑥p𝑡q. p18q

Наслiдок 3. Нехай 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷 “ 𝑛1 “ 𝑚 “ 2𝑛. Тодi 𝑑𝑒𝑡𝐷 ‰ 0 та однорiдна p𝛼 “
0,𝑓 “ 0q крайова задача (1), (2) має лише тривiальний розв’язок. Неоднорiдна
крайова задача (1), (2) завжди i при цьому має єдиний розв’язок

𝑥p𝑡q “ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝐷
´1𝛼´ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝐷

´𝑙𝑥p¨q ` 𝑥p𝑡q. p19q

Приклад. Розглянемо лiнiйну крайову задачу на часовiй шкалi 𝑇 “
“

0, 12
‰

Y
“

3
4 ,1

‰

:
𝑥ΔΔp𝑡q ´ 𝑎2𝑥p𝑡q “ 𝑓p𝑡q, 𝑥 P 𝑅1, 𝑡 P 𝑇. p20q

𝑙𝑥p¨q “ 𝛼, 𝛼 P 𝑅2, p21q

де 𝑙 : 𝐶p𝑇 q Ñ 𝑅2, 𝑙𝑥p¨q “ 𝑀𝑥p0q ` 𝑁𝑥p1q, 𝑀 та 𝑁–p2 ˆ 1q-вимiрнi матрицi:

𝑀 “

ˆ

0
´1

˙

, 𝑁 “

ˆ

0
1

˙

.

Знайдемо фундаментальну матрицю вiдповiдної однорiдної динамiчної си-
стеми

𝑥ΔΔp𝑡q ´ 𝑎2𝑥p𝑡q “ 0, 𝑥 P 𝑅1, 𝑡 P 𝑇, p22q

тобто p1ˆ 2q-вимiрну матричну функцiю 𝑋p𝑡q.
При 𝑡 P

“

0, 1
2

‰

, 𝑡 ě 𝑠 матричну функцiю 𝑋p𝑡q визначимо по аналогiї з фун-
даментальною матрицею звичайного диференцiального рiвняння [1, 6], тобто,
при 𝑡 P r0, 1

2 s, фундаментальну матрицю (вектор-рядок) однорiдної динамiчної
системи (22) визначено таким чином:

𝑋p𝑡q “

ˆ

𝑒𝑎p𝑡´0q ` 𝑒´𝑎p𝑡´0q

2
;
𝑒𝑎p𝑡´0q ´ 𝑒´𝑎p𝑡´0q

2𝑎

˙

.

При 𝑡 “ 1
2 фундаментальна матриця не буде фундаментальною матрицею

вiдповiдного диференцiального рiвняння i шукається як у випадку для однорiдної
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динамiчної системи, тобто використовується означення функцiї, Δ-диферен-
цiйованої в точцi [9]. Отже, при 𝑡 “ 1

2 маємо: 𝑋p 12 q “
`

1; 1
4

˘

.
При 𝑡 P

“

3
4 , 1

‰

фундаментальна матриця однорiдної динамiчної системи
(22) збiгається з фундаментальною матрицею вiдповiдної диференцiальної си-
стеми:

𝑋p𝑡q “

˜

𝑒𝑎p𝑡´
3
4 q ` 𝑒´𝑎p𝑡´ 3

4 q

2
;

𝑒𝑎p𝑡´
3
4 q ´ 𝑒´𝑎p𝑡´ 3

4 q

2𝑎

¸

.

Отже, експоненцiйна функцiя 𝑒𝐴p𝑡,𝑠q є такою:

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

𝑒𝐴p𝑡,𝑠q “

ˆ

𝑒𝑎p𝑡´𝑠q ` 𝑒´𝑎p𝑡´𝑠q

2
;

𝑒𝑎p𝑡´𝑠q ´ 𝑒´𝑎p𝑡´𝑠q

2𝑎

˙

при 𝑡, 𝑠 P
“

0, 1
2

˘

,

𝑒𝐴p𝑡,𝑠q “ p1; 0q при 𝑡 “ 𝑠 “ 1
2 ,

𝑒𝐴p𝑡,𝑠q “

ˆ

𝑒𝑎p𝑡´𝑠q ` 𝑒´𝑎p𝑡´𝑠q

2
;

𝑒𝑎p𝑡´𝑠q ´ 𝑒´𝑎p𝑡´𝑠q

2𝑎

˙

при 𝑡, 𝑠 P
“

3
4 , 1

‰

.

Прямий оператор стрибка буде таким:
$

’

&

’

%

𝜎p𝑡q “ 𝑡 при 𝑡 P
“

0; 1
2

˘

,

𝜎p𝑡q “ 3
4 в точцi 𝑡 “ 1

2 ,

𝜎p𝑡q “ 𝑡 при 𝑡 P
“

3
4 ; 1

‰

.

Функцiя 𝜇p𝑡q буде такою:
$

’

&

’

%

𝜇p𝑡q “ 0 при 𝑡 P
“

0; 1
2

‰

,

𝜇p𝑡q “ 3
4 ´

1
2 “

1
4 в точцi 𝑡 “ 1

2 ,

𝜇p𝑡q “ 0 при 𝑡 P
“

3
4 ; 1

‰

.

Отже, експоненцiйна функцiя 𝑒𝐴p𝑡,𝜎p𝑠qq для розглядуваної задачi визначає-
ться таким чином:

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

𝑒𝐴p𝑡,𝜎p𝑠qq “

ˆ

𝑒𝑎p𝑡´𝑠q ` 𝑒´𝑎p𝑡´𝑠q

2
;
𝑒𝑎p𝑡´𝑠q ´ 𝑒´𝑎p𝑡´𝑠q

2𝑎

˙

при 𝑡, 𝑠 P
“

0; 1
2

˘

,

𝑒𝐴p𝑡,𝜎p𝑠qq “ p1; 0q при 𝑡 “ 𝑠 “ 1
2 ,

𝑒𝐴p𝑡,𝜎p𝑠qq “

ˆ

𝑒𝑎p𝑡´𝑠q ` 𝑒´𝑎p𝑡´𝑠q

2
;

𝑒𝑎p𝑡´𝑠q ´ 𝑒´𝑎p𝑡´𝑠q

2𝑎

˙

при 𝑡, 𝑠 P
“

3
4 ; 1

‰

.

Тому можна зазначити, що 𝑒𝐴p1,𝜎p𝑠qq є такою:

𝑒𝐴p1,𝜎p𝑠qq “

ˆ

𝑒𝑎p1´𝑠q ` 𝑒´𝑎p1´𝑠q

2
;

𝑒𝑎p1´𝑠q ´ 𝑒´𝑎p1´𝑠q

2𝑎

˙

.

Знайдемо матрицю 𝐷 за формулою: 𝐷 :“ 𝑙𝑋p¨q. В розглядуваному прикладi
𝐷 :“ 𝑙𝑋p¨q “𝑀𝑋p0q `𝑁𝑋p1q. Отже,

𝐷 “

¨

˝

0 0
p𝑒

𝑎
8 ´ 𝑒´

𝑎
8 q2

2

𝑒
𝑎
4 ´ 𝑒´

𝑎
4

2

˛

‚.
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Знайдемо матрицю 𝐷˚. Оскiльки 𝐷˚ “ 𝐷𝑇 , то

𝐷˚ “

¨

˚

˝

0
p𝑒

𝑎
8 ´ 𝑒´

𝑎
8 q2

2

0
𝑒

𝑎
4 ´ 𝑒´

𝑎
4

2

˛

‹

‚

.

Знайдемо базис нуль-простору матрицi 𝐷˚. Згiдно з означенням нуль-простору
𝑁p𝐷˚q “ 𝑘𝑒𝑟𝐷˚ “ t

ÝÑ
𝑏 P 𝑅2 : 𝐷˚

ÝÑ
𝑏 “

ÝÑ
0 u. Отже, з рiвностi 𝐷˚ÝÑ𝑏 “ ÝÑ0 знайдемо

двовимiрний вектор ÝÑ𝑏 “
ˆ

𝑏1
𝑏2

˙

, розв’язавши векторно-матричне рiвняння:

˜

0 p𝑒
𝑎
8 ´𝑒´

𝑎
8 q

2

2

0 𝑒
𝑎
4 ´𝑒´

𝑎
4

2

¸

ˆ

𝑏1
𝑏2

˙

“

ˆ

0
0

˙

. p23q

Оскiльки 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷˚ “ 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐷 “ 1, то рiвняння (23) має безлiч розв’язкiв i нуль-

простiр 𝑁p𝐷˚q матрицi 𝐷˚ мiстить лише вектор ÝÑ𝑏 “
ˆ

𝑏1
0

˙

, 𝑏1 P 𝑅.

Знайдемо матрицю 𝑃𝐷˚ . Для цього використаємо формулу:

𝑃𝐷˚ “
ÿ

𝑠,𝑘“1

𝛽
p´1q
𝑠𝑘

ÝÑ
𝑏 𝑠
ÝÑ
𝑏

𝑇

𝑘 ,

де 𝛽𝑠𝑘–скалярний добуток векторiв ÝÑ𝑏 𝑠 та ÝÑ𝑏 𝑘: 𝛽𝑠𝑘 “ p
ÝÑ
𝑏 𝑠,
ÝÑ
𝑏 𝑘q в даному випадку

𝛽11 “ p
ÝÑ
𝑏 1,
ÝÑ
𝑏 1q.

Отже, 𝑃𝐷˚ “

ˆ

1 0
0 0

˙

. Оскiльки 𝑑 “ 1, то 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑃𝐷˚ “ 1, тому p2 ˆ 2q-

вимiрну матрицю 𝑃𝐷˚ можна замiнити p1 ˆ 2q-вимiрною матрицею 𝑃𝐷˚1
“

`

1 0
˘

.
Проводячи аналогiчнi мiркування та використовуючи формулу

𝑃𝐷 “
ÿ

𝑠,𝑘“1

𝛼
p´1q
𝑠𝑘

ÝÑ
𝜓 𝑠
ÝÑ
𝜓

𝑇

𝑘 ,

де 𝛼 визначається як скалярний добуток: 𝛼 “ p𝜓𝑠,𝜓𝑘q, отримаємо матрицю

𝑃𝐷1 “
1

2p𝑒´
𝑎
4 ` 𝑒

𝑎
4 q

ˆ

𝑒´
𝑎
4 ´ 𝑒

𝑎
4

p𝑒´
𝑎
8 ´ 𝑒

𝑎
8 q2

˙

Використовуючи формулу: 𝐷` “ 𝐷𝑇 p𝐷𝐷𝑇 ` 𝑃𝐷˚q
´1, знайдемо матрицю 𝐷`,

псевдообернену за Муром—Пенроузом до матрицi 𝐷:

𝐷` “
1

p𝑒
𝑎
4 ` 𝑒´

𝑎
4 q2 ´ 1

¨

ˆ

0 p𝑒
𝑎
8 ´ 𝑒´

𝑎
8 q2

0 𝑒
𝑎
4 ´ 𝑒´

𝑎
4

˙

.

Таким чином, дана крайова задача розв’язна i при цьому має однопараме-
тричну множину розв’язкiв

𝑥p𝑡, 𝑐1q “ 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q𝑃𝐷1
𝑐1 `𝑋p𝑡q𝐷

`𝛼´𝑋p𝑡q𝐷`𝑙𝑥p¨q ` 𝑥p𝑡q,@𝑐1 P 𝑅
1. p24q
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В (24) матрицi 𝑒𝐴p𝑡,𝑡0q, 𝑃𝐷1
, 𝑋p𝑡q, 𝐷` визначенi так само, як i вище, 𝑐1 — одно-

вимiрний вектор, тобто дiйсна стала величина, 𝑙𝑥p¨q “ 𝑁
1́

0

𝑒𝐴p1,𝜎p𝑠qq𝜙p𝑠qΔ𝑠,

𝑥p𝑡q “
1́

0

𝑒𝐴p𝑡,𝑠q𝜙p𝑠qΔ𝑠, де 𝜙p𝑡q “

ˆ

0
𝑓p𝑡q

˙

— двовимiрний вектор. Iнтеграли

обчислюються за формулою, вказаною в теоремi 1.

Висновки. Для розглядуваної на часовiй шкалi крайової задачi для систе-
ми динамiчних рiвнянь встановлено умови її розв’язностi та побудовано множину
розв’язкiв у випадку, коли кiлькiсть крайових умов та розмiрнiсть динамiчної си-
стеми не збiгаються. Окремо розглянутi випадки, коли кiлькiсть крайових умов
бiльша за розмiрнiсть динамiчної системи рiвнянь та навпаки. Для кожного з цих
випадкiв встановлено умови розв’язностi крайової задачi та знайденi їх розв’язки.
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Ковальчук Т. В., Шовкопляс Т. В.
Критерий разрешимости линейной нетеровой краевой задачи для системы
динамических уравнений на часовой шкале

Резюме

На часовой шкале рассматривается линейная нетерова краевая задача для системы ди-
намических уравнений второго порядка. Эта краевая задача рассматривается в случае,
когда оператор линейной части является необратимым, то есть количество краевых
условий задачи и порядок операторной системы разные. Для определения условий раз-
решимости рассматриваемой краевой задачи используется аппарат теории псевдообрат-
ных матриц. Определяется взаимосвязь между условием разрешимости динамической
системы и условием разрешимости алгебраической системы уравнений. То есть с помо-
щью теории псевдообратных матриц определено условие разрешимости динамической
системы уравнений, к которой сводится рассматриваемая краевая задача. И в этом слу-
чае условие разрешимости динамической системы уравнений следует из условия раз-
решимости соответствующей алгебраической системы уравнений. Найдено множество
решений рассматриваемой краевой задачи. Также приведены частные случаи краевой
задачи, когда количество краевых условий больше количества неизвестных системы ди-
намических уравнений и наоборот. Для каждого из этих случаев определены условия
разрешимости рассматриваемой краевой задачи и найдены ее решения. Приведен при-
мер, иллюстрирующий применение полученных результатов.
Ключевые слова: нетерова краевая задача, система динамических уравнений, времен-
ная шкала, условия разрешимости, множество решений, краевые условия, линейный
векторный функционал, псевдообратная по Муру—Пенроузу матрица, матрица-орто-
проектор .

Kovalchuk T. V., Shovkoplyas T. V.
The criterion for solvability of a linear Noether’s boundary value problem for
a system of dynamical equations on a time scale

Summary

On a time scale, the linear Noether’s boundary value problem for a system of second-order

dynamical equations is considered. This boundary-value problem is considered in the case

when the operator of the linear part is irreversible, that is, the number of boundary con-

ditions of the problem and the order of the operator system are different. To establish the

solvability conditions of the boundary-value problem under consideration, the apparatus of

the theory of pseudo-inverse matrices is used. A connection is established between the con-

dition of solvability of a dynamical system and the condition of solvability of an algebraic

system of equations. That is, using the theory of pseudo-inverse matrices, the condition for

solvability of a dynamical system of equations is established, which reduces the considered

boundary value problem. In this case, the condition of solvability of a dynamical system of

equations follows from the condition of solvability of the corresponding algebraic system of

equations. A set of solutions of the boundary value problem under consideration is found.

Also, partial cases of the boundary value problem are given, when the number of boundary

conditions is greater than the number of unknowns of the system of dynamic equations and

vice versa. For each of these cases, the solvability conditions of the boundary-value problem

under consideration are found and its solutions are found. An example is provided illustrat-

ing the application of the results obtained.

Key words: the Noether’s boundary value problem, the system of dynamic equations, time
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scale, the conditions of solvability, set of solutions, boundary conditions, linear vector func-

tional, Moore–Penrose pseudoinverse matrix, orthoprojector matrix .
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