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Введение. Рассматривается дифференциальное уравнение

𝑦2 “ 𝛼0𝑝p𝑡q𝜙0p𝑦q𝜙1p𝑦
1q expp𝑅p| ln |𝑦𝑦1||qq, (1)

где 𝛼0 P t´1,1u, 𝑝 : r𝑎,𝜔rÑs0, ` 8r p´8 ă 𝑎 ă 𝜔 ď `8q — дважды непрерывно
дифференцируемая функция, 𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖

Ñs0, ` 8r — непрерывные функции, 𝑅 :
s0;`8rÑs0;`8r — непрерывно дифференцируемая с монотонной производной,
правильно меняющаяся (см., например, [1]) на бесконечности функция порядка
𝜇, 0 ă 𝜇 ă 1, 𝑌𝑖 P t0, ˘ 8u, Δ𝑌𝑖

— промежуток либо r𝑦0𝑖 ;𝑌𝑖r,∗ либо s𝑌𝑖; 𝑦0𝑖 s (𝑖 “
0,1). Кроме того, предполагается, что каждая из функций 𝜙𝑖p𝑧q, pi=0,1q является
правильно меняющейся функцией (см. [1], глава 1, §1.1, стр. 9) при 𝑧 Ñ 𝑌𝑖 p𝑧 P
Δ𝑌𝑖

q порядка 𝜎𝑖, 𝜎0 ` 𝜎1 ‰ 1, 𝜎1 ‰ 1.

Определение 1. Решение 𝑦 уравнения (1) будем называть 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,𝜆0q-
решением, если оно задано на r𝑡0,𝜔r и

lim
𝑡Ò𝜔

𝑦p𝑖qp𝑡q “ 𝑌𝑖, p𝑖 “ 0,1q, lim
𝑡Ò𝜔

p𝑦1p𝑡qq
2

𝑦2p𝑡q 𝑦p𝑡q
“ 𝜆0. (2)

Данный класс решений охватывает как правильно, так и быстро, и медлен-
но меняющиеся решения. Быстро меняющиеся (см., например, [2]) и правильно
меняющиеся решения ненулевого порядка были исследованы ранее (см., напри-
мер, [3]). В данной работе рассматривается особый класс 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,0q-решений
уравнения (1). Такие решения являются медленно меняющимися функциями

∗При 𝑌𝑖 “ `8(𝑌𝑖 “ ´8) считаем 𝑦0
𝑖 ą 0 (𝑦0

𝑖 ă 0) соответственно.
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при 𝑡 Ò 𝜔, поэтому их исследование требует существенных изменений в мето-
дике. Кроме того, приходится накладывать дополнительные условия на правую
часть уравнения (1). В работе [5] также иследовались 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,0q-решения, одна-
ко сейчас удалось получить результаты для случая, когда не будут выполняться
условия из теоремы 1 из [5].

Основные результаты. Введем дополнительные обозначения и опреде-
ления, необходимые далее.

Определение 2. Пусть 𝜙 : Δ𝑌 Ñs0,`8r — правильно меняющаяся функ-
ция при 𝑧 Ñ 𝑌 p𝑧 P Δ𝑌 q (𝑌 P t0,8u, Δ𝑌 — некоторая односторонняя окрест-
ность 𝑌 порядка 𝜎. Будем говорить, что 𝜙 удовлетворяет условию 𝑆, если для
любой непрерывно дифференцируемой функции 𝐿 : Δ𝑌 Ñs0;`8r такой, что

lim
𝑧Ñ𝑌
𝑧PΔ𝑌

𝑧𝐿1p𝑧q

𝐿p𝑧q
“ 0,

имеет место соотношение

Θp𝑧𝐿p𝑧qq “ Θp𝑧qp1` 𝑜p1qq при 𝑧 Ñ 𝑌, p𝑧 P Δ𝑌 q,

где Θp𝑧q “ 𝜙p𝑧q|𝑧|´𝜎.

Положим

𝜋𝜔p𝑡q “

"

𝑡 при 𝜔 “ `8,
𝑡´ 𝜔 при 𝜔 ă `8, Θ𝑖p𝑧q “ 𝜙𝑖p𝑧q|𝑧|

´𝜎𝑖 , p𝑖 “ 0,1q

и в случае, когда 𝑦0
1

|𝜋𝜔p𝑡q|
“ 𝑌1,

𝐼p𝑡q “ 𝛼0

𝑡ˆ

𝐴𝜔

𝑝p𝜏q𝑑𝜏, 𝐴𝜔 “

$

’

’

&

’

’

%

𝑎, если
�́�

𝑎

𝑝p𝜏q𝑑𝜏 “ `8,

𝜔, если
�́�

𝑎

𝑝p𝜏q𝑑𝜏 ă `8,

𝑁p𝑡q “
p1´ 𝜎1q𝐼p𝑡q

ˇ

ˇ

ˇ
p1´ 𝜎1q𝐼p𝑡qΘ1

´

𝑦0
1

|𝜋𝜔p𝑡q|

¯
ˇ

ˇ

ˇ

1
1´𝜎1

𝐼 1p𝑡q𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q

при 𝑡 P r𝑏,𝜔r, где 𝑏 P r𝑎,𝜔r выбирается так, чтобы 𝑦0
1

|𝜋𝜔p𝑡q|
P Δ1.

Теорема 1. Пусть в уравнении p1q 𝜙1 удовлетворяет условию 𝑆 и выпол-
няется условие

lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝑁
1p𝑡q

𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q𝑁p𝑡q
“ 0. (3)

Тогда для существования у уравнения p1q 𝑃 p𝑌0,𝑌1,0q-решений, для которых су-
ществует конечный или бесконечный предел lim

𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝑦
2
p𝑡q

𝑦1p𝑡q , необходимо и доста-

точно выполнения условий

lim
𝑡Ò𝜔

𝑦00 pexpp𝑅p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||qq
𝜎1´1

1´𝜎0´𝜎1 “ 𝑌0, lim
𝑡Ò𝜔

´𝛼0

𝜋𝜔p𝑡q
“ 𝑌1,

lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐼
1p𝑡q

𝐼p𝑡q
“ 𝜎1 ´ 1

(4)
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и неравенств

𝛼0𝑦
0
1𝜋𝜔p𝑡q ă 0, 𝐼p𝑡qp1´ 𝜎0 ´ 𝜎1q𝑦

0
0𝑅

1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q ą 0. (5)

Более того, для каждого такого решения справедливы асимптотические пред-
ставления при 𝑡 Ò 𝜔

𝑦p𝑡q

|𝜙0p𝑦p𝑡qq exp p𝑅p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡||qq |
1

1´𝜎1

“
1´ 𝜎0 ´ 𝜎1

1´ 𝜎1
𝑁p𝑡qr1` 𝑜p1qs,

𝑦1p𝑡q

𝑦p𝑡q
“

𝐼 1p𝑡q𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1qp1´ 𝜎1q𝐼p𝑡q
r1` 𝑜p1qs.

(6)

Доказательство. Необходимость. Пусть 𝑦 : r𝑡0,𝜔rÑ Δ𝑌0 — 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,0q-
решение уравнения (1). Из условий на функцию 𝑅, с учетом предложения 9 из [2]
(раздел 5, пункт 1, стр. 116), следует, что

lim
𝑧Ñ8

𝑧𝑅1p𝑧q

𝑅p𝑧q
“ 𝜇, lim

𝑧Ñ8
𝑅1p𝑧q “ 0. (7)

Из определения 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,0q-решений [4], так как существует конечный или
бесконечный предел lim

𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝑦
2
p𝑡q

𝑦1p𝑡q , следует, что

lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝑦
1p𝑡q

𝑦p𝑡q
“ 0, lim

𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝑦
2p𝑡q

𝑦1p𝑡q
“ ´1, (8)

откуда следует выполнение второго из условий (4) и первого из условий (5). Из
первого из соотношений (8) получим, что 𝑦p𝑡q является медленно меняющейся
функцией при 𝑡 Ò 𝜔. Поэтому в силу второго из соотношений (8) функцию 𝑦p𝑡q
можно представить в виде 𝑦p𝑡q “ 𝐿p𝑦1p𝑡qq, где 𝐿 — медлено меняющаяся функция
при стремлении аргумента к 𝑌1. Поэтому уравнение (1) можно переписать в виде

𝑦2p𝑡q

𝜙0p𝐿p𝑦1p𝑡qqq𝜙1p𝑦1p𝑡qq expp𝑅p| ln |𝐿p𝑦1p𝑡qq𝑦1p𝑡q||qq
“ 𝛼0𝑝p𝑡q. (9)

Отсюда с учетом свойств правильно и медленно меняющихся функций получим
при 𝑡 Ò 𝜔

𝑦1p𝑡q

𝜙0p𝐿p𝑦1p𝑡qqq𝜙1p𝑦1p𝑡qq expp𝑅p| ln |𝐿p𝑦1p𝑡qq𝑦1p𝑡q||qq
“ p1´ 𝜎1q𝐼p𝑡qr1` 𝑜p1qs. (10)

Используя (9) и (10), получим

𝑦2p𝑡q

𝑦1p𝑡q
“

𝑝p𝑡q

p1´ 𝜎1q𝐼p𝑡q
r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. (11)

Отсюда в силу второго из соотношений (8) следует выполнение третьего из усло-
вий (4).

Перепишем (10) в виде при 𝑡 Ò 𝜔

𝑦1p𝑡q

𝜙0p𝑦p𝑡qq|𝑦1p𝑡q|𝜎1 expp𝑅| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||q
“ p1´ 𝜎1q𝐼p𝑡qΘ1p𝑦

1p𝑡qqr1` 𝑜p1qs. (12)
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Кроме того, так как 𝜙1 удовлетворяет условию 𝑆, из (8) следует, что

Θ1p𝑦
1p𝑡qq “ Θ1

ˆ

sign𝑦10
|𝜋𝜔p𝑡q|

˙

r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. (13)

С учетом (7), (8) и свойств функции 𝑅 имеем при 𝑡 Ò 𝜔

𝑅p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||q “ 𝑅p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||qr1` 𝑜p1qs,

𝑅1p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||q “ 𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||qr1` 𝑜p1qs.
(14)

Рассмотрим функцию

𝑊 p𝑡q “

ˆ 𝑡

𝑎

expp𝑅p| ln |𝑦p𝜏q𝑦1p𝜏q||qq𝑦2p𝜏q𝑁p𝜏q𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝜏q||q

𝑦1p𝜏q
𝑑𝜏. (15)

Покажем, что

lim
𝑡Ò𝜔

𝑊 p𝑡q

expp𝑅p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||qq𝑁p𝑡q
“ 1. (16)

Используя правило Лопиталя и (14), получим

lim
𝑡Ò𝜔

𝑊 p𝑡q

expp𝑅p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||qq𝑁p𝑡q
“ lim

𝑡Ò𝜔

p𝑊 p𝑡qq1

pexpp𝑅p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||qq𝑁p𝑡qq1
“

“ lim
𝑡Ò𝜔

𝑁p𝑡q expp𝑅p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||qq𝑦2p𝑡q𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q
𝑦1p𝑡q expp𝑅p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||qq

´

𝑁 1p𝑡q ` 𝑁p𝑡q𝑅1p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||q
𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q p𝑦2p𝑡q𝑦p𝑡q ` p𝑦1p𝑡qq2q

¯ “

“ lim
𝑡Ò𝜔

𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q
𝑦1p𝑡q𝑁 1p𝑡q
𝑦2p𝑡q𝑁p𝑡q `

𝑅1p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||q
𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q p𝑦2p𝑡q𝑦p𝑡q ` p𝑦1p𝑡qq2q

“

lim
𝑡Ò𝜔

𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q
𝑦1p𝑡q

𝜋𝜔p𝑡q𝑦2p𝑡q
𝜋𝜔p𝑡q𝑁 1p𝑡q

𝑁p𝑡q `𝑅1p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||q
´

1` p𝑦1p𝑡qq2

𝑦2p𝑡q𝑦p𝑡q

¯ “ 1.

Используя (11), перепишем (12) в виде при 𝑡 Ò 𝜔

𝑦1p𝑡q

|𝜙0p𝑦q|
1

1´𝜎1

“
𝑦2p𝑡qp1´ 𝜎1q𝐼p𝑡q|p1´ 𝜎1qΘ1p𝑦

1q𝐼p𝑡q|
1

1´𝜎1 exp
´

𝑅p| ln |𝑦𝑦1||q
1´𝜎1

¯

𝑦1p𝑡q𝐼 1p𝑡q
r1` 𝑜p1qs.

(17)
Из данного соотношения, с учетом (13) и (15), получим

𝑦1p𝑡q

|𝜙0p𝑦q|
1

1´𝜎1

“
𝑦2p𝑡q𝑁p𝑡q𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q exp

´

𝑅p| ln |𝑦𝑦1||q
1´𝜎1

¯

𝑦1p𝑡q
r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. (18)

Из (18), с учетом вида функции 𝑊 и свойств правильно меняющихся функций,
получим

𝑦p𝑡q

|𝜙0p𝑦q|
1

1´𝜎1

“
1´ 𝜎0 ´ 𝜎1

1´ 𝜎1
𝑊 p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. (19)
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В силу (16) соотношение (19) можно переписать в виде

𝑦p𝑡q

|𝜙0p𝑦p𝑡qq|
1

1´𝜎1

“
1´ 𝜎0 ´ 𝜎1

1´ 𝜎1
exp

ˆ

𝑅pln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q|||q

1´ 𝜎1

˙

𝑁p𝑡qr1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔,

(20)
откуда следует второе из условий (5) и первое из представлений (6). Из (18) и
(20) получим

𝑦1p𝑡q

𝑦p𝑡q
“
p1´ 𝜎1q𝑦

2p𝑡q𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1q𝑦1p𝑡q
r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔.

Отсюда, используя (11), получим

𝑦1p𝑡q

𝑦p𝑡q
“

𝐼 1p𝑡q𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1qp1´ 𝜎1q𝐼p𝑡q
r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔,

то есть имеет место второе из представлений (6) и первое из условий (4)
Достаточность. Пусть существуют бесконечно дифференцируемые функ-

ции 𝐿0 : Δ𝑌0
Ñs0,`8r, 𝐿1 : Δ𝑌1

Ñs0,`8r такие, что

𝐿𝑖p𝑧q “ Θ𝑖p𝑧qr1` 𝑜p1qs при 𝑧 Ñ 𝑌𝑖 p𝑧 P Δ𝑌𝑖
q , lim

𝑧Ñ𝑌𝑖
𝑧PΔ𝑌𝑖

𝑧𝐿1𝑖p𝑧q

𝐿𝑖p𝑧q
“ 0, 𝑖 “ 0,1.

Обозначим 𝑔p𝑣0,𝑣1q “ expp𝑅p| ln |𝑣0𝑣1||qq𝐿0p𝑣0q.
Отсюда, с учетом вида функций 𝜙0 и 𝑅, имеем

lim
𝑣𝑖Ñ𝑌𝑖
𝑣𝑖PΔ𝑌𝑖

𝑣𝑖
B𝑔
B𝑣𝑖
p𝑣0,𝑣1q

𝑔p𝑣0,𝑣1q
“ 0 равномерно по 𝑣𝑗 P Δ𝑌𝑗

, 𝑗 ‰ 𝑖, 𝑖,𝑗 “ 0,1. (21)

Таким образом, можна выбрать Δ̃𝑌𝑖
Ă Δ𝑌𝑖

(𝑖 “ 0,1) так, чтобы
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑣𝑖
B𝑔
B𝑣𝑖
p𝑣0,𝑣1q

𝑔p𝑣0,𝑣1q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 𝜁, p𝑖 “ 0,1q (22)

при p𝑣0, 𝑣1q P Δ̃𝑌0 ˆ Δ̃𝑌1 , где 0 ă 𝜁 ă |1´𝜎0´𝜎1|

4 , 𝜁 достаточно мало и

Δ̃𝑌𝑖
“

#

tr𝑦0𝑖 ,𝑌𝑖r, если Δ𝑌𝑖 “ r𝑦
0
𝑖 ,𝑌𝑖r, 𝑦

0
𝑖 ď 𝑦0𝑖 ă 𝑌𝑖;

s𝑌𝑖,𝑦
0
𝑖 s, если Δ𝑌𝑖

“s𝑌𝑖,𝑦
0
𝑖 s, 𝑌𝑖 ą 𝑦0𝑖 ě 𝑦0𝑖 ,

p𝑖 “ 0, 1q.

Рассмотрим функцию

𝐹 p𝑠0,𝑠1q “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

|𝑠0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑠1q

𝑠1
𝑠0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,
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заданную на множестве Δ̃𝑌0
ˆΔ̃𝑌1

. Рассмотрим первую компоненту данной функ-
ции. С учетом (21) имеем

lim
𝑠0Ñ𝑌0
𝑠0PΔ̃𝑌0

𝑠0

ˆ

|𝑠0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑠1q

˙1

𝑠0

|𝑠0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑠1q

“

“ lim
𝑠0Ñ𝑌0
𝑠0PΔ̃𝑌0

˜

1´
𝜎0

1´ 𝜎1
´

1

1´ 𝜎1

𝑠0
B𝑔
B𝑠0
p𝑠0,𝑠1q

𝑔p𝑠0,𝑠1q

¸

“
1´ 𝜎0 ´ 𝜎1

1´ 𝜎1

равномерно по 𝑠1 P Δ̃𝑌1 .
Поэтому

lim
𝑠0Ñ𝑌0
𝑠0PΔ̃𝑌0

|𝑠0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑠1q
“ ϒ равномерно по 𝑠1 P Δ̃𝑌1

,

ϒ “

$

&

%

`8, если 𝑌0 “ `8 и 1´𝜎0´𝜎1

1´𝜎1
ą 0, или 𝑌0 “ 0 и 1´𝜎0´𝜎1

1´𝜎1
ă 0,

0, если 𝑌0 “ `8 и 1´𝜎0´𝜎1

1´𝜎1
ă 0, или 𝑌0 “ 0 и 1´𝜎0´𝜎1

1´𝜎1
ą 0.

(23)

Покажем, что 𝐹 взаимно однозначно отображает Δ̃𝑌0
ˆ Δ̃𝑌1

на множество

𝐹 pΔ̃𝑌0
ˆ Δ̃𝑌1

q “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

„

|𝑦0
0 |

1´
𝜎0

1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑦0
0 ,𝑦

1
0q

; ϒ

˙

ˆΔ0, если |𝑦0
0 |

1´
𝜎0

1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑦0
0 ,𝑦

1
0q

ă ϒ,

ˆ

ϒ;
|𝑦0

0 |
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑦0
0 ,𝑦

1
0q



ˆΔ0, если |𝑦0
0 |

1´
𝜎0

1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑦0
0 ,𝑦

1
0q

ą ϒ,

(24)

где

Δ0 “

"

p0;`8q, если 𝑦00𝑦10 ą 0,
p´8; 0q, если 𝑦00𝑦10 ă 0.

(25)

Рассмотрим поведение функции |𝑠0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑠1q
на прямых

𝑠1 “ 𝑘𝑠0, 𝑘 P Rzt0u. (26)

На каждой такой прямой
|𝑠0|

1´
𝜎0

1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑠1q
“

|𝑠0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑘𝑠0q
. Кроме того, имеем

˜

|𝑠0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑘𝑠0q

¸1

𝑠0

“

“
|𝑠0|

1´
𝜎0

1´𝜎1

p1´ 𝜎1q𝑠0𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑘𝑠0q

ˆ

1´ 𝜎0 ´ 𝜎1 ´
𝑠0𝑔

1
𝑠0p𝑠0,𝑘𝑠0q

𝑔p𝑠0,𝑘𝑠0q
´
𝑘𝑠0𝑔

1
𝑘𝑠0
p𝑠0,𝑘𝑠0q

𝑔p𝑠0,𝑘𝑠0q

˙

.
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Это означает, что с учетом (22)

sign

˜

|𝑠0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑘𝑠0q

¸1

𝑠0

“ signp𝑦00p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1qp1´ 𝜎1qq.

Поэтому функция
|𝑠0|

1´
𝜎0

1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑘𝑠0q
строго монотонна на любой прямой вида (26).

Допустим, что отображение 𝐹 не является взаимно однозначным. Тогда

Dp𝑝0,𝑝1q,p𝑞0,𝑞1q P Δ̃𝑌0
ˆ Δ̃𝑌1

,

p𝑝0,𝑝1q ‰ p𝑞0,𝑞1q : 𝐹 p𝑝0,𝑝1q “ 𝐹 p𝑞0,𝑞1q.

С учетом определения множеств Δ̃𝑌0 ,Δ̃𝑌1 последнее равенство означает, что

|𝑝0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑝0,𝑝1q
“

|𝑞0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑞0,𝑞1q
,

𝑝0
𝑝1
“
𝑞0
𝑞1
“ 𝑐 P Rzt0u. (27)

Покажем, что точки p𝑝0,𝑝1q и p𝑞0,𝑞1q лежат на одной прямой вида (26). Но

тогда (27) не может иметь места, так как функция |𝑠0|
1´

𝜎0
1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑐𝑠0q
строго монотонна

на этой прямой. Таким образом, существует обратная 𝐹´1 : 𝐹 pΔ̃𝑌0
ˆ Δ̃𝑌1

q Ñ

Δ̃𝑌0
ˆ Δ̃𝑌1

. Учитывая вид функции, имеем

𝐹´1p𝑤0,𝑤q1 “

¨

˝

𝐹´1
0 p𝑤0,𝑤1q

𝐹´1
1 p𝑤0,𝑤1q

˛

‚“

¨

˝

𝐹´1
0 p𝑤0,𝑤1q

𝑤1𝐹
´1
0 p𝑤0,𝑤1q

˛

‚,

где p𝑤0,𝑤1q P 𝐹 pΔ̃𝑌0 ˆ Δ̃𝑌1q. Поскольку якобиан

𝐽𝐹 p𝑠0,𝑠1q “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|𝑠0|
1´ 1

1´𝜎1

˜

1´𝜎0´𝜎1´
𝑠0
B𝑔
B𝑠0

p𝑠0,𝑠1q

𝑔p𝑠0,𝑠1q

¸

p1´𝜎1q𝑠0𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑠1q

´|𝑠0|
1´

𝜎0
1´𝜎1 B𝑔

B𝑠1
p𝑠0,𝑠1q

p1´𝜎1q𝑔
1` 1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑠1q

´ 𝑠1
𝑠20

1
𝑠0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

“
|𝑠0|

1´ 1
1´𝜎1

p1´ 𝜎1𝑠20q𝑔
1

1´𝜎1 p𝑠0,𝑠1q

˜

1´ 𝜎0 ´ 𝜎1 ´
𝑠0
B𝑔
B𝑠0
p𝑠0,𝑠1q

𝑔p𝑠0,𝑠1q
´
𝑠1
B𝑔
B𝑠1
p𝑠0,𝑠1q

𝑔p𝑠0,𝑠1q

¸

‰ 0,

при p𝑠0,𝑠1q P Δ̃𝑌0
ˆ Δ̃𝑌1

, функция 𝐹´1 является непрерывно дифференцируемой
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на 𝐹 pΔ̃𝑌0
ˆΔ̃𝑌1

q. Кроме того, для p𝑤0,𝑤1q P 𝐹 pΔ̃𝑌0
ˆΔ̃𝑌1

q справедливы равенства

|𝐹´1
0 p𝑤0,𝑤1q|

1´
𝜎0

1´𝜎1

𝑔
1

1´𝜎1 p𝐹´1
0 p𝑤0,𝑤1q,𝐹

´1
1 p𝑤0,𝑤1qq

“ 𝑤0,

𝐹´1
𝑖 p𝑤0,𝑤1q

𝑤0
B𝐹´1

𝑖

B𝑤0
p𝑤0,𝑤1q

“ 1´ 𝜎0
1´ 𝜎1

´ 1
1´ 𝜎1

ˆ

ˆ
2
ř

𝑘“1

»

—

–

𝐹´1
𝑘´1p𝑤0,𝑤1q

B𝑔

B𝑣𝑘
p𝐹´1

0 p𝑤0,𝑤1q,𝐹
´1
1 p𝑤0,𝑤1qq

𝑔p𝐹´1
0 p𝑤0,𝑤1q,𝐹

´1
1 p𝑤0,𝑤1qq

fi

ffi

fl

p𝑖 “ 0,1q,

(28)

𝐹´1
0 p𝑤0,𝑤1q

𝑤1
B𝐹´1

0

B𝑤1
p𝑤0,𝑤1q

“
1´ 𝜎0 ´ 𝜎1

1´ 𝜎1
𝑔p𝐹´1

0 p𝑤0,𝑤1q,𝐹
´1
1 p𝑤0,𝑤1qq

𝑤1𝐹
´1
0 p𝑤0,𝑤1q

B𝑔

B𝑣0
p𝐹´1

0 p𝑤0,𝑤1q,𝐹
´1
1 p𝑤0,𝑤1qq

`

` 1
1´ 𝜎1

𝐹´1
0 p𝑤0,𝑤1q

B𝑔

B𝑣0
p𝐹´1

0 p𝑤0,𝑤1q,𝐹
´1
1 p𝑤0,𝑤1qq

𝑤1𝐹
´1
0 p𝑤0,𝑤1q

B𝑔

B𝑣0
p𝐹´1

0 p𝑤0,𝑤1q,𝐹
´1
1 p𝑤0,𝑤1qq

` 1,

(29)

𝑤1
B𝐹´1

1

B𝑤1
p𝑤0,𝑤1q

𝐹´1
1 p𝑤0,𝑤1q

“ 1`
𝑤1

B𝐹´1
0

B𝑤1
p𝑤0,𝑤1q

𝐹´1
0 p𝑤0,𝑤1q

. (30)

Полагая
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

𝑦p𝑡q

|𝜙0p𝑦p𝑡qq expp𝑅p| ln |𝑦p𝑡q𝑦1p𝑡q||qq|
1

1´𝜎1

“ p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1q𝑁p𝑡qr1` 𝑧1p𝑥qs,

𝑦1p𝑦q

𝑦p𝑡q
“

𝐼 1p𝑡q𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1qp1´ 𝜎1q𝐼p𝑡q
r1` 𝑧2p𝑥qs,

(31)

где

𝑥 “ 𝛽 ln |𝜋𝜔p𝑡q|, 𝛽 “

"

1 при 𝜔 “ `8,
´1 при 𝜔 ă 8,

сведем уравнение (1) к системе

$

’

’

’

&

’

’

’

%

𝑧11 “ 𝛽𝐶𝐺1p𝑥qr1` 𝑧1sr1` 𝑧2s
´

1´𝐾2p𝑥,𝑧1,𝑧2q ´𝐾1p𝑥,𝑧1,𝑧2q
|1`𝑧1|

𝜎1´1

1`𝑧2|𝜎1

¯

𝑧2 “
𝛽

1´𝜎1
𝐺2p𝑥qr1` 𝑧2s

ˆ

ˇ

ˇ

ˇ

1`𝑧1
1`𝑧2

ˇ

ˇ

ˇ

1´𝜎1

`𝐾3p𝑥,𝑧1,𝑧2q ´ 1

˙

(32)

где
Ψ0p𝑥,𝑧1,𝑧2q “
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“ 𝐹´1
0

ˆ

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1q𝑁p𝑡p𝑥qqr1` 𝑧1p𝑥qs,
𝐼 1p𝑡p𝑥qq𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡p𝑥qq||q

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1qp1´ 𝜎1q𝐼p𝑡p𝑥qq
r1` 𝑧2p𝑥qs

˙

,

Ψ1p𝑥,𝑧1,𝑧2q “

“ 𝐹´1
1

ˆ

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1q𝑁p𝑡p𝑥qqr1` 𝑧1p𝑥qs,
𝐼 1p𝑡p𝑥qq𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡p𝑥qq||q

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1qp1´ 𝜎1q𝐼p𝑡p𝑥qq
r1` 𝑧2p𝑥qs

˙

,

𝐾1p𝑥,𝑧1,𝑧2q “
𝑅1p| ln |Ψ0p𝑡p𝑥q,𝑧1,𝑧2qΨ1p𝑡p𝑥q,𝑧1,𝑧2||q

𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡p𝑥qq||q
,

𝐾2p𝑥,𝑧1,𝑧2q “ ´
𝑁 1p𝑡q𝜋𝜔p𝑡q

𝐶𝑁p𝑡q𝐺1p𝑡q
´𝐾1p𝑥,𝑧1,𝑧2q

|p1´ 𝜎1q|signp𝐼p𝑡p𝑥qqq𝐺1p𝑡p𝑥qq

𝑦01𝐺2p𝑡p𝑥qq
´

´
Ψ0p𝑥,𝑧1,𝑧2q𝐿

1
0pΨ0p𝑥,𝑧1,𝑧2qq

𝐶𝐿0pΨ0p𝑥,𝑧1,𝑧2qq
,

𝐾3p𝑥,𝑧1,𝑧2q “ p1´𝜎1q

¨

˝´𝐺1p𝑡qr1` 𝑧2s `
𝜋𝜔p𝑡q𝑁

1p𝑡q

𝑁p𝑡q
`

𝑦10signp𝐼p𝑡qq
p1´ 𝜎1q𝜋𝜔p𝑡q

𝐿11

´

𝑦0
1

|𝜋𝜔p𝑡q|

¯

𝐿1

´

𝑦0
1

|𝜋𝜔p𝑡q|

¯

˛

‚,

𝐺1p𝑥q “
𝜋𝜔p𝑡p𝑥qq𝐼

1p𝑡p𝑥qq𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡p𝑥qq||q

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1qp1´ 𝜎1q𝐼p𝑡p𝑥qq
, 𝐺2p𝑥q “

𝜋𝜔p𝑡p𝑥qq𝐼
1p𝑡p𝑥qq

𝐼p𝑡p𝑥qq
,

𝐶 “
1´ 𝜎0 ´ 𝜎1

1´ 𝜎1
.

Обозначим
𝜂1p𝑡,𝑧1q “ p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1q𝑁p𝑡qr1` 𝑧1p𝑥qs,

𝜂2p𝑡,𝑧2q “
𝐼 1p𝑡q𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1qp1´ 𝜎1q𝐼p𝑡q
r1` 𝑧2p𝑥qs.

Так же, как при доказательстве теоремы 1 из [3], с учетом (28)–(30) получим,
что при построении множеств Δ̃𝑌0 , Δ̃𝑌1 число 𝜁 может быть выбрано настолько
малым, чтобы существовали таки константы 𝜁1,𝜁2 P 𝑅, что

𝜁1 ă
𝑁p𝑡qpΨ0p𝑥p𝑡q,𝜉1,𝜉2qq

1
𝑡

𝑁 1p𝑡qΨ0p𝑥p𝑡q,𝜉1,𝜉2q
ă 𝜁2, @p𝜉1,𝜉2q P



´
1

2
,
1

2

„

ˆ



´
1

2
,
1

2

„

и sign𝜁1 “ sign𝜁2 “ sign 1´𝜎1

1´𝜎0´𝜎1
. Поэтому

lim
𝑥Ñ8

Ψ0p𝑥,𝑧1,𝑧2q “ 𝑌0 равномерно по 𝑧1,𝑧2 : |𝑧𝑗 | ă
1

2
, 𝑗 “ 1,2.

Аналогично, с учетом вида функции Ψ1, имеем, что при построении множеств
Δ̃𝑌0

, Δ̃𝑌1
число 𝜁 может быть выбрано настолько малым, чтобы существовали

такие константы 𝜁3,𝜁4 P 𝑅, что

𝜁3 ă
𝜋𝜔p𝑡qpΨ1p𝑥p𝑡q,𝜉1,𝜉2qq

1

Ψ1p𝑥p𝑡q,𝜉1,𝜉2q
ă 𝜁4,

sign𝜁3 “ sign𝜁4 “ ´1. Поэтому

lim
𝑥Ñ8

Ψ1p𝑥,𝑧1,𝑧2q “ 𝑌1 равномерно по 𝑧1,𝑧2 : |𝑧𝑗 | ă
1

2
, 𝑗 “ 1,2.
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Отсюда, с учетом условия (3), получим

lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡qpΨ0p𝑥p𝑡q,𝜉1,𝜉2qΨ1p𝑥p𝑡q,𝜉1,𝜉2qq
1
𝑡

Ψ0p𝑥p𝑡q,𝜉1,𝜉2qΨ1p𝑥p𝑡q,𝜉1,𝜉2q
“ ´1 (33)

равномерно по p𝜉1,𝜉2q P


´
1

2,

1

2

„

ˆ



´
1

2,

1

2

„

.Поэтому функция Ψ0p𝑥p𝑡q,𝜉1,𝜉2qΨ1p𝑥p𝑡q,𝜉1,𝜉2q

является правильно меняющейся функцией порядка p´1q при 𝑡 Ò 𝜔.
С учетом вида функций Ψ0, Ψ1 имеем

lim
𝑥Ñ`8

Ψ0p𝑥,𝑧1,𝑧2qΨ1p𝑥,𝑧1,𝑧2q “

"

8, если 𝑌1 “ 8,
0, если 𝑌1 “ 0,

равномерно по 𝑧1,𝑧2 : |𝑧1| ă
1
2 , |𝑧2| ă 1

2 .
Поэтому

lim
𝑥Ñ`8

ln |Ψ0p𝑥,𝑧1,𝑧2qΨ1p𝑥,𝑧1,𝑧2q| “ 8.

Таким образом, так как 𝑅 — правильно меняющаяся функция при стремлении
аргумента к 8 порядка 𝜇, то

lim
𝑥Ñ`8

𝐾1p𝑥,𝑧1,𝑧2q “ 1. (34)

Так как 𝑅 — правильно меняющаяся функция порядка при стремлении аргу-
мента к 8 порядка 0 ă 𝜇 ă 1, то 𝑅1 — соответственно правильно меняющаяся
функция порядка ´1 ă 𝜇 ´ 1 ă 0. Тогда с учетом (33) и вида функций 𝐿0, 𝐿1,
условия (3) и третьего из условий (4) получим

lim
𝑥Ñ`8

𝐾𝑖p𝑥,𝑧1,𝑧2q “ 0, 𝑖 “ 2,3.

Поэтому можно выбрать 𝑡0 P r𝑎,𝜔r так, чтобы
¨

˚

˚

˝

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1q𝑁p𝑡qr1` 𝑧1p𝑥qs,

𝐼 1p𝑡q𝑅1p| ln |𝜋𝜔p𝑡q||q

p1´ 𝜎0 ´ 𝜎1qp1´ 𝜎1q𝐼p𝑡q
r1` 𝑧2p𝑥qs,

˛

‹

‹

‚

P 𝐹 pΔ̃𝑌0
ˆ Δ̃𝑌1

q

при 𝑡 P r𝑡0,𝜔r, |𝑧𝑖| ď 1
2 , 𝑖 P t1,2u. Теперь рассмотрим систему дифференциальных

уравнений (32) на множестве

Ω “ r𝑥0,`8rˆ𝐷, где 𝑥0 “ 𝛽 ln |𝑡0|,

𝐷 “ tp𝑧1,𝑧2q : |𝑧𝑖| ĳ
1

2
, 𝑖 P t1,2uu.

Перепишем систему (32) в виде
"

𝑧11 “ 𝐺1p𝑥qp𝐴11𝑧1 `𝐴12𝑧2 `𝑅1p𝑥,𝑧1,𝑧2q `𝑅2p𝑧1,𝑧2qq,
𝑧12 “ 𝐴21𝑧1 `𝐴22𝑧2 `𝑅3p𝑥,𝑧1,𝑧2q `𝑅4p𝑧1,𝑧2q,

(35)

где
𝐴11 “ 𝛽𝐶p1´ 𝜎1q, 𝐴12 “ 𝛽𝐶𝜎1, 𝐴21 “ 𝛽, 𝐴22 “ 𝛽

𝜎1
1´ 𝜎1

,
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𝑅1p𝑥,𝑧1,𝑧2q “ ´𝛽𝐶

ˆ

𝐾2p𝑥,𝑧1,𝑧2qp1` 𝑧1qp1` 𝑧2q ` p𝐾1p𝑥,𝑧1,𝑧2q ´ 1q
|1` 𝑧1|

𝜎1

|1` 𝑧2|1´𝜎1

˙

;

𝑅2p𝑧1,𝑧2q “ 𝛽𝐶
`

𝑧1𝑧2 ´ p|1` 𝑧1|
𝜎1 |1` 𝑧2|

1´𝜎1 ´ 1´ 𝜎1𝑧1 ´ p1´ 𝜎1q𝑧2q
˘

;

𝑅3p𝑥,𝑧1,𝑧2q “
𝛽

1´ 𝜎1
p1` 𝑧2q p𝐺2p𝑥q ´ 𝜎1 ` 1q

˜

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1` 𝑧1
1` 𝑧2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1´𝜎1

´ 1`𝐾3p𝑥,𝑧1,𝑧2q

¸

;

𝑅4p𝑧1,𝑧2q “
𝛽

1´ 𝜎1

ˆ

|1` 𝑧1|
1´𝜎1

|1` 𝑧2|𝜎1
´ 1´ p1´ 𝜎1q𝑧1 ´ 𝜎1𝑧2

˙

.

В силу условия (3) и третьего из условий (4) следует, что

lim
𝑥Ñ8

𝐺1p𝑥q “ 0, lim
𝑥Ñ8

𝐺2p𝑥q “ 𝜎1 ´ 1.

С учетом вида функции 𝐺1 ясно, что
ˆ 8
𝑥0

𝐺1p𝑥q𝑑𝑥 “ 8 при 𝑥 P r𝑥0,8r.

Таким образом, с учетом (32) имеем

lim
𝑥Ñ8

𝑅𝑖p𝑥,𝑧1,𝑧2q “ 0 равномерно по p𝑧1,𝑧2q P
„

´
1

2
;
1

2



ˆ

„

´
1

2
;
1

2



, 𝑖 P t1,3u,

lim
|𝑧1|`|𝑧2|Ñ0

𝑅𝑖p𝑧1,𝑧2q

|𝑧1| ` |𝑧2|
“ 0 равномерно по 𝑥 P r𝑥0,`8s, 𝑖 P t2,4u.

Тогда, согласно теореме 2.8 из [4], система (35) имеет хотя бы одно решение
t𝑧𝑖u

2
𝑖“1 : r𝑥1,`8rÑ R2

p𝑥1 ě 𝑥0q, стремящееся к нулю при 𝑥Ñ `𝜔. Ему соответ-
ствует решение 𝑦 уравнения (1), допускающее при 𝑡 Ò 𝜔 асимптотические пред-
ставления (6). В силу этих представлений и (1) 𝑦 является 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,0q-решением.

Заключение. В данной статье были полученны необходимые и достаточ-
ные условия существования 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,0q-решений для достачно широкого класса
существенно нелинейных дифференциальных уравнений вида p1q, а также асимп-
тотические представления таких решений и их производных первого порядка.
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Гержановська Г. А.
Дослiдження деяких класiв особливих розв’язкiв iстотно нелiнiйних дифе-
ренцiальних рiвняннь другого порядку

Резюме

Для iстотно нелiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку з нелiнiйностями,
що є у деякому сенсi близькими до правильно змiнних, розглянуто достатньо широкий
клас повiльно змiнних при прямуваннi аргументу до особливої точки розв’язкiв. У ро-
ботi отримано необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв з введеного класу. Крiм
того, знайдено асимптотичнi зображення при прямуваннi аргументу до особливої точки
для таких розв’язкiв та їх похiдних першого порядку. Результати роботи можна засто-
сувати як при дослiдженнi розв’язкiв при прямуваннi аргументу до нескiнченностi, так
i для сингулярних розв’язкiв.
Ключовi слова: асимптотичнi зображення розв’язкiв, повiльно змiннi розв’язки, пра-
вильно змiннi нелiнiйностi, 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,0q-розв’язки .

Gerzhanovskaya G. A.
Investigation of some classes of special solutions of essentially nonlinear sec-
ond order differential equations

Summary

The sufficiently wide class of slowly varying solutions as the argument tends to the special
point for essentially nonlinear second order differential equations is considered. The neces-
sary and sufficient conditions of the existence of solutions of considered class are obtained.
The asymptotic representations as the argument tends to a special point of such solutions
and their first derivatives are found also. The results of the work can be used by the inves-
tigation of solutions on infinity and for singular solutions.
Key words: asymptotic representations of solutions, slowly varying solutions, regularly vary-
ing nonlinearities, 𝑃𝜔p𝑌0,𝑌1,0q-solutions.
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