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ВПЛИВ ГНУЧКОГО ПОКРИТТЯ НА ГРАНИЧНУ РIВНОВАГУ
ЦИЛIНДРИЧНОЇ ОБОЛОНКИ З ТРIЩИНАМИ ВЗДОВЖ
ТВIРНОЇ

Дослiджено задачу про розтяг цилiндричної оболонки, що пiдкрiплена гнучким

покриттям та мiстить двi колiнеарнi трiщини, якi напрямленi вдовж твiрної. Покриття

моделюється шарнiром, що з’єднує береги розрiзiв в однiй з лицьових поверхонь обо-

лонки. Сформульована задача теорiї пологих оболонок iз взаємозв’язаними крайовими

умовами на розрiзах. Методом сингулярних iнтегральних рiвнянь визначено напруже-

ний стан поблизу вершин трiщин та розподiл шарнiрної реакцiї в покриттi. Граничний

стан композицiї проаналiзовано з урахуванням критерiїв крихкого руйнування оболон-

ки та обмеженої мiцностi покриття. Перший механiзм реалiзується для оболонок малої

кривини (з короткими трiщинами), а другий ҫ для оболонок великої кривини (з довги-

ми трiщинами). Дослiджено вплив параметрiв кривини серединної поверхнi оболонки

та взаємного розташування дефектiв на величину руйнiвного навантаження.
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Вступ. Поширеним способом ремонту тонкостiнних конструкцiй задля вiд-
творення їх герметичностi та подовження ресурсу роботи є нанесення рiзного
роду захисних покрить, якi можуть сприймати частину зовнiшнього навантаже-
ння i тим самим зменшити напруження поблизу наявних пошкоджень. Розра-
хунки граничного стану складених конструкцiй необхiдно проводити, застосову-
ючи критерiї мiцностi i до основи, i до пiдкрiплення. Ранiше [1, 2] розроблено
модель для оцiнки впливу одностороннього гнучкого покриття на мiцнiсть пла-
стини з наскрiзною трiщиною. Гнучке покриття моделюється шарнiром, який
з’єднує береги розрiзу на однiй iз лицьових поверхонь пластини. У працях [3ҫ5]
таку модель розвинуто для дослiдження рiвноваги тонких оболонок з трiщинами.
Зокрема, для малих параметрiв кривини побудовано аналiтичнi оцiнки гранично-
го навантаження вкритої необмежено мiцним покриттям оболонки з трiщиною,
орiєнтованою в головному напрямку серединної поверхнi. Числовий аналiз для
цилiндричної оболонки з iзольованою трiщиною проведено в роботах [6, 7]. Про-
блема взаємодiї дефектiв у вкритих оболонках дотепер не розглядалася.

Мета цього дослiдження — вивчити вплив одностороннього гнучкого покри-
ття на напружено-деформований стан та мiцнiсть пологої цилiндричної оболон-
ки, послабленої системою трiщин, розташованих уздовж твiрної, з урахуванням
обмеженої мiцностi пiдкрiплення. Аналiз проведено в широкому дiапазонi змiни
параметрiв кривини оболонки та вiддалi мiж дефектами.

Основнi результати
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1. Постановка та iнтегральне рiвняння задачi. Розглянемо iзотропну
цилiндричну оболонку завтовшки 2ℎ з радiусом серединної поверхнi 𝑅, посла-
блену двома наскрiзними колiнеарними розрiзами завдовжки 2𝑙, якi розташованi
вздовж твiрної на вiдстанi 2𝑑 мiж їхнiми центрами (рис. 1). Нехай на одну iз ли-
цьових поверхонь оболонки нанесено гнучке покриття, яке деформується сумiсно
з пiдкладкою i здатне витримати доволi високi напруження. Оболонка зазнає рiв-
номiрного розтягу мембранними зусиллями 𝑝 “ const; решту поверхонь об’єкта
вважаємо вiльними вiд навантаження. В рамках теорiї пологих оболонок Кiрх-
гофа—Лява дослiджуємо напружений стан та граничну рiвновагу композицiї.

Рис. 1. Схема задачi та модель шарнiрного з’єднання

Уважаючи оболонку в зонi збурення напруженого стану пологою, виберемо
систему декартових координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 з центром посерединi правого розрiзу та
вiссю абсцис уздовж його лiнiї. Якщо прийняти гiпотезу Кiрхгофа про пряму
нормаль, то трiщини в оболонцi з абсолютно гнучким покриттям доцiльно мо-
делювати математичними розрiзами, береги яких з’єднанi шарнiрно в однiй iз
лицьових поверхонь оболонки 𝑧 “ 𝑠 ℎ (𝑠 “ `1 для зовнiшнього чи 𝑠 “ ´1 для
внутрiшнього пiдкрiплення). Iз урахуванням симетрiї об’єкта та навантаження
вiдносно осi абсцис такий пiдхiд призводить до задачi теорiї пологих оболонок iз
взаємопов’язаними крайовими умовами на розрiзах [3, 4]:

∆∆𝜙 ´ 𝐵

𝑅

B2𝑤

B𝑥2
“ 0, ∆∆𝑤 ` 1

𝐷𝑅

B2𝜙

B𝑥2
“ 0, p𝑥,𝑦q P R

2z𝐿; p1q

r𝑢𝑦s ´ 𝑠 ℎr𝜗𝑦s “ 0, 𝑀𝑦 ´ 𝑠 ℎp𝑁𝑦 ` 𝑝q “ 0, 𝑥 P 𝐿; p2q

𝑁𝑥 “ 𝑁𝑥𝑦 “ 𝑁𝑦 “ 0, 𝑀𝑥 “ 𝑀𝑥𝑦 “ 𝑀𝑦 “ 0, p𝑥,𝑦q Ñ 8. p3q
Тут 𝜙 ҫ функцiя напружень, 𝑤 ҫ прогин оболонки, ∆ “ B2{B𝑥2`B2{B𝑦2 ҫ оператор
Лапласа; r𝑢𝑦s ҫ розкриття трiщини в базовiй поверхнi оболонки, r𝜗𝑦s ҫ розрив
кута повороту нормалi p𝜗𝑦 “ B𝑤{B𝑦q; 𝑁𝑥, 𝑁𝑥𝑦, 𝑁𝑦 ҫ мембраннi зусилля, 𝑀𝑥, 𝑀𝑥𝑦,
𝑀𝑦 ҫ моменти; 𝐵 “ 2𝐸ℎ, 𝐷 “ 2𝐸ℎ3{p3p1´𝜈2qq, 𝐸 i 𝜈 ҫ модуль Юнга та коефiцiєнт
Пуассона матерiалу оболонки; 𝐿 “ p´𝑙´2𝑑, 𝑙´2𝑑q Y p´𝑙, 𝑙q ҫ сукупнiсть розрiзiв.
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Сутнiсть даної постановки задачi вiдображають крайовi умови (2). Перша з
них означає неперервнiсть перемiщень на з’єднаних берегах розрiзiв, друга описує
реактивний момент, викликаний переносом контактної реакцiї з шарнiра у базову
поверхню оболонки.

Для побудови розв’язку задачi (1)ҫ(3) скористалися методом сингулярних iн-
тегральних рiвнянь. Враховуючи, що дефекти перебувають в однакових умовах,
зусилля та моменти на лiнiї правої трiщини виразимо через похiднi вiд функцiй
стрибка [8ҫ11]:

𝑁𝑦p𝑥, 0q “ 𝐵

4𝜋

𝑙
ˆ

´𝑙

!

𝐾̃11p𝜉,𝑥qr𝑢𝑦s1p𝜉q ´𝐾̃13p𝜉,𝑥q𝑎r𝜗𝑦s1p𝜉q
)

𝑑𝜉,

𝑀𝑦p𝑥, 0q “ 𝐵𝑎

4𝜋

𝑙
ˆ

´𝑙

!

𝐾̃31p𝜉,𝑥q r𝑢𝑦s1p𝜉q ´𝐾̃33p𝜉,𝑥q 𝑎r𝜗𝑦s1p𝜉q
)

𝑑𝜉. p4q

Тут
𝐾̃𝑖𝑗p𝜉,𝑥q “ 𝐾𝑖𝑗p𝜉 ´ 𝑥q ` 𝐾𝑖𝑗p𝜉 ` 𝑥 ` 2𝑑q, 𝑖,𝑗 “ 1,3;

𝐾11p𝜁q “ 𝛾 sgn 𝜁

ˆ

𝐵1kei
1 𝛾|𝜁|
2

´ 𝐵2ker
1 𝛾|𝜁|
2

˙

´
?
2𝛾

4
ˆ
„

p𝐵3 ` 𝐵4q
ˆ

ker2 𝛾|𝜁|
2

´ kei
𝛾|𝜁|
2

˙

`

` p𝐵4 ´ 𝐵3q
ˆ

kei2
𝛾|𝜁|
2

` ker
𝛾|𝜁|
2

˙

,

𝐾13p𝜁q “ 𝐾31p𝜁q “ ´𝜈𝛾 sgn 𝜁

ˆ

𝐵1ker
1 𝛾|𝜁|
2

´ 𝐵2kei
1 𝛾|𝜁|
2

˙

´

´
?
2p1 ´ 𝜈q𝛾

4

ˆ

p𝐵4 ´ 𝐵3qker2 𝛾|𝜁|
2

´ p𝐵3 ` 𝐵4qkei2 𝛾|𝜁|
2

˙

´

´
?
2p1 ` 𝜈q𝛾

4

ˆ

p𝐵3 ` 𝐵4q ker 𝛾|𝜁|
2

` p𝐵4 ´ 𝐵3q kei 𝛾|𝜁|
2

˙

,

𝐾33p𝜁q “ p1 ´ 𝜈2q𝛾 sgn 𝜁
ˆ

𝐵1kei
1 𝛾|𝜁|
2

´ 𝐵2ker
1 𝛾|𝜁|
2

˙

`

`
?
2p1 ´ 𝜈q2𝛾

4

ˆ

p𝐵3 ` 𝐵4qker2 𝛾|𝜁|
2

` p𝐵4 ´ 𝐵3qkei2 𝛾|𝜁|
2

˙

`

`
?
2p1 ` 𝜈q2𝛾

4

ˆ

p𝐵4 ´ 𝐵3q ker 𝛾|𝜁|
2

´ p𝐵3 ` 𝐵4q kei 𝛾|𝜁|
2

˙

;

𝐵1 “ sin

?
2𝛾𝜁

4
sh

?
2𝛾𝜁

4
, 𝐵2 “ cos

?
2𝛾𝜁

4
ch

?
2𝛾𝜁

4
,

𝐵3 “ sin

?
2𝛾𝜁

4
ch

?
2𝛾𝜁

4
, 𝐵4 “ cos

?
2𝛾𝜁

4
sh

?
2𝛾𝜁

4
;

𝑎 “ ℎ{
a

3p1 ´ 𝜈2q, 𝛾2 “ 1{p𝑅𝑎q, kerp...q, keip...q ҫ функцiї Томсона.
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Пiдставимо вирази (4) в крайову умову (2) на правому розрiзi. Виключаючи
функцiю r𝜗𝑦s, дiстаємо сингулярне iнтегральне рiвняння для знаходження роз-
риву перемiщень:

𝐵

4𝜋

𝑙
ˆ

´𝑙

𝐾p𝜉, 𝑥qr𝑢𝑦s1p𝜉q𝑑𝜉 “ ´𝑝, 𝑥 P p´𝑙, 𝑙q; p5q

𝐾p𝜉, 𝑥q “ 𝐾̃11p𝜉, 𝑥q ´ 2𝑠𝐾̃13p𝜉, 𝑥q{
a

3p1 ´ 𝜈2q ` 𝐾̃33p𝜉, 𝑥q{p3p1 ´ 𝜈2qq.
На кiнцях розрiзу розв’язок рiвняння (5) повинен задовольняти умову:

r𝑢𝑦sp˘𝑙q “ 0. p6q

Якщо розглядати рiвнi колiнеарнi трiщини в оболонцi без покриття, то, пiд-
ставляючи iнтегральнi представлення (4) в класичнi крайовi умови 𝑁𝑦 ` 𝑝 “ 0,
𝑀𝑦 “ 0, 𝑥 P 𝐿, дiстаємо систему iнтегральних рiвнянь для знаходження розриву
перемiщення i кута повороту на правому розрiзi [7ҫ9]:

𝐵

4𝜋

𝑙
ˆ

´𝑙

!

𝐾̃11p𝜉,𝑥qr𝑢̄𝑦s1p𝜉q ´𝐾̃13p𝜉,𝑥q𝑎r𝜗𝑦s1p𝜉q
)

𝑑𝜉 “ ´𝑝,

𝐵𝑎

4𝜋

𝑙
ˆ

´𝑙

!

𝐾̃31p𝜉,𝑥q r𝑢̄𝑦s1p𝜉q ´𝐾̃33p𝜉,𝑥q 𝑎r𝜗𝑦s1p𝜉q
)

𝑑𝜉 “ 0, 𝑥 P p´𝑙, 𝑙q, p7q

з додатковими умовами:

r𝑢̄𝑦sp˘𝑙q “ 0, r𝜗𝑦sp˘𝑙q “ 0. p8q

За знайденими функцiями стрибка перемiщення i кута повороту нормалi об-
числюють коефiцiєнти iнтенсивностi зусиль та моментiв:

𝐾˘
𝑁 “ ¯ 𝐵

4
lim

𝑥Ñ˘𝑙

a

2|𝑥 ¯ 𝑙| r𝑢𝑦s1p𝑥q,

𝐾˘
𝑀 “ ˘p3 ´ 2𝜈 ´ 𝜈2q𝐷

4
lim

𝑥Ñ˘𝑙

a

2|𝑥 ¯ 𝑙| r𝜗𝑦s1p𝑥q, p9q

а за виразами (4) ҫ розподiл зусиль 𝑁p𝑥q у покриттi на лiнiї розрiзiв.
2. Критерiї руйнування. Перейдемо до розгляду можливих сценарiїв руй-

нування надтрiснутої оболонки з покриттям.
Вважаємо, що руйнування пiдкрiпленої оболонки з трiщинами може вiдбува-

тися двома шляхами: розповсюдження трiщин без порушення цiлiсностi покриття
та втрата несучої здатностi через розтрiскування покриття. Перший механiзм оцi-
нюємо енергетичним критерiєм лiнiйної механiки руйнування за комбiнованого
розтягу-згину [4,5, 7, 11]:

𝜋

4ℎ2𝐸

«

`

𝐾˘
𝑁

˘2 ` 3p1 ` 𝜈q
3 ` 𝜈

ˆ

𝐾˘
𝑀

ℎ

˙2
ff

“ 2𝛾˚, p10q

де 𝛾˚ — густина ефективної поверхневої енергiї матерiалу.
Пiсля пiдстановки знайдених значень коефiцiєнтiв iнтенсивностi (9) у кри-

терiй (10) визначаємо граничне навантаження 𝑝˘
1˚, при якому настане розвиток

трiщини.
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Для оцiнки граничного стану покриття скористаємось класичною теорiєю мi-
цностi:

max
𝑥Pr´𝑙, 𝑙s

𝑁p𝑥q “ 𝑁˚, p11q

де 𝑁˚ — критична сила, яку здатне витримати покриття. Використавши зна-
йденi значення 𝑁p𝑥q, отримаємо граничне навантаження 𝑝2˚, при якому вiдбу-
деться руйнування покриття. За руйнiвне зусилля слiд, вочевидь, прийняти з
𝑝˚ “ min

 

𝑝`
1˚, 𝑝

´
1˚, 𝑝2˚

(

.
Нарештi, опрацювавши розв’язки класичної задачi (7, 8), з критерiю (10)

знаходимо 𝑝˘
3˚ та руйнiвне зусилля для оболонки з трiщинами без покриття 𝑝˚ “

min
 

𝑝`
3˚, 𝑝

´
3˚

(

.
3. Аналiз результатiв. Числовий розв’язок задач (5), (6) та (7), (8) побу-

дували методом механiчних квадратур [8, 9] при 𝜈 “ 0,3.
Графiки, поданi на рис. 2, характеризують розподiл безрозмiрних зусиль в

покриттi на лiнiї трiщин для рiзних значеннях безрозмiрних параметрiв кривини

𝜆 “ 𝛾𝑙 “
`

3p1 ´ 𝜈2q
˘ 1{4

𝑙{
?
𝑅ℎ та вiдносної вiддалi мiж трiщинами 𝜌 “ 𝑙{𝑑. При

зростаннi параметра 𝜆 спостерiгаємо суттєве пiдвищення реактивного зусилля
в шарнiрi, особливо посерединi розрiзу. Залежнiсть реакцiї вiд параметра 𝜌 є
немонотонна.

Рис. 2. Розподiл реакцiї в шарнiрi Ñ “ Nptq{p, t “ x{l: злiва — залежнiсть вiд

параметра кривини λ, справа — вiд параметра взаємного розташування трiщин ρ;

s “ 1 — зовнiшнє, s “ ´1 — внутрiшнє покриття.

Залежностi безрозмiрних значень коефiцiєнтiв iнтенсивностi зусиль та момен-
тiв, вiд параметра вiдносної вiддалi мiж трiщинами 𝜌 будували при фiксованих
значеннях параметра кривини 𝜆 (рис. 3). Вплив шарнiрного з’єднання берегiв
трiщини за розтягу оболонки проявляється у суттєвому зменшеннi коефiцiєн-
тiв iнтенсивностi зусиль та збiльшеннi коефiцiєнтiв iнтенсивностi моментiв. У
випадку з’єднання берегiв у внутрiшнiй поверхнi (𝑠 “ ´1q практично вiдсутня
немонотонна залежнiсть вiд параметра взаємного розташування дефектiв 𝜌.

Результати дослiдження граничної рiвноваги вкритої цилiндричної оболонки
з двома трiщинами вiдображено на рис. 4. Граничнi навантаження 𝑝1˚, отриманi
за критерiєм розтрiскування оболонки, можуть набувати значень як бiльших,
так i менших порiвняно з аналогiчно навантаженою пластиною.

Для випадку покриття на внутрiшнiй поверхнi оболонки спостерiгається не-
монотонна коливна залежнiсть навантаження 𝑝1˚ вiд параметра 𝜌 для ближнiх
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вершин дефектiв; у той же час за великих 𝜆 небезпечними виявляються дальнi
вершини трiщин (штриховi лiнiї лежать нижче вiд суцiльних). Бiльш iстотно та-
кий ефект спостерiгався при взаємодiї трiщин у оболонцi без покриття [11ҫ13].
Натомiсть, у разi пiдкрiплення зовнiшньої поверхнi завжди небезпечними є бли-
жнi вершини розрiзiв, а коливання граничного навантаження вiдсутнi.

Рис. 3. Залежностi коефiцiєнтiв iнтенсивностi зусиль та моментiв вiд взаємного
роташування трiщин: K̃N “ KN{pp

?
lq, K̃M “ KM{psph

?
lq (s “ 1 — зовнiшнє,

s “ ´1 — внутрiшнє покриття); ˜̄KN “ K̄N{pp
?
lq, ˜̄KM “ K̄M{pph

?
lq — обо-

лонка без покриття [11ҫ13]; суцiльнi лiнiї вiдповiдають ближнiм, а штриховi —
дальнiм вершинам

Граничнi навантаження 𝑝2˚, розрахованi за мiцнiстю покриття, отримано при
𝑁˚{𝑝0 “ 1, 𝑝0 “ 2ℎ

a

2𝐸𝛾˚{p𝜋𝑙q. Для слабших покрить з меншим 𝑁˚ ординати
кривих 𝑝2˚ закономiрно зменшаться, усуваючи тим самим ефект пiдкрiплення.
Значення 𝑝2˚ iстотно знижуються при збiльшеннi параметра кривини 𝜆 i практи-
чно не залежать вiд параметра взаємного розташування дефектiв 𝜌. При малих
кривинах оболонки руйнiвним є навантаження 𝑝1˚ “ mint𝑝1˚,𝑝2˚u; при бiльших
кривинах ҫ 𝑝2˚ “ mint𝑝1˚, 𝑝2˚u.

У часткових випадках 𝜆 “ 0 та 𝜌 “ 0 отримаємо вiдомi результати для колi-
неарних трiщин у вкритiй плаcтинi [14] та для поодинокої поздовжньої трiщини
у цилiндричнiй оболонцi з покриттям [7] вiдповiдно.
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Рис. 4. Руйнiвнi навантажен-
ня для цилiндричної оболон-
ки з поздовжнiми трiщина-
ми: p̃i˚ “ pi˚{p0, p0 “
2h

a

2Eγ˚{pπlq, s “ 1 — зовнi-
шнє, s “ ´1 — внутрiшнє по-
криття
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Висновки. Руйнiвне навантаження розтягу для цилiндричної оболонки з
двома трiщинами з покриттям на внутрiшнiй поверхнi (𝑠 “ ´1q немонотонно
залежить вiд параметрiв кривини та вiддалi мiж дефектами,а небезпечними мо-
жуть бути зовнiшнi вершини дефектiв. При малих кривинах оболонки руйнiвним
є навантаження, розрахованi за мiцнiстю болонки; при бiльших кривинах ҫ за
мiцнiстю покриття. За будь-яким iз критерiїв пiдкрiплення оболонки ззовнi є ви-
гiднiшим, анiж зсередини. Для оцiнки мiцностi вкритих надтрiснутих оболонок
вирiшальне значення має врахування обмеженої мiцностi гнучкого покриття. Не-
мiцнi пiдкрiплення не дають вiдновлювального ефекту i не можуть визнаватися
ефективними.
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Щербий А. Б.
Влияние гибкого покрытия на предельное равновесие цилиндрической обо-

лочки с трещинами вдоль образующей

Резюме

Исследована задача о растяжении усиленной покрытием цилиндрической оболочки с
двумя коллинеарными дефектами, ориентированными вдоль образующей. Гибкое по-
крытие моделируется шарниром, соединяющим берега разрезов в одной из лицевых
поверхностей оболочки. Сформулирована задача теории пологих оболочек с взаимо-
связанными краевыми условиями на разрезах. Методом сингулярных интегральных
уравнений определенны напряженное состояние вблизи вершин трещин и распределе-
ние шарнирной реакции в покрытии. Предельное равновесие композиции проанализи-
ровано с учетом критериев хрупкого разрушения оболочки и ограниченной прочности
покрытия. Первый механизм реализуется для оболочек малой кривизны (с короткими
трещинами), второй ҫ для оболочек большой кривизны (с длинными трещинами). Ис-
следовано влияние параметров кривизны срединной поверхности оболочки и взаимного
расположения дефектов на величину разрушающей нагрузки.
Ключевые слова: цилиндрическая оболочка, гибкое покрытие, коллинеарные трещины,
предельное равновесие .

Shcherbii A. B.

Influence of flexible coating on limit equilibrium of cylindrical shell with

cracks along a generatrix

Summary

Elastic and limit equilibrium of tensioned shallow cylindrical shell weakened by two through
the thickness longitudinal cracks and enhanced by coating on one of the face surfaces is
studied in the two-dimensional formulation. The cracks in the shell with a flexible coating
are simulated by cuts with eccentrically hingedly connected edges. The boundary problem
for equations of classical shell theory with interrelated conditions of tension and bending
along the cutting lines is formulated within the framework of such model. The singular
integral equation for the unknown jump of normal displacement on the cracks edges has
been elaborated.

Based on numerical solutions of integral equation dependences of forces and moments
intensity factors in the vicinity of the defects tips and distribution of forces in the hinge joints
on the parameter of shell curvature and mutual distance between cracks are investigated.

To estimate the influence of flexible coating on the limit state of the thin-walled elements

of constructions with defects the combined fracture criterion which takes into account two

mechanisms: propagation of the crack along the shell body and disintegration of the coating

with limited strength were proposed. The first mechanism is implemented in the shell of

small curvature (with short cracks), and the second one – in the shell of big curvature (with

long cracks). It was discovered that enhancing of external surface of tensioned cylindrical

shell by coating is more efficient than enhancing of internal one. In addition, the limiting

load depends on distance between cuts nonmonotonically in case of strengthening of external
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face of shell.

Key words: cylindrical shell, flexible covering, collinear cracks, limit equilibrium.
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