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ГРАНИЧНА РIВНОВАГА ПЛАСТИНИ IЗ ЗАПОВНЕНОЮ
ЩIЛИНОЮ ПIД ДIЄЮ РОЗТЯГУ ТА ЗГИНУ

В рамках класичної двовимiрної теорiї пластин розглянуто задачу про розтяг
та згин пружної пластини, послабленої вузькою прямолiнiйною щiлиною, заповненою
низькомодульним матерiалом. Для включення малої ширини прийнято гiпотезу пру-
жного вiнклерiвського прошарку. Сформульовано крайову задачу для пари бiгармонi-
чних рiвняннь з ускладненими крайовими умовами на розрiзi. Побудовано аналiтичний
розв’язок сингулярних iнтегродиференцiальних рiвнянь задачi для випадку елiптичної
форми щiлини та рiвномiрного комбiнованого навантаження. Особлива увага придiля-
ється питанню граничної рiвноваги композицiї. Розглянуто два механiзми руйнування:
розтрiскування пластини бiля вершин щiлини та порушення цiлiсностi заповнювача. По-
будовано дiаграми граничного стану пластини iз заповненою щiлиною за умов двопара-
метричного навантаження. Ключовими параметрами, якi визначають успiх вiдновлення
утримувальної здатностi пластини з трiщиною для заданої траєкторiї навантаження, є
вiдносна жорсткiсть та вiдносна мiцнiсть включення.
MSC: 74R10.
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Вступ. Для сучасного матерiалознавства актуальною є проблема продов-
ження термiну експлуатацiї вiдповiдальних конструкцiй. Продуктивним засобом
вiдновлення пошкоджених виробiв вважається iн’єкцiйна технологiя залiковува-
ння трiщиноподiбних дефектiв [1]. Заповнення щiлини iншим матерiалом може
суттєво розвантажити областi поблизу її вершин. Однак, заповнювач щiлини,
розвантажуючи її окiл, сам сприймає частину зовнiшнього навантаження. То-
му врахування концентрацiї напружень у пiдкрiпленнi є обов’язковим елементом
прогнозування мiцностi вiдновлюваних композицiй.

Рiвновагу тiл iз заповненими податливим матерiалом трiщинами часто роз-
глядають в рамках моделi прошарку Вiнклера i зводять задачу до розв’язання
iнтегродиференцiальних рiвнянь вiдносно стрибкiв перемiщень на розрiзах. У та-
кiй постановцi дослiджено багато плоских та просторових задач [1]– [4]. Модель
трiщини, частково залiкованої неконтрастним матерiалом запропоновано в пу-
блiкацiях [5, 6]. Стосовно задач деформування тонкостiнних конструкцiй вiдомi
працi, зокрема [7]– [15], в яких розглядалися тонкостiннi включення з довiльною
жорсткiстю.У цiй статтi розглядаємо задачу про пружну та граничну рiвнова-
гу пластини, послабленої прямолiнiйною щiлиною, заповненою низькомодульним
матерiалом, за умов одночасної дiї розтягувального та згинального навантажень.
Мета дослiдження полягає у докладному аналiзi граничної рiвноваги композицiї
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з урахуванням мiцностi усiх компонент.

Основнi результати
1. Постановка задачi. Розглянемо безмежну пластину p𝑥,𝑦,𝑧q P R2

ˆr´ℎ,ℎs,
яка послаблена наскрiзною щiлиною завдовжки 2𝑙 та завширшки 2𝑏 p𝑥q. Щiлина
повнiстю заповнена iн’єкцiйним матерiалом, який за припущенням набагато по-
датливiший вiд матерiалу пластини: 𝐸0{𝐸 Î 1. Дана композицiя перебуває пiд
дiєю мембранних сил розтягу 𝑛 та згинальних моментiв 𝑚, рiвномiрно розпо-
дiлених на безмежностi. Дослiджуємо вплив низькомодульного заповнювача на
пружну та граничну рiвновагу пластини з трiщиною.

Аналiз проведемо в рамках класичних теорiй плоского напруженого стану та
згину тонких пластин. Для моделювання прошарку заповнювача використаємо
модель Вiнклера, за якою нормальнi напруження у включеннi пропорцiйнi до
стрибка нормальних перемiщень на його берегах.

Крайова задача за умов симетрiї об’єкта та навантаженнями вiдносно осi
абсцис буде такою:

рiвняння рiвноваги:

ΔΔ𝜑 “ 0, ΔΔ𝑤 “ 0, p𝑥,𝑦q P R2z𝐿; p1q

крайовi умови на розрiзi:

𝑁𝑦 “ 𝐵0
r𝑢𝑦s

2𝑏p𝑥q
, 𝑀𝑦 “ ´𝐷0

r𝜗𝑦s

2𝑏p𝑥q
, 𝑦 “ 0, 𝑥 P p´𝑙,𝑙q; p2q

умови на безмежностi:

𝑁𝑦 “ 𝑛, 𝑁𝑥 “ 𝑁𝑥𝑦 “ 0, 𝑀𝑦 “ 𝑚, 𝑀𝑥 “𝑀𝑥𝑦 “ 0, p𝑥,𝑦q Ñ 8. p3q

Тут 𝜑, 𝑤 – функцiя напружень i прогин пластини, Δ – двовимiрний оператор
Лапласа, 𝑁𝑥, 𝑁𝑦, 𝑁𝑥𝑦 – мембраннi сили, 𝑀𝑥, 𝑀𝑦, 𝑀𝑥𝑦 – згинальнi та крутний
моменти, r𝑢𝑦s – розкриття трiщини в серединнiй поверхнi пластини, r𝜗𝑦s – розрив
кута повороту нормалi на розрiзi; 𝐵0 “ 2𝐸0ℎ, 𝐷0 “ 2𝐸0ℎ

3{3, 𝐸0 – модуль Юнга
матерiалу заповнювача.

2. Iнтегродиференцiальне рiвняння задачi. Для розв’язання задачi (1)–
(3) використали метод сингулярних iнтегральних рiвнянь. Iнтегральнi вирази
сил та моментiв через похiднi вiд стрибкiв перемiщень та кута повороту нормалi
мають вигляд [10,11]:

𝑁𝑦p𝑥,0q “ 𝑛`
𝐵

4𝜋

𝑙ˆ

´𝑙

r𝑢𝑦s
1p𝜉q𝑑𝜉

𝜉 ´ 𝑥
,

𝑀𝑦p𝑥,0q “ 𝑚´
𝐷p3´ 2𝜈 ´ 𝜈2q

4𝜋

𝑙ˆ

´𝑙

r𝜗𝑦s
1p𝜉q𝑑𝜉

𝜉 ´ 𝑥
, p4q

де 𝐵 “ 2𝐸ℎ, 𝐷 “ 2𝐸ℎ3{p3p1´ 𝜈q2q, 𝐸 i 𝜈 – модуль Юнга та коефiцiєнт Пуассона
матерiалу пластини.
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Першi доданки у виразах (4) – вiдповiдають напруженому становi бездефе-
ктної пластини, другi – показують вплив щiлини.

Пiдставивши вираз (4) у вiдповiднi умови (2), отримали сингулярнi iнтегро-
диференцiальнi рiвняння вiдносно розкриття трiщини та розриву кута повороту:

𝐵

4𝜋

𝑙ˆ

´𝑙

r𝑢𝑦s
1p𝜉q𝑑𝜉

𝜉 ´ 𝑥
´

2𝐸0ℎ

2𝑏p𝑥q
r𝑢𝑦sp𝑥q “ ´𝑛,

𝐷p3´ 2𝜈 ´ 𝜈2q

4𝜋

𝑙ˆ

´𝑙

r𝜗𝑦s
1p𝜉q𝑑𝜉

𝜉 ´ 𝑥
´

2𝐸0ℎ
3

3 ¨ 2𝑏p𝑥q𝜗𝑦s
p𝑥q “ 𝑚, 𝑥 P p´𝑙,𝑙q. p5q

Цi рiвняння слiд розв’язувати за додаткових умов на кiнцях розрiзу:

r𝑢𝑦sp˘𝑙q “ 0, r𝜗𝑦sp˘𝑙q “ 0. p6q

3. Побудова розв’язку. За довiльної форми щiлини 𝑏p𝑥q розв’язок задачi
(5)–(6) будується лише числовими методами. У цiй статтi скористаємось можли-
вiстю [17] знайти аналiтичний розв’язок для випадку щiлини спецiальної форми,
а саме, елiптичної. Нехай

𝑏p𝑥q “ 𝛽
a

𝑙2 ´ 𝑥2,

де 𝛽 “ 𝑏0{𝑙, 2𝑏0 “ 2𝑏p0q – максимальна ширина трiщини.
Тодi у разi рiвномiрних навантажень розв’язок задачi буде:

r𝑢𝑦sp𝑥q “
4

𝐵

𝑛

1` 𝜔1

a

𝑙2 ´ 𝑥2,

r𝜗𝑦sp𝑥q “ ´
4

𝐷p3´ 2𝜈 ´ 𝜈2q

𝑚

1` 𝜔3

a

𝑙2 ´ 𝑥2, p7q

де 𝜔1 “ 2𝜀{𝛽, 𝜔3 “ 2𝜅𝜀{p3𝛽q – ключовi безрозмiрнi параметри задачi, а 𝜀 “ 𝐸0{𝐸,
𝜅 “ 3p1` 𝜈q{p3` 𝜈q.

Коефiцiєнти iнтенсивностi зусиль та моментiв поблизу вершин щiлини, нор-
мованi як у працi [11], знайшли за формулами:

𝐾𝑁 “
𝐵

4

a

𝑙2 ´ 𝑥2 lim
𝑥Ñ˘𝑙

r𝑢𝑦sp𝑥q
?
𝑙2 ´ 𝑥2

“
𝑛
?
𝑙

1` 𝜔1
,

𝐾𝑀 “ ´
𝐷p3´ 2𝜈 ´ 𝜈2q

4

a

𝑙2 ´ 𝑥2 lim
𝑥Ñ˘𝑙

r𝜗𝑦sp𝑥q
?
𝑙2 ´ 𝑥2

“
𝑚
?
𝑙

1` 𝜔3
. p8q

Пiдставляючи результат (7) в iнтегральнi подання (4), отримали також ви-
рази для зусилля та моменту в заповнювачi:

𝑁𝑦 “
𝑛𝜔1

1` 𝜔1
, 𝑀𝑦 “

𝑚𝜔3

1` 𝜔3
. p9q

Врахувавши результати (8), (9), можна вiдновити розподiл характеристик
напруженого стану по товщинi пластини та включення вiдповiдно:

𝑘1p𝑧q “
1

2ℎ

ˆ

𝐾𝑁 `
3𝑧

ℎ2
𝐾𝑀

˙

“
1

2ℎ

˜

𝑛
?
𝑙

1` 𝜔1
`

3𝑧

ℎ2
𝑚
?
𝑙

1` 𝜔3

¸

,
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𝜎𝑦p𝑧q “
𝑁𝑦

2ℎ
`

3𝑀𝑦

2ℎ2
𝑧 “

𝑛𝜔1

p1` 𝜔1q

1

2ℎ
`

𝑚𝜔3

p1` 𝜔3q

3𝑧

2ℎ2
. p10q

4. Оцiнка граничної рiвноваги. Розглядатимемо два механiзми руйнува-
ння: розтрiскування пластини у мiсцях високої концентрацiї напружень поблизу
вершини трiщини та порушення цiлiсностi iн’єкцiйного матерiалу, який бере на
себе частину зовнiшнього навантаження.

Для першого випадку скористаємось локальним силовим критерiєм лiнiйної
механiки руйнування [4]:

max
𝑧

𝑘1p𝑧q ď
𝐾1𝑐
?
𝜋
, p11q

а для другого – застосуємо класичну теорiю мiцностi заповнювача:

max
𝑧

𝜎𝑦p𝑧q ď r𝜎0s. p12q

Тут 𝐾1𝑐 – трiщиностiйкiсть матерiалу пластини, r𝜎0s – допустиме напруження
для матерiалу заповнювача.

Знайдемо найбiльшi значення функцiй у формулах (10):

max
𝑧

𝑘1p𝑧q “ 𝑘1pℎ sgn𝑚q “
1

2ℎ

ˆ

𝐾𝑁 `
3|𝐾𝑀 |
ℎ

˙

“

ˆ

𝑛

1` 𝜔1
`

3|𝑚|
ℎp1` 𝜔3q

˙

?
𝑙

2ℎ
,

max
𝑧

𝜎𝑦p𝑧q “ 𝜎𝑦pℎ sgn𝑚q “
1

2ℎ

ˆ

𝑛𝜔1

1` 𝜔1
`

3|𝑚|𝜔3

ℎp1` 𝜔3q

˙

,

i на пiдставi критерiїв (11), (12) дiстанемо оцiнки допустимих навантажень:

𝑛

2ℎ

1

1` 𝜔1
`

3|𝑚|
2ℎ2

1

1` 𝜔3
ď 𝜎0,

𝑛

2ℎ

𝜔1

1` 𝜔1
`

3|𝑚|
2ℎ2

𝜔3

1` 𝜔3
ď r𝜎0s, p13q

за яких зберiгається цiлiснiсть пластини та включення вiдповiдно.
Тут 𝜎0 “ 𝐾1𝑐{

?
𝜋𝑙 – Грiффiтсове напруження для розтягнутої пластини з

наскрiзною трiщиною завдовжки 2𝑙.
Запишемо нерiвностi (13) у безрозмiрних змiнних:

𝜎𝑡
1` 𝜔1

`
|𝜎𝑏|

1` 𝜔3
ď 1, p14q

𝜎𝑡𝜔1

1` 𝜔1
`

|𝜎𝑏|𝜔3

1` 𝜔3
ď 𝜂, p15q

де 𝜎𝑡 “ 𝑛{p2ℎ𝜎0q – безрозмiрне середнє напруження розтягу, 𝜎𝑏 “ 3𝑚{p2ℎ2𝜎0q

– безрозмiрне напруження згину на лицьовiй поверхнi, 𝜂 “ r𝜎0s{𝜎0 – вiдносний
показник мiцностi заповнювача.

Таким чином, безпечна область обмежена прямими, що описуються рiвнян-
нями у канонiчнiй формi:

𝜎𝑡
1` 𝜔1

`
|𝜎𝑏|

1` 𝜔3
“ 1, p16q
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𝜎𝑡

𝜂
`

1` 𝜔´1
1

˘ `
|𝜎𝑏|

`

1` 𝜔´1
3

˘ “ 1. p17q

Для пластини з незаповненою трiщиною (𝜀 “ 0, а отже 𝜔1 “ 0, 𝜔3 “ 0)
рiвняння граничної прямої буде:

𝜎𝑡 ` |𝜎𝑏| “ 1. p18q

5. Аналiз результатiв. Проаналiзуємо взаємне розташування лiнiй (16),
(17) та (18) залежно вiд значень параметрiв 𝜔 та 𝜂. Результати аналiзу проiлю-
строванi графiками (рис. 1), побудованими для 𝜔 “ 0,5, 𝜈 “ 1{3, 𝜅 “ 1,2.

Рис. 1. Дiаграми граничної рiвноваги пластини iз заповненою щiлиною

При 𝜂 ą 𝜔3 лiнiя (17) розташована ззовнi лiнiї (16) (рис. 𝑎q, отже безпечна



90 Шацький I. П., Курташ I. С.

область описується нерiвнiстю (14). Це означає, що композицiя руйнується шля-
хом розтрiскування пластини.

При 𝜂 ă 𝜔1 пряма (17) лежить ближче до початку координат (рис. 𝑐, 𝑑, 𝑒) –
спершу руйнується включення.

Промiжний варiант 𝜔1 ă 𝜂 ă 𝜔3 дає змiшаний тип руйнування (рис. 𝑏q, який
залежить вiд параметра траєкторiї простого навантаження 𝛼 “ 𝜎𝑏{𝜎𝑡.

Якщо переважає згин:

|𝛼| ą 𝛼1 “
1` 𝜔3

1` 𝜔1

𝜂 ´ 𝜔1

𝜔3 ´ 𝜂
,

то спершу руйнується включення, якщо ж переважає розтяг: |𝛼| ď 𝛼1, то розтрi-
скується пластина.

Розглянемо iще бiльш детально ситуацiю 𝜂 ă 𝜔1 (рис. 𝑐, 𝑑, 𝑒q. Якщо 𝜔3{p1`
𝜔3q ď 𝜂 ď 𝜔1, то лiнiя (17) лежить ззовнi лiнiї (18) (рис. 𝑐q, i ефект пiдкрiплення
досягається для будь-яких 𝛼.

У разi 𝜔1{p1` 𝜔1q ď 𝜂 ď 𝜔3{p1` 𝜔3q (рис. 𝑑q для переважного згину, коли

|𝛼| ě 𝛼2 “
𝜂 ´ 𝜔1{p1` 𝜔1q

𝜔3{p1` 𝜔3q ´ 𝜂
,

немає виграшу у пiдкрiпленнi (включення руйнується при менших навантажен-
нях, нiж пластина з незаповненою трiщиною), а за переважного розтягу (|𝛼| ď
𝛼2) незначне пiдвищення несучої здатностi присутнє.

Нарештi, для надто слабких заповнювачiв, коли 𝜂 ă 𝜔3{p1 ` 𝜔3q, лiнiя (17)
лежить найближче до початку координат (рис. 𝑒q, отже, нiякого позитивного
ефекту вiд пiдкрiплення не спостерiгається за будь-якої траєкторiї навантаження.

Висновки. Розглянута в статтi модель заповненої щiлини дозволяє аналi-
тично оцiнювати результати вiдновлення дефектних пластинчастих конструкцiй
за умов комбiнованого розтягу та згину. Ключовими параметрами, якi визна-
чають ефективнiсть пiдкрiплення пластини з трiщиною для заданої траєкторiї
навантаження, є показники вiдносної жорсткостi 𝜔 та вiдносної мiцностi 𝜂 запов-
нювача.
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Шацкий И. П., Курташ И. С.
Предельное равновесие пластины с заполненной щелью под действием рас-
тяжения и изгиба

Резюме

В рамках классической двухмерной теории пластин рассмотрена задача о растяжении и
изгибе упругой пластины, ослабленной узкой прямолинейной щелью, заполненной низ-
комодульным материалом. Для включения малой ширины принята гипотеза упругой
винклеровской прослойки. Сформулирована краевая задача для пары бигармонических
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уравнений с усложненными краевыми условиями на разрезе. Построено аналитическое
решение сингулярных интегродифференциальных уравнений задачи для случая эллип-
тической формы щели и равномерной комбинированной нагрузки. Особенное внимание
уделяется вопросу предельного равновесия композиции.. Рассмотрены два механизма
разрушения: растрескивание пластины возле вершин щели и нарушение целостности
заполнителя. Построены диаграммы предельного равновесия пластины с заполненной
щелью в условиях двупараметрического нагружения. Ключевыми параметрами, опре-
деляющими успех восстановления несущей способности пластины с трещиной для за-
данной траектории нагружения, являются относительная жесткость и относительная
прочность включения.
Ключевые слова: пластина, заполненная щель, растяжение, изгиб, разрушение, пре-
дельное равновесие .

Shatskyi I. P., Kurtash I. S.
Limiting equilibrium of plate with filled slit under tension and bending

Summary

The problem of tension and bending of an elastic plate weakened by narrow rectilinear slit

filled with low-modulus material is considered within framework the classical two-dimensional

plates theory. For the inclusion of narrow width the hypothesis of elastic Winkler’s layer

is accepted. The boundary problem for the pair of biharmonic equations with complicated

boundary conditions on the cut is formulated. The analytical solution of singular integrod-

ifferential equations of the problem is built for a case of elliptical form of slit and uniform

combined load. Special attention is paid to the issue of limited equilibrium of composition.

The two mechanisms of fracture are considered: cracking of the plate near the peak of a slit

and breach of filler integrity. The diagrams of limiting equilibrium of plate with filled slit

are built in conditions of two-parametric loading. The key parameters that determine the

success of wearing the bearing capacity of the cracked plate for a given loading trajectory

are the relative stiffness and relative strength of the filler.

Key words: plate, filled slit, tension, bending, fracture, limiting equilibrium.
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