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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЙ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА С
БЫСТРО МЕНЯЮЩЕЙСЯ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

В работе для двучленного неавтономного дифференциального уравнения второго по-
рядка с быстро меняющейся при 𝑦 Ñ 𝑌0 нелинейностью, где 𝑌0 равно либо нулю, ли-
бо ˘8 исследуется вопрос о существовании и асимптотическом поведении при 𝑡 Ò 𝜔

(𝜔 ď `8) 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q- решений в случае, когда 𝜆0 “ 1. В этом случае каждое такое
решение и его производная первого порядка являются быстро меняющимися функци-
ями при 𝑡 Ò 𝜔. Получены новые результаты о необходимых и достаточных условиях
существования 𝑃𝜔p𝑌0,1q– решений у рассматриваемого класса существенно нелинейных
неавтономных обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка, а также
об асимптотическом поведении при 𝑡 Ò 𝜔 таких решений и их производных первого
порядка. Эти результаты существенно дополняют исследования, проводимые в данном
направлении.
MSC: 34E05, 34E10, 26A12.
Ключевые слова: правильно меняющиеся функции, быстро меняющиеся функции, функ-
ции из класса Γ, существенно нелинейные дифференциальные уравнения, 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-
решения, условия существования, асимптотическое поведение .

Введение. Рассматривается дифференциальное уравнение

𝑦2 “ 𝛼0𝑝p𝑡q𝜙p𝑦q, p1q

где 𝛼0 P t´1,1u, 𝑝 : r𝑎,𝜔rÝÑs0, `8r- непрерывная функция, ´8 ă 𝑎 ă 𝜔 ď `8,
𝜙 : Δ𝑌0

ÝÑs0, ` 8r – дважды непрерывно дифференцируемая функция, такая,
что

𝜙1p𝑦q ‰ 0 при 𝑦 P Δ𝑌0 , lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝜙p𝑦q “

"

либо 0,
либо `8,

lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝜙p𝑦q𝜙2p𝑦q

𝜙12p𝑦q
“ 1, p2q

𝑌0 равно либо нулю, либо ˘8, Δ𝑌0
- некоторая односторонняя окрестность 𝑌0.

Из условий (2) непосредственно вытекает, что

lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝑦𝜙1p𝑦q

𝜙p𝑦q
“ ˘8, p3q

В силу (2) и (3) функция 𝜙 и ее производная первого порядка являются (см. моно-
графию М.Марича [1], Гл.3, §3.4, Леммы 3.2, 3.3, С. 91-92) быстро меняющимися
при 𝑦 Ñ 𝑌0.
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Определение 1. Решение 𝑦 дифференциального уравнения p1q называется
𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q– решением, где ´8 ď 𝜆0 ď `8, если оно определено на промежутке
r𝑡0,𝜔rĂ r𝑎,𝜔r и удовлетворяет следующим условиям

𝑦p𝑡q P Δ𝑌0
при 𝑡 P r𝑡0,𝜔r, lim

𝑡Ò𝜔
𝑦p𝑡q “ 𝑌0, lim

𝑡Ò𝜔
𝑦1p𝑡q “

"

либо 0,
либо ˘8,

lim
𝑡Ò𝜔

𝑦12p𝑡q

𝑦2p𝑡q𝑦p𝑡q
“ 𝜆0.

В работе [2] были установлены две теоремы о существовании и асимптотике
𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q- решений уравнения (1) в особом случае, когда 𝜆0 “ 1. В этом случае
такие решения и их производные первого порядка являются быстроменяющимися
функциями при 𝑡 Ò 𝜔.

В настоящей работе при некоторых вполне естественных ограничениях на
коэффициент 𝑝 эти две теоремы будут дополнены новыми утверждениями, поз-
воляющими снять некоторые из жестких условий, которые использовались в [2]
при доказательстве фактического сушествования 𝑃𝜔p𝑌0,1q- решений с найденны-
ми асимптотическими представлениями.

Основные результаты. Введем необходимые для дальнейшего вспомо-
гательные обозначения. Неограничивая общности будем считать, что

Δ𝑌0
“

"

r𝑦0,𝑌0r, если Δ𝑌0 левая окрестность 𝑌0,
s𝑌0,𝑦0s, если Δ𝑌0

правая окрестность 𝑌0,

где 𝑦0 P R такое, что |𝑦0| ă 1 при 𝑌0 “ 0 и 𝑦0 ą 1 p𝑦0 ă ´1q при 𝑌0 “ `8 (при
𝑌0 “ ´8).

Далее, положим

𝜇0 “ sign𝜙1p𝑦q, 𝜈0 “ sign 𝑦0, 𝜈1 “

"

1, если Δ𝑌0 “ r𝑦0,𝑌0r,
´1, если Δ𝑌0 “s𝑌0,𝑦0s,

и введем следующие функции

𝐽10p𝑡q “

𝑡ˆ

𝐴10

𝑝
1
2
0 p𝜏q 𝑑𝜏, Φ1p𝑦q “

𝑦ˆ

𝐵1

𝑑𝑠

|𝑠|
1
2𝜙

1
2 p𝑠q

,

где 𝑝0p𝑡q „ 𝑝p𝑡q при 𝑡 Ò 𝜔,

𝐴10 “

$

’

’

&

’

’

%

𝜔, если
𝜔́

𝑎

𝑝
1
2
0 p𝜏q 𝑑𝜏 ă `8,

𝑎, если
𝜔́

𝑎

𝑝
1
2
0 p𝜏q 𝑑𝜏 “ `8,

𝐵1 “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

𝑌0, если
𝑌0´
𝑦0

𝑑𝑠

|𝑠|
1
2 𝜙

1
2 p𝑠q

“ const,

𝑦0, если
𝑌0´
𝑦0

𝑑𝑠

|𝑠|
1
2 𝜙

1
2 p𝑠q

“ ˘8.

Учитывая определение 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q–решения дифференциального уравнения (1),
заметим, что числа 𝜈0, 𝜈1 и 𝛼0 определяют знаки любого 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q–решения, его
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первой и второй произаводных (соответственно) в некоторой левой окрестности
𝜔. При этом ясно, что условия

𝜈0𝜈1 ă 0, если 𝑌0 “ 0, 𝜈0𝜈1 ą 0, если 𝑌0 “ ˘8,

и
𝜈1𝛼0 ă 0, если lim

𝑡Ò𝜔
𝑦1p𝑡q “ 0, 𝜈1𝛼0 ą 0, если lim

𝑡Ò𝜔
𝑦1p𝑡q “ ˘8,

являются необходимыми для существования таких решений.
Теперь укажем на некоторые свойства функции Φ1. Она сохраняет знак на

промежутке Δ𝑦0
, стремится либо к нулю, либо к ˘8 при 𝑦 Ñ 𝑌0 и является

возрастающей на Δ𝑌0 , поскольку на этом промежутке Φ11p𝑦q “ |𝑦|
´ 1

2𝜙´
1
2 p𝑦q ą 0.

Поэтому для нее существует обратная функция Φ´1
1 : Δ𝑍0

ÝÑ Δ𝑌0
, где в силу

второго из условий (2) и монотонного возрастания Φ´1
1

Δ𝑍0
“

"

r𝑧0,𝑍0r, если Δ𝑌0 “ r𝑦0,𝑌0r,
s𝑍0,𝑧0s, если Δ𝑌0

“s𝑌0,𝑦0s,
p4q

𝑍0 “ lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

Φ1p𝑦q “

"

либо 0,
либо `8,

𝑧0 “ Φ1p𝑦0q. p5q

Заметим, что
˜

𝜙
1
2 p𝑦q

|𝑦|
1
2𝜙1p𝑦q

¸1

“
1

|𝑦|
1
2𝜙

1
2 p𝑦q

„

1

2
´

1

2

𝜙p𝑦q

𝑦𝜙1p𝑦q
´
𝜙2p𝑦q𝜙p𝑦q

𝜙12p𝑦q



.

Отсюда с учетом условий (2) и (3) получим соотношение
˜

𝜙
1
2 p𝑦q

|𝑦|
1
2𝜙1p𝑦q

¸1

“
1

|𝑦|
1
2𝜙

1
2 p𝑦q

„

´
1

2
` 𝑜p1q



при 𝑦 Ñ 𝑌0.

Интегрируя это соотношение на промежутке от 𝑦0 до 𝑦 и учитывая правило
выбора предела интегрирования 𝐵1 в функции Φ1, приходим к выводу, что

Φ1p𝑦q “ ´
2𝜙

1
2 p𝑦q

|𝑦|
1
2𝜙1p𝑦q

r1` 𝑜p1qs при 𝑦 Ñ 𝑌0 p6q

Отсюда с учетом знака 𝜙1 также следует, что

signΦ1p𝑦q “ ´𝜇0 при 𝑦 P Δ𝑌0
. p7q

В силу (6) и (3) также имеем

Φ11p𝑦q

Φ1p𝑦q
“
|𝑦|´

1
2𝜙´

1
2 p𝑦q

Φ1p𝑦q
„ ´

𝜙1p𝑦q

2𝜙p𝑦q
при 𝑦 Ñ 𝑌0, p8q

Φ21p𝑦qΦ1p𝑦q

Φ121 p𝑦q
“ ´

1

2

|𝑦|´
1
2𝜙´

3
2𝜙1p𝑦q

”

𝜙p𝑦q
𝑦𝜙1p𝑦q ` 1

ı

Φ1p𝑦q

|𝑦|´1𝜙´1p𝑦q
„ 1 при 𝑦 Ñ 𝑌0. p9q
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Так как

lim
𝑧Ñ𝑍0

𝑧
`

𝜙pΦ´1
1 p𝑧qq

˘1

𝜙pΦ1p𝑧qq
“ lim

𝑧Ñ𝑍0

𝑧𝜙1pΦ´1
1 p𝑧qqq|Φ1p𝑧q|

1
2𝜙

1
2 pΦ´1

1 p𝑧qq

𝜙pΦ´1
1 p𝑧qq

“

“ lim
𝑦Ñ𝑌0

Φ1p𝑦q𝜙
1p𝑦q|𝑦|

1
2

𝜙
1
2 p𝑦q

“ ´2.

то функция 𝜙pΦ´1
1 p𝑧qq является правильно меняющейся функцией порядка -2 при

𝑧 Ñ 𝑍0.
Кроме указанных выше обозначений введем также вспомогательные функ-

ции:

𝐻10p𝑡q “
Φ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq𝜙
1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

𝜙
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘ ,

𝑞10p𝑡q “
𝛼0𝜈1𝐽20p𝑡q

𝑝
1
2
0 p𝑡q|Φ

´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2𝜙

1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

,

𝑞20p𝑡q “
𝜋𝜔p𝑡q𝑝

1
2
0 p𝑡q𝜙

1
2 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

|Φ´1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|
1
2

, 𝜋𝜔p𝑡q “

"

𝑡, если 𝜔 “ `8,
𝑡´ 𝜔, если 𝜔 ă `8,

𝐽20p𝑡q “

𝑡ˆ

𝐴20

𝑝0p𝜏q𝜙
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

𝑑𝜏,

где

𝐴20 “

$

’

’

&

’

’

%

𝑡0, если
𝜔́

𝑡0

𝑝0p𝜏q𝜙
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

𝑑𝜏 “ `8,

𝜔, если
𝜔́

𝑡0

𝑝0p𝜏q𝜙
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

𝑑𝜏 ă `8,
𝑡0 P r𝑎,𝜔s.

Здесь функции 𝐻10, 𝑞10, 𝐽10 и 𝐽20 получены из функций 𝐻1, 𝑞1, 𝐽1 и 𝐽2 из
работы [2] заменой в них функции 𝑝 на 𝑝0.

Повторяя рассуждения доказательства теоремы 2.1 из работы [2] и учиты-
вая, что для 𝑃𝜔p𝑌0,1q- решения уравнения (1) lim

𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝑦
2
p𝑡q

𝑦1p𝑡q “ ˘8, легко сначала

убеждаемся в справедливости следующего утверждения.

Теорема 1. Пусть 𝑝p𝑡q „ 𝑝0p𝑡q при 𝑡 Ò 𝜔, где 𝑝0 : r𝑎,𝜔rÝÑs0, `8r – непре-
рывная функция. Тогда для существования у дифференциального уравнения p1q
𝑃𝜔p𝑌0,1q– решений, необходимо чтобы соблюдались условия

𝛼0𝜈0 ą 0, 𝜇0𝜈1𝐽10p𝑡q ă 0 при 𝑡 Ps𝑎,𝜔r, p10q

𝜈1 lim
𝑡Ò𝜔

𝐽10p𝑡q “ 𝑍0, lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐽
1
10p𝑡q

𝐽10p𝑡q
“ ˘8, p11q

lim
𝑡Ò𝜔

𝑞10p𝑡q “ 1, lim
𝑡Ò𝜔

𝑞20p𝑡q “ ˘8. p12q
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Более того, для каждого такого решения имеют место асимптотические пред-
ставления

𝑦p𝑡q “ Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

„

1`
𝑜p1q

𝐻10p𝑡q



при 𝑡 Ò 𝜔, p13q

𝑦1p𝑡q “ 𝜈1𝑝
1
2
0 p𝑡q𝜙

1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

|Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2 r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. p14q

Теперь установим наиболее существенные дополнения к теореме 2.2 из работы
[2].

Теорема 2. Пусть

𝑝p𝑡q “ 𝑝0p𝑡qr1` 𝑟p𝑡qs, lim
𝑡Ò𝜔

𝑟p𝑡q “ 0, p15q

где 𝑝0 : r𝑎,𝜔rÝÑs0,`8r – непрерывно дифференцируемая функция и 𝑟 : r𝑎,𝜔rÝÑs´
1,`8r – непрерывная функция. Пусть, кроме того, выполняются условия p10q,
p11q, первое из условий p12q и существуют конечные или равные ˘8 пределы

lim
𝑡Ò𝜔

𝑞10p𝑡q𝐽20p𝑡q

𝐽 120p𝑡q
, lim

𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯1

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯2

d

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑦𝜙1p𝑦q

𝜙p𝑦q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

. p16q

Тогда: 1) если 𝛼0𝜇0 ą 0, то у дифференциального уравнения p1q существует од-
нопараметрическое семейство 𝑃𝜔p𝑌0,1q– решений с представлениями p13q, p14q,
причем таких, производная которых удовлетворяет асимптотическому соот-
ношению

𝑦1p𝑡q “ 𝐽20p𝑡q

„

1

𝑞10p𝑡q
` 𝑜

´

|𝐻10p𝑡q|
´ 1

2

¯



при 𝑡 Ò 𝜔; p17q

2) если 𝛼0𝜇0 ă 0 и соблюдаются условия

lim
𝑡Ò𝜔

„

𝑟p𝑡q `
𝑞110p𝑡q𝐽20p𝑡q

𝑞10p𝑡q𝐽 120p𝑡q



¨

˝

𝑡ˆ

𝑡0

𝐽 120p𝜏q|𝐻10p𝜏q|
1
2 𝑑𝜏

𝐽20p𝜏q

˛

‚

2

“ 0, p18q

lim
𝑡Ò𝜔

𝑟p𝑡q

𝑡ˆ

𝑡0

𝐽 120p𝜏q|𝐻10p𝜏q|
1
2 𝑑𝜏

𝐽20p𝜏q
“ 0, p19q

lim
𝑡Ò𝜔
r1´ 𝑞10p𝑡qs

𝑡ˆ

𝑡0

𝐽 120p𝜏q|𝐻10p𝜏q|
1
2 𝑑𝜏

𝐽20p𝜏q
“ 0, lim

𝑡Ò𝜔

𝑡́

𝑡0

𝐽 120p𝜏q|𝐻10p𝜏q|
1
2 𝑑𝜏

𝐽20p𝜏q

|𝐻1p𝑡q|
1
2

“ 0, p20q

и

lim
𝑡Ò𝜔
|𝐻10p𝑡q|

1
2

¨

˝

𝑡ˆ

𝑡0

𝐽 120p𝜏q|𝐻10p𝑡qp𝜏q|
1
2 𝑑𝜏

𝐽20p𝜏q

˛

‚

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯1

ˇ

ˇ

ˇ

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

ˇ

ˇ

ˇ

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑦“Φ´1p𝛼0p𝜆0´1q𝐽p𝑡qq

“ 0, p21q
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где 𝑡0 некоторое число из промежутка r𝑎,𝜔r, то уравнение p1q имеет по край-
ней мере одно 𝑃𝜔p𝑌0,1q– решение, допускающее при 𝑡 Ò 𝜔 асимптотические пред-
ставления

𝑦p𝑡q “ Φ´1
1 p𝛼0p𝜆0 ´ 1q𝐽p𝑡qq

»

—

–

1`

¨

˝𝐻p𝑡q

𝑡ˆ

𝑡0

𝐽 12p𝜏q|𝐻p𝜏q|
1
2 𝑑𝜏

𝐽2p𝜏q

˛

‚

´1

𝑜p1q

fi

ffi

fl

, p22q

𝑦1p𝑡q “ 𝐽20p𝑡q

»

—

–

1

𝑞10p𝑡q
` |𝐻1p𝑡q|

´ 1
2

¨

˝

𝑡ˆ

𝑡0

𝐽 12p𝜏q|𝐻1p𝜏q|
1
2 𝑑𝜏

𝐽2p𝜏q

˛

‚

´1

𝑜p1q

fi

ffi

fl

. p23q

Доказательство. . В [2] при доказательстве теоремы 2.2 было установлено,
что в случае существования конечного или равного ˘8 второго из пределов (16)
этим пределом может быть только ноль. Покажем, что первый из этих пределов
также равен нулю. Действительно, если бы этот предел был отличен от нуля, то
имели бы равенство

𝑞110p𝑡q “
𝛾p𝑡q𝐽 120p𝑡q

𝐽20p𝑡q
,

где функция 𝛾 непрерывна на некотором промежутке r𝑡0,𝜔rĂs𝑎,𝜔r и такова, что

lim
𝑡Ò𝜔

𝛾p𝑡q “

"

либо 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ‰ 0,
либо ˘8.

Интегрируя это равенство на промежутке от 𝑡0 до 𝑡 и учитывая, что
𝑡́

𝑡0

𝐽 120p𝜏q𝑑𝜏
𝐽02p𝜏q

“

ln
ˇ

ˇ

ˇ

𝐽20p𝑡q
𝐽02p𝑡0q

ˇ

ˇ

ˇ
ÝÑ ˘8 при 𝑡 Ò 𝜔, пришли бы к заключению, что

𝑞10p𝑡q ÝÑ ˘8 при 𝑡 Ò 𝜔.

Однако, этого быть не может, так как выполняется первое из условий (12).
Значит,

lim
𝑡Ò𝜔

𝑞10p𝑡q𝐽02p𝑡q

𝐽 102p𝑡q
“ 0 и lim

𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯1

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯2

d

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑦𝜙1p𝑦q

𝜙p𝑦q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0. p24q

Кроме того, в силу второго из неравенств (10), первого из условий (11) и
(4), (5), (7) и (3) существует число 𝑡0 P r𝑎,𝜔r такое, что Φ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq P Δ𝑌0
при

𝑡 P r𝑡0,𝜔r, и
lim
𝑡Ò𝜔

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq “ 𝑌0, lim

𝑡Ò𝜔
𝐻10p𝑡q “ ˘8.

Теперь с использованием функций 𝐻10, 𝑞10, 𝐽10 и 𝐽20 скорректируем схему
доказательства теоремы 2.2 из работы [2] таким образом, чтобы снять наиболее
жесткие из ее условий.
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Сначала диференциальное уравнение (1) с помощью преобразования

𝑦p𝑡q “ Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq `

𝜙
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

𝜙1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘𝑦1p𝑡q, 𝑦1p𝑡q “ 𝛼0𝐽20p𝑡qr1` 𝑦2p𝑡qs, p25q

точно также, как при доказательстве теоремы 2.2 из [2], сведем к системе диф-
ференциальных уравнений
$

’

’

’

&

’

’

’

%

𝑦11 “
𝜈1𝑝

1
2
0 p𝑡q|Φ

´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2 𝜙1pΦ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq

𝜙
1
2 pΦ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq
r´1` 𝑞10p𝑡q ` ℎ10p𝑡q𝑦1 ` 𝑞10p𝑡q𝑦2s ,

p26q

𝑦12 “
𝐽 120p𝑡q
𝐽20p𝑡q

r𝑟p𝑡q ` p1` 𝑟p𝑡qq𝑦1 ´ 𝑦2 `𝑅p𝑡,𝑦1qs ,

где

ℎ10p𝑡q “ 𝑞10p𝑡q

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯1

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑦“Φ´1p𝜈1𝐽10p𝑡qq

и функция 𝑅p𝑡,𝑦1q такова, что для что для любого 𝜀 ą 0 существуют 𝛿 Ps0,1r и
𝑡1 P r𝑡0,𝜔r такие, что

|𝑅p𝑡,𝑦1q| ď p1` 𝜀q|𝑦1|
2 при 𝑡 P r𝑡1,𝜔r и 𝑦1 P 𝐷1𝛿 “ t𝑦1 : |𝑦1| ď 𝛿u. p27q

Выбрав произвольным образом число 𝜀 ą 0, далее систему уравнений (26)
рассмотрим на множестве

Ω “ r𝑡1,𝜔rˆ𝐷1𝛿 ˆ𝐷2𝛿, где 𝐷𝑖𝛿 “ t𝑦𝑖 : |𝑦𝑖| ď 𝛿u p𝑖 “ 1,2q.

Чтобы доказать существование у дифференциального уравнения (1) реше-
ний, допускающих при 𝑡 Ò 𝜔 асимптотические представления (13), (14), доста-
точно в силу замен (25) и первого из условий (12) установить, что у системы
дифференциальных уравнений (26) существуют решения, стремящиеся к нулю
при 𝑡 Ò 𝜔. Это можно осуществить, в частности, с использованием известных
результатов, полученных в работах [3], [4]. Чтобы воспользоваться этими резуль-
татами требуется довести систему (26) с помощью дополнительных преобразо-
ваний до вида, допускающего их применения. При этом следует позаботиться о
возможности снятия указанных ранее жестких ограничений в теореме 2.2, уста-
новленной ранее в [2].

Сначала применим к системе (26), преобразование

𝑦1p𝑡q “ 𝑥1p𝑡q, 𝑦2p𝑡q “ ´1`
1

𝑞10p𝑡q
` 𝑥2p𝑡q, p28q

суть которого состоит в том, чтобы убрать в первом уравнении системы неодно-
родное слагаемое. В результате этого преобразования получим систему диффе-
ренциальных уравнений

$

’

’

’

&

’

’

’

%

𝑥11 “
𝜈1𝑝

1
2
0 p𝑡q|Φ

´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2 𝜙1pΦ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq

𝜙
1
2 pΦ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq
rℎ10p𝑡q𝑥1 ` 𝑞10p𝑡q𝑥2s ,

𝑥12 “
𝐽 120p𝑡q
𝐽20p𝑡q

”

𝑟p𝑡q `
𝑞110p𝑡q𝐽20p𝑡q

𝑞210p𝑡q𝐽
1
10p𝑡q

` p1` 𝑟p𝑡qq𝑦1 ´ 𝑦2 `𝑅p𝑡,𝑦1q
ı

,
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Далее, применяя дополнительное преобразование

𝑥1p𝑡q “ 𝑣1p𝑡q, 𝑥2p𝑡q “ |𝐻0p𝑡q|
´ 1

2 𝑣2p𝑡q, p29q

приведем эту систему к системе дифференциальных уравнений
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

𝑣11 “
𝜈1𝐽

1
10p𝑡q|Φ

´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2 𝜙1pΦ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq

𝜙
1
2 pΦ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq
|𝐻10p𝑡q|

´ 1
2

”

ℎ10p𝑡q|𝐻10p𝑡q|
1
2 𝑣1 ` 𝑞10p𝑡q𝑣2

ı

,

𝑣12p𝑡q “
𝐽 120p𝑡q
𝐽20p𝑡q

|𝐻10p𝑡q|
1
2

”

𝑟p𝑡q `
𝑞110p𝑡q𝐽20p𝑡q

𝑞210p𝑡q𝐽
1
20p𝑡q

` p1` 𝑟p𝑡qq𝑣1`

`

ˆ

1
2
𝜈0𝜇0𝐻

1
10p𝑡q𝐽20p𝑡q

𝐽 120p𝑡q|𝐻10p𝑡q|
3
2
´ |𝐻10p𝑡q|

´ 1
2

˙

𝑣2 `𝑅p𝑡,𝑣1q



.

Обозначив через 𝛽0p𝑡q отношение множителей, которые стоят перед квадратными
скобнами в уравнениях этой системы и учитывая, что

𝜈1𝑝
1
2
0 p𝑡q|Φ

´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2𝜙1

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

𝐽20p𝑡q

𝜙
1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq𝐽 120p𝑡q

˘ “

“
Φ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq𝜙
1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

𝜙
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘ ¨
𝛼0𝜈1𝐽20p𝑡q

𝑝
1
2
0 p𝑡q𝜈1|Φ

´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2𝜙

1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

“

“ 𝐻10p𝑡q𝑞10p𝑡q „ 𝐻10p𝑡q ÝÑ ˘8 при 𝑡 Ò 𝜔,

находим

𝛽0p𝑡q “
𝜈1𝐽

1
10p𝑡q|Φ

´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2𝜙1

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

𝐽20p𝑡q

𝜙
1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

𝐽 120p𝑡q
|𝐻10p𝑡q|

´1 „

„ sign𝐻10p𝑡q “ 𝜈0𝜇0 при 𝑡 Ò 𝜔. p30q

Кроме того, нетрудно проверить, что здесь

𝐻 110p𝑡q𝐽20p𝑡q

𝐽 120p𝑡q|𝐻10p𝑡q|
3
2

“ 𝑞10p𝑡q
”

𝜇0|𝐻10p𝑡q|
´ 1

2 ` ℎ10p𝑡q𝐻
1
2
10p𝑡q

ı

. p31q

Наконец, сделав в последней системе дифференциальных уравнений замену неза-
висимой переменной, полагая

𝑥 “

𝑡ˆ

𝑡1

𝐽 120p𝜏q|𝐻10p𝜏q|
1
2 𝑑𝜏

𝐽20p𝜏q
, 𝑣1p𝑡q “ 𝑧1p𝜏q, 𝑣2p𝑡q “ 𝑧2p𝜏q, p32q

получим систему дифференциальных уравнений
"

𝑧11 “ 𝑐11p𝑥q𝑧1 ` 𝑐12p𝑥q𝑧2,
𝑧12 “ 𝑓p𝑥q ` 𝑐21p𝑥q𝑧1 ` 𝑐22p𝑥q𝑧2 ` 𝑍p𝑥,𝑧1q,

p33q

в которой

𝑓p𝑥p𝑡qq “ 𝛼0𝜈1

„

𝑟p𝑡q `
𝑞110p𝑡q𝐽20p𝑡q

𝑞210p𝑡q𝐽
1
20p𝑡q



, 𝑐11p𝑥p𝑡qq “ 𝛼0𝜈1𝛽0p𝑡qℎ10p𝑡q|𝐻10p𝑡q|
1
2 ,
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𝑐12p𝑥p𝑡qq “ 𝛼0𝜈1𝛽0p𝑡q𝑞10p𝑡q, 𝑐21p𝑥q “ 𝛼0𝜈1r1` 𝑟p𝑡qs,

𝑐22p𝑥p𝑡qq “ 𝛼0𝜈1

˜

1

2

𝜈0𝜇0𝐻
1
10p𝑡q𝐽20p𝑡q

𝐽 120p𝑡q|𝐻10p𝑡q|
3
2

´ |𝐻10p𝑡q|
´ 1

2

¸

, 𝑍p𝑥p𝑡q,𝑧1q “ 𝛼0𝜈1𝑅p𝑡,𝑣1q.

Так как 𝑥1p𝑡q ą 0 при 𝑡 P r𝑡1,𝜔r и 𝑥p𝑡q ÝÑ `8 при 𝑡 Ò 𝜔, то данная система
заданна на множестве r0, ` 8rˆ𝐷1𝛿 ˆ 𝐷2𝛿, причем в ней в силу (3), (15), (24),
(30), (31) и первых из условий (10), (12), а также (27)

lim
𝑥Ñ`8

𝑓p𝑥q “ 0, lim
𝑥Ñ`8

𝑐11p𝑥q “ 0, lim
𝑥Ñ`8

𝑐12p𝑥q “ 𝛼0𝜈0𝜈1𝜇0 “ 𝜈1𝜇0,

lim
𝑥Ñ`8

𝑐21p𝑥q “ 𝛼0𝜈1, lim
𝑥Ñ`8

𝑐22p𝑥q “ 0,

|𝑍p𝑥,𝑧1q| ď p1` 𝜀q|𝑧1|
2 при 𝑥 P r0,`8r и |𝑧1| ď 𝛿.

Поэтому данная система уравнений допускает применения к ней результатов из
работ [3], [4].

Характеристическое уравнение предельной матрицы коэффициентов

𝐶 “

ˆ

0 𝜈1𝜇0

𝛼0𝜈1 0

˙

линейной части системы (33) имеет вид

𝜌2 ´ 𝛼0𝜇0 “ 0. p34q

Если 𝛼0𝜇0 ą 0, то корнями алгебраического уравнение (34) являются веще-
ственные числа разных знаков. В этом случае согласно 2.2 из работы [3] система
дифференциальных уравнений (33) имеет однопараметрическое семейство реше-
ний p𝑧1,𝑧2q : r𝑥˚, ` 8rÝÑ R2 p𝑥˚ ě 0q, стремящихся к нулю при 𝑥 Ñ `8.
Каждому из них в силу замен (25), (28), (29) и (32) соответствует решение
𝑦 : r𝑡˚,𝜔rÝÑ R p𝑡˚ P r𝑎,𝜔rq дифференциального уравнения (1), допускающее
асимптотические представления (13), (17). Следовательно, справедливо первое
утверждение теоремы.

Если же 𝛼0𝜇0 ă 0, то алгебраическое уравнение (34) имеет чисто мнимые
корни 𝜌1,2 “ ˘𝑖. В этом случае при выполнении условий (18) - (21) система диф-
ференциальных уравнений (33) имеет на основании теоремы 2.2 из работы [4]
хотя бы одно p𝑧1,𝑧2q : r𝑥0, ` 8rÝÑ R2 p𝑥˚ ě 0q, удовлетворяющее асимптотиче-
ским соотношениям

𝑧𝑖p𝑥q “ 𝑜

ˆ

1

𝑥

˙

p𝑖 “ 1,2q при 𝑥Ñ `8.

Этому решению в силу замен (25), (28), (29) и (32) соответствует решение 𝑦 :
r𝑡˚,𝜔rÝÑ R p𝑡˚ P r𝑎,𝜔rq дифференциального уравнения (1), допускающее при
𝑡 Ò 𝜔 асимптотические представления (22), (23).

Теорема полностью доказана.
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Теорема 3. Пусть функция 𝑝 представима в виде p15q, выполняются усло-
вия p10q, p11q, второе из условий p12q и существуют конечные или равные ˘8
пределы

lim
𝑡Ò𝜔

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

𝑝0p𝑡q𝜙
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

¨

˝

𝑝
1
2
0 p𝑡q𝜙

1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

ˇ

ˇΦ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

ˇ

ˇ

1
2

˛

‚

1

, p35q

lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯1

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯2

d

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑦𝜙1p𝑦q

𝜙p𝑦q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

. p36q

Тогда: 1) если 𝜆0𝜇0 ą 0, то дифференциальное уравнение (1) имеет однопа-
раметрическое семейство 𝑃𝜔p𝑌0,1q – решений, допускающих асимптотические
представления (13), (14), причем таких, производная которых удовлетворяет
при 𝑡 Ò 𝜔 асимптотическому соотношению

𝑦1p𝑡q “ 𝜈1𝑝
1
2
0 p𝑡q𝜙

1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

|Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2 r1` |𝐻10p𝑡q|

´ 1
2 𝑜p1qs; p37q

2) если 𝜆0𝜇0 ă 0 и выполняются условия

lim
𝑡Ò𝜔
|𝐻10p𝑡q|

1
2ℎ20p𝑡q

𝑡ˆ

𝑡1

𝑝
1
2
0 p𝜏q|𝜙

1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

|
1
2 𝑑𝜏 “ 0, p38q

lim
𝑡Ò𝜔

𝑟p𝑡q

𝑡ˆ

𝑡1

𝑝
1
2
0 p𝜏q|𝜙

1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

|
1
2 𝑑𝜏 “ 0, p39q

lim
𝑡Ò𝜔

𝑡́

𝑡1

𝑝
1
2
0 p𝜏q|𝜙

1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

|
1
2 𝑑𝜏

|𝐻10p𝑡q|
1
2

“ 0, p40q

lim
𝑡Ò𝜔
r𝑟p𝑡q ´ ℎ30p𝑡qs

¨

˝

𝑡ˆ

𝑡1

𝑝
1
2
0 p𝜏q|𝜙

1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

|
1
2 𝑑𝜏

˛

‚

2

“ 0, p41q

где 𝑡1 P r𝑎,𝜔r,

ℎ20p𝑡q “

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯1

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑦“Φ´1p𝜈1𝐽10p𝑡qq

,

ℎ30p𝑡q “
𝜈1Φ

´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

𝑝0p𝑡q𝜙
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

¨

˝

𝑝
1
2
0 p𝑡q𝜙

1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

|Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2

˛

‚

1

,

то дифференциальное уравнение (1) имеет по крайней мере одно 𝑃𝜔p𝑌0,1q – ре-
шение допускающее при 𝑡 Ò 𝜔 асимптотические представления

𝑦p𝑡q “ Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

»

—

–

1`

¨

˝

𝑡ˆ

𝑡1

𝑝
1
2
0 p𝜏q|𝜙

1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

|
1
2 𝑑𝜏

˛

‚

´1

𝑜p1q

𝐻10p𝑡q

fi

ffi

fl

, p42q
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𝑦1p𝑡q “ 𝜈1𝑝
1
2
0 p𝑡q𝜙

1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

|Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2ˆ

ˆ

»

—

–

1`

¨

˝

𝑡ˆ

𝑡1

𝑝
1
2
0 p𝜏q|𝜙

1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

|
1
2 𝑑𝜏

˛

‚

´1

|𝐻10p𝑡q|
´ 1

2 𝑜p1q

fi

ffi

fl

. p43q

Доказательство. В случае существования конечного или равного ˘8 пре-
дела (36), как было уже ранее установлено, он может быть равен только нулю.
С использованием второго из условий (12) нетрудно также показать, что предел
(35) также равен нулю. Таким образом имеем

lim
𝑡Ò𝜔

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

𝑝0p𝑡q𝜙
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

¨

˝

𝑝
1
2
0 p𝑡q𝜙

1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

ˇ

ˇΦ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

ˇ

ˇ

1
2

˛

‚

1

“ 0, p44q

lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯1

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯2

d

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑦𝜙1p𝑦q

𝜙p𝑦q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0. p45q

Теперь уравнение (1) с помощью преобразования

𝑦p𝑡q “ Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq `

𝜙pΦ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq

𝜙1pΦ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq

𝑦1p𝑡q,

𝑦1p𝑡q “ 𝜈1𝑝
1
2
0 p𝑡q𝜙

1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

|Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2 r1` 𝑦2p𝑡qs

p46q

сведем c учетом условий (2.9) к системе дифференциальных уравнений

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

𝑦11 “
𝜈1𝑝

1
2
0 p𝑡q|Φ

´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2 𝜙1pΦ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq

𝜙
1
2 pΦ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq
rℎ20p𝑡q𝑦1 ` 𝑦2s ,

𝑦12 “
𝛼0𝜈1𝑝

1
2
0 p𝑡q𝜙

1
2 pΦ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq

|Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2

r𝑟p𝑡q ´ ℎ30p𝑡q ` p1` 𝑟p𝑡qq𝑦1´

´p1` ℎ30p𝑡qq𝑦2 `𝑅p𝑡,𝑦1qs ,

p47q

где функции ℎ20, ℎ30 определены в формулировке теоремы и функция 𝑅p𝑡,𝑦1q
такова, что для что для любого 𝜀 ą 0 существуют 𝛿 Ps0,1r и 𝑡1 P r𝑡0,𝜔r такие, что
выполняется неравенство (27).

Выбрав произвольным образом число 𝜀 ą 0 далее систему (47) рассмотрим
на множестве r𝑡1,𝜔rˆ𝐷1𝛿 ˆ𝐷2𝛿, где 𝐷𝑖𝛿 “ t𝑦𝑖 P R : |𝑦𝑖| ď 𝛿u p𝑖 “ 1,2q.

Применяя к системе (47) последовательно два преобразованияч

𝑦1p𝑡q “ 𝑣1p𝑡q, 𝑦2p𝑡q “ |𝐻10p𝑡q|
1
2 𝑣2p𝑡q p48q

𝑥 “

𝑡ˆ

𝑡1

𝑝
1
2
0 p𝜏q|𝜙

1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

|
1
2 𝑑𝜏, 𝑣1p𝑡q “ 𝑧1p𝑥q, 𝑣2p𝑡q “ 𝑧2p𝑥q, p49q
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получим систему дифференциальных уравнений
$

&

%

𝑧11 “ 𝑐11p𝑥q𝑧1 ` 𝑐12p𝑥q𝑧2,

𝑧12 “ 𝑓p𝑥q ` 𝑐21p𝑥q𝑧1 ` 𝑐22p𝑥q𝑧2 ` 𝑍p𝑥,𝑧1q,
p50q

в которой

𝑓p𝑥p𝑡qq “ 𝛼0𝜈1r𝑟p𝑡q ´ ℎ30p𝑡qs, 𝑍p𝑥p𝑡q,𝑧1q “ 𝛼0𝜈1𝑅p𝑡,𝑧1q,

𝑐11p𝑥p𝑡qq “ 𝜈1𝜇0|𝐻10p𝑡q|
1
2ℎ20p𝑡q, 𝑐12p𝑥p𝑡qq “ 𝜈1𝜇0,

𝑐21p𝑥p𝑡qq “ 𝛼0𝜈1r1`𝑟p𝑡qs, 𝑐22p𝑥p𝑡qq “ 𝛼0𝜈1|𝐻10p𝑡q|
´ 1

2

„

´
1

2
´ ℎ30p𝑡q `

1

2
ℎ20p𝑡q𝐻10p𝑡q



.

Кроме того, с учетом второго из условий (12) имеем

lim
𝑡Ò𝜔

𝑡ˆ

𝑡1

𝑝
1
2
0 p𝜏q|𝜙

1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

|
1
2 𝑑𝜏 ě lim

𝑡Ò𝜔

𝑡ˆ

𝑡1

|𝐻10p𝜏q|
1
2 𝑑𝜏

|𝜋𝜔p𝜏q|
ě

ě lim
𝑡Ò𝜔

𝑡ˆ

𝑡1

𝑑𝜏

|𝜋𝜔p𝜏q|
“ lim

𝑡Ò𝜔

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ln
𝜋𝜔p𝑡q

𝜋𝜔p𝑡1q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ `8.

Поэтому 𝑥p𝑡q ÝÑ `8 при 𝑡 Ò 𝜔, 𝑥1p𝑡q ą 0 при 𝑡 Ps𝑡1,𝜔r и в силу условий (15), (44),
(45), (27)

lim
𝑥Ñ`8

𝑓p𝑥q “ 0, lim
𝑥Ñ`8

𝑐11p𝑥q “ 0, lim
𝑥Ñ`8

𝑐12p𝑥q “ 𝜈1𝜇0,

lim
𝑥Ñ`8

𝑐21p𝑥q “ 𝛼0𝜈1, lim
𝑥Ñ`8

𝑐22p𝑥q “ 0,

|𝑍p𝑥,𝑧1q| ď 𝛼0𝜈1p1` 𝜀q|𝑧1|
2 при 𝑥 P r0,`8r и |𝑧1| ď 𝛿.

При этом характеристическое уравнение предельной матрицы икоэффициентов
линейной части системы (50) имеет вид (34).

Значит, система дифференциальных уравнений (50) является системой та-
кого же типа, как и система (33), полученная при доказательстве предыдущей
теоремы 2. Поэтому точно таким же образом, как при доказательстве теоремы
2, с использованием теорем из работ [3], [4] и преобразований (46), (48), (49)
убеждаемся в справедливости всех утверждений теоремы 3.

Замечание 1. Если записать явный вид функции 𝑅p𝑡,𝑦1q из доказатель-
ства теорем 2 и 3, то c использованием свойств быстроменяющихся функций
нетрудно установить, что она удовлетворяет условию Липшица по перемен-
ной 𝑦1 на множестве r𝑡1,𝜔rˆ𝐷1𝛿. Ввиду этого факта решение уравнения p1q с
асимптотиками p22q и p23q p p42q и p43q q из второго утверждения теоремы 2
p соответственно, теоремы 3 q является единственным.

Заключение. В настоящей работе при вполне ественных ограничениях на
коэффициент 𝑝 дифференциального уравнения (1) получены существенные до-
полнения к результатам работы [2] о существовании и асимптотическом поведе-
нии 𝑃𝜔p𝑌0,1q– решений этого уравнения. Установленные в данной работе теоремы
являются новыми для изучаемого здесь класса дифференциальных уравнений с
быстро меняющейся нелинейностью.
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Чернiкова А. Г.
Асимптотична поведiнка розв’язкiв диференцiальних рiвнянь другого поряд-
ку з швидко змiнною нелiнiйнiстю

Резюме

В роботi для двочленого неавтономного диференцiального рiвняння другого порядка
з швидко змiнною при 𝑦 Ñ 𝑌0 нелiнiйнiстю, де 𝑌0 дорiвнює або нулю, або ˘8, до-
слiджується питання про iснування та асимптотичну поведiнку при 𝑡 Ò 𝜔 (𝜔 ď `8)
𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-розв’язкiв у випадку, коли 𝜆0 “ 1. У цьому випадку кожний такий розв’язок
i його похiдна першого порядку є швидко змiнними функцiями при 𝑡 Ò 𝜔. Одержанi
новi результати про необхiднi та достатнi умови iснування 𝑃𝜔p𝑌0,1q-розв’язкiв у розгля-
даємого классу iстотно нелiнiйних неавтономних звичайних диференцiальних рiвнянь
другого порядку, а також про асимптотичну поведiнку при 𝑡 Ò 𝜔 таких розв’язкiв та
їх похiдних першого порядку, що суттєво доповнюють попереднi дослiдження у цьому
напрямку.
Ключовi слова: правильно змiннi функцiї, швидко змiннi функцiї, функцiї з класу
Γ, iстотно нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння, 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q– розв’язки, умови iснуван-
ня, асимптотична поведiнка .

Chernikova A. G.
Asymptotic behaviour of solutions of second-order differential equations with
rapid varying nonlinearities

Summary

In the present paper the question of existence and asymptotic, as 𝑡 Ò 𝜔 (𝜔 ď `8), behaviour

of 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-solutions of a binomial non-autonomous 2-nd order differential equation with

rapidly varying nonlinearities, as 𝑦 Ñ 𝑌0, where 𝑌0 is equal either to zero or to ˘8 in

case, when 𝜆0 “ 1, is investigated. In this case each of such solutions and its derivative

of first order are rapidly varying functions, as 𝑡 Ò 𝜔. There have been obtained new re-

sults of necessary and sufficient existence conditions of 𝑃𝜔p𝑌0,1q–solutions of the considered

class of essentially nonlinear non-autonomous second order ordinary differential equations

and asymptotic representations, as 𝑡 Ò 𝜔, of such solutions and their first order derivatives.

These results are essentially complement the research, conducted in this direction.
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Key words: regularly varying functions, rapidly varying functions, de Haan klass of func-

tions, essentially nonlinear differential equations, 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q – solutions, conditions of exis-

tence, asymptotic behaviour.
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