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В данiй роботi розглянуто загальнi крайовi задачi для гiперболiчного рiвняння iз
кусково-неперервними за просторовою змiнною коефiцiєнтами та правими частинами.
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Вступ. Точнi методи розв’язування мiшаних крайових задач математичної
фiзики, якi не використовують рiзного роду iнтегральних перетворень, прийнято
називати прямими методами. Загальна схема реалiзацiї таких методiв полягає в
наступному:

1) редукцiя, тобто зведення вихiдної задачi до розв’язування двох простiших,
взаємозв’язаних задач;

2) застосування схеми Фур’є, що включає в себе вiдокремлення змiнних, розв’я-
зування задачi на власнi значення та реалiзацiї методу власних функцiй.

Важливу роль в цих методах вiдiграє концепцiя квазiпохiдних, яка дозволяє уни-
кнути проблеми множення узагальнених функцiй [1].

Для рiвняння параболiчного типу реалiзацiя такої схеми вперше була прове-
дена у роботi [2]. Подальший розвиток цей метод отримав в роботах [3]- [6]. Для
рiвнянь гiперболiчного типу, вперше, цi iдеї були впровадженi в роботi [7].

В данiй роботi розглядається гiперболiчне рiвняння з кусково-неперервними
за просторовою змiнною коефiцiєнтами та правими частинами з найбiльш загаль-
ними локальними крайовими умовами. Окремо видiлено частинний, але важ-
ливий в прикладному аспектi випадок, кусково-сталих коефiцiєнтiв та правих
частин, коли розв’язки вихiдної задачi можуть бути отриманi в замкненiй формi.

Основнi результати
1. Основнi позначення, формулювання задачi. Нехай 0 “ 𝑥0 ă 𝑥1 ă

𝑥2 ă . . . ă 𝑥𝑖´1 ă 𝑥𝑖 ă 𝑥𝑖`1 . . . ă 𝑥𝑛´1 ă 𝑥𝑛 “ 𝑙 — довiльне розбиття вiдрiзка r0; 𝑙s
дiйсної осi 𝑂𝑥 на 𝑛 частин, 𝜃𝑖 — характеристична функцiя промiжку r𝑥𝑖;𝑥𝑖`1q,

тобто 𝜃𝑖 p𝑥q “
"

1, 𝑥 P r𝑥𝑖,𝑥𝑖`1q ,
0, 𝑥 R r𝑥𝑖,𝑥𝑖`1q ,

𝑖 “ 0,𝑛´ 1.

Нехай 𝑚𝑖p𝑥q, 𝑎𝑖p𝑥q, 𝑓𝑖p𝑥q, 𝑖 “ 0,𝑛´ 1, — додатньо визначенi функцiї на кож-

ному з промiжкiв r𝑥𝑖;𝑥𝑖`1q. Покладемо:𝑚p𝑥q “
𝑛´1
ř

𝑖“0

𝑚𝑖p𝑥q ¨ 𝜃𝑖, 𝑎p𝑥q “
𝑛´1
ř

𝑖“0

𝑎𝑖p𝑥q ¨ 𝜃𝑖,

𝑓p𝑥q “
𝑛´1
ř

𝑖“0

𝑓𝑖p𝑥q ¨ 𝜃𝑖.
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Позначимо 𝑢r1s “ 𝑎p𝑥q𝑢𝑥
1 (квазiпохiдна).

Розглянемо загальну крайову задачу для гiперболiчного рiвняння

𝑚p𝑥q
B2𝑢

B𝑡2
“
B

B𝑥

ˆ

𝑎p𝑥q
B𝑢

B𝑥

˙

` 𝑓p𝑥q, 𝑥 P p𝑥0;𝑥𝑛q, 𝑡 P p0;`8q, p1q

iз загальними крайовими умовами
"

𝑝11𝑢p𝑥0,𝑡q ` 𝑝12𝑢
r1sp𝑥0,𝑡q ` 𝑞11𝑢p𝑥𝑛,𝑡q ` 𝑞12𝑢

r1sp𝑥𝑛,𝑡q “ 𝜓0p𝑡q,

𝑝21𝑢p𝑥0,𝑡q ` 𝑝22𝑢
r1sp𝑥0,𝑡q ` 𝑞21𝑢p𝑥𝑛,𝑡q ` 𝑞22𝑢

r1sp𝑥𝑛,𝑡q “ 𝜓𝑙p𝑡q,
𝑡 P r0;`8q, p2q

якi вважаються лiнiйно незалежними,
та початковими умовами

"

𝑢p𝑥,0q “ 𝜙0p𝑥q,
B𝑢
B𝑡 p𝑥,0q “ 𝜙1p𝑥q,

𝑥 P r𝑥0;𝑥𝑛s, p3q

де 𝜓0p𝑡q, 𝜓𝑙p𝑡q P 𝐶2p0;`8q, 𝜙0p𝑥q, 𝜙1p𝑥q — абсолютно-неперервнi функцiї на
r𝑥0;𝑥𝑛s.

Надалi розглядатимемо частинний, але такий, що має важливе практичне
застосування, випадок локальних крайових умов, коли 𝑝21 “ 𝑝22 “ 𝑞11 “ 𝑞12 “ 0

"

𝑝11𝑢p𝑥0,𝑡q ` 𝑝12𝑢
r1sp𝑥0,𝑡q “ 𝜓0p𝑡q,

𝑞21𝑢p𝑥𝑛,𝑡q ` 𝑞22𝑢
r1sp𝑥𝑛,𝑡q “ 𝜓𝑙p𝑡q,

𝑡 P r0;`8q.

Метод редукцiї вiдшукання розв’язку задачi детально описаний, наприклад,
в [8, 9]. Згiдно з цим методом розв’язок задачi (1)-(3) шукаємо у виглядi суми
двох функцiй

𝑢p𝑥,𝑡q “ 𝑤p𝑥,𝑡q ` 𝑣p𝑥,𝑡q, p4q

одну з яких, наприклад 𝑤p𝑥,𝑡q, конструюємо спецiальним способом, а iншу —
𝑣p𝑥,𝑡q визначаємо однозначно.

2. Побудова функцiї 𝑤p𝑥,𝑡q. Визначимо функцiю 𝑤p𝑥,𝑡q як розв’язок кра-
йової задачi

p𝑎p𝑥q𝑤𝑥
1q𝑥
1
“ ´𝑓p𝑥q, p5q

"

𝑝11𝑤p𝑥0q ` 𝑝12𝑤
r1sp𝑥0q “ 𝜓0p𝑡q,

𝑞21𝑤p𝑥𝑛q ` 𝑞22𝑤
r1sp𝑥𝑛q “ 𝜓𝑙p𝑡q,

𝑡 P r0;`8q. p6q

Зауважимо, що змiнна 𝑡 тут вважається параметром.
В основi методу розв’язування задачi (5), (6) лежить концепцiя квазiпохiдних

[10].

Введемо вектори 𝑊 “

ˆ

𝑤

𝑤r1s

˙

, де 𝑤r1s “ 𝑎p𝑥q𝑤𝑥
1, 𝐹 “

ˆ

0
´𝑓p𝑥q

˙

.

За таких позначень квазiдиференцiальне рiвняння (5) зводиться до еквiва-
лентної системи диференцiальних рiвнянь першого порядку

𝑊 𝑥
1
“ 𝐴p𝑥q ¨𝑊 ` 𝐹 , p7q

де 𝐴p𝑥q “
ˆ

0 1
𝑎p𝑥q

0 0

˙

.
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Пiд розв’язком системи (7) розумiємо вектор-функцiю 𝑊 p𝑥,𝑡q, що за змiнною
𝑥 є абсолютно-неперервна та справджує систему (7) майже всюди (див. [10]).

Крайовi умови (6) теж запишемо у векторнiй формi

𝑃 ¨𝑊 p𝑥0,𝑡q `𝑄 ¨𝑊 p𝑥𝑛,𝑡q “ Γ p𝑡q , p8q

де 𝑃 “
ˆ

𝑝11 𝑝12
0 0

˙

, 𝑄 “
ˆ

0 0
𝑞21 𝑞22

˙

, причому 𝑟𝑎𝑛𝑔p𝑃 |𝑄q “ 2, Γ p𝑡q “
ˆ

𝜓0p𝑡q
𝜓𝑙p𝑡q

˙

.

Нехай 𝑤𝑖p𝑥,𝑡q та 𝑤r1s𝑖 p𝑥,𝑡q визначенi на промiжку r𝑥𝑖;𝑥𝑖`1q. Покладемо

𝑤p𝑥,𝑡q “
𝑛´1
ÿ

𝑖“0

𝑤𝑖p𝑥,𝑡q𝜃𝑖. p9q

На промiжку r𝑥𝑖;𝑥𝑖`1q система (7) набуває вигляду

ˆ

𝑤𝑖

𝑤
r1s
𝑖

˙1

𝑥

“

ˆ

0 1
𝑎𝑖p𝑥q

0 0

˙ˆ

𝑤𝑖

𝑤
r1s
𝑖

˙

`

ˆ

0
´𝑓𝑖p𝑥q

˙

. p10q

Розглянемо однорiдну систему, що вiдповiдає системi (10)

ˆ

𝑤𝑖

𝑤
r1s
𝑖

˙1

“

ˆ

0 1
𝑎𝑖p𝑥q

0 0

˙ˆ

𝑤𝑖

𝑤
r1s
𝑖

˙

.

Матриця Кошi 𝐵𝑖p𝑥,𝑠q такої системи має вигляд

𝐵𝑖p𝑥,𝑠q “

ˆ

1 𝑏𝑖p𝑥,𝑠q
0 1

˙

, де 𝑏𝑖p𝑥,𝑠q “
𝑥ˆ

𝑠

1

𝑎𝑖p𝑧q
𝑑𝑧 pдив. [11]q. p11q

Для довiльного 𝑘 ě 𝑖 позначимо

𝐵p𝑥𝑘,𝑥𝑖q
𝑑𝑒𝑓
“ 𝐵𝑘´1p𝑥𝑘,𝑥𝑘´1q ¨𝐵𝑘´2p𝑥𝑘´1,𝑥𝑘´2q ¨ . . . ¨𝐵𝑖p𝑥𝑖`1,𝑥𝑖q. p12q

Структура (11) матриць 𝐵𝑖 p𝑥,𝑠q дає можливiсть встановити структуру мат-
рицi (12)

𝐵p𝑥𝑘,𝑥𝑖q “

¨

˝

1
𝑘´1
ř

𝑚“𝑖

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚q

0 1

˛

‚,

причому 𝐵p𝑥𝑘,𝑥𝑘q
𝑑𝑒𝑓
“ 𝐸, де 𝐸 — одинична матриця.

Розв’язок системи (10) на промiжку r𝑥𝑖;𝑥𝑖`1q має вигляд

𝑊 𝑖p𝑥,𝑡q “ 𝐵𝑖p𝑥,𝑥𝑖q ¨ 𝑃 𝑖 `

𝑥ˆ

𝑥𝑖

𝐵𝑖p𝑥,𝑠q ¨ 𝐹 𝑖p𝑠q 𝑑𝑠, p13q

де 𝑃 𝑖 — поки що невiдомий вектор.
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Аналогiчно, на промiжку r𝑥𝑖´1;𝑥𝑖q

𝑊 𝑖´1p𝑥,𝑡q “ 𝐵𝑖´1p𝑥,𝑥𝑖´1q ¨ 𝑃 𝑖´1 `

𝑥ˆ

𝑥𝑖´1

𝐵𝑖´1p𝑥,𝑠q ¨ 𝐹 𝑖´1p𝑠q 𝑑𝑠. p14q

В точцi 𝑥 “ 𝑥𝑖 повинна виконуватись умова спряження, а саме 𝑊 𝑖p𝑥𝑖,𝑡q “
𝑊 𝑖´1p𝑥𝑖,𝑡q (див. [12]), в результатi чого одержимо рекурентне спiввiдношення

𝑃 𝑖 “ 𝐵𝑖´1p𝑥𝑖,𝑥𝑖´1q ¨ 𝑃 𝑖´1 `

𝑥𝑖ˆ

𝑥𝑖´1

𝐵𝑖´1p𝑥𝑖,𝑠q ¨ 𝐹 𝑖´1p𝑠q 𝑑𝑠. p15q

Методом математичної iндукцiї, з (15) одержуємо

𝑃 𝑖 “ 𝐵p𝑥𝑖,𝑥0q ¨ 𝑃 0 `

𝑖
ÿ

𝑘“0

𝐵p𝑥𝑖,𝑥𝑘q𝑍𝑘, p16q

де 𝑍𝑘 “
𝑥𝑘´

𝑥𝑘´1

𝐵𝑘´1p𝑥𝑘,𝑠q ¨ 𝐹 𝑘´1p𝑠q 𝑑𝑠, 𝑘 “ 1,𝑛´ 1, причому 𝑍0
𝑑𝑒𝑓
“ 0, 𝑃 0 — початко-

вий (невiдомий) вектор. Для знаходження 𝑃 0 використовуємо крайовi умови (8),
в яких покладемо 𝑊 p𝑥0,𝑡q

𝑑𝑒𝑓
“ 𝑃 0,

𝑊 p𝑥𝑛,𝑡q
𝑑𝑒𝑓
“ 𝑊𝑛´1p𝑥𝑛,𝑡q “ 𝐵𝑛´1p𝑥𝑛,𝑥𝑛´1q𝑃𝑛´1 `

𝑥𝑛ˆ

𝑥𝑛´1

𝐵𝑛´1p𝑥𝑛,𝑠q ¨ 𝐹𝑛´1p𝑠q 𝑑𝑠 “

“ 𝐵p𝑥𝑛,𝑥0q𝑃 0 `

𝑛
ÿ

𝑘“1

𝐵p𝑥𝑛,𝑥𝑘q𝑍𝑘.

Тодi r𝑃 `𝑄𝐵p𝑥𝑛,𝑥0qs𝑃 0 `𝑄
𝑛
ř

𝑘“1

𝐵p𝑥𝑛,𝑥𝑘q𝑍𝑘 “ Γ, звiдки одержуємо

𝑃 0 “ r𝑃 `𝑄 ¨𝐵p𝑥𝑛,𝑥0qs
´1
¨

˜

Γ´𝑄
𝑛
ÿ

𝑘“1

𝐵p𝑥𝑛,𝑥𝑘q𝑍𝑘

¸

. p17q

Обчислимо

r𝑃 `𝑄 ¨𝐵p𝑥𝑛,𝑥0qs
´1
“

“

»

–

ˆ

𝑝11 𝑝12
0 0

˙

`

ˆ

0 0
𝑞21 𝑞22

˙

¨

¨

˝

1
𝑛´1
ř

𝑚“0
𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚q

0 1

˛

‚

fi

fl

´1

“

“
1

Δ

ˆ

𝑞21𝜎𝑛 ` 𝑞22 ´𝑝12
´𝑞21 𝑝11

˙

,

де 𝜎𝑛 “
𝑛´1
ř

𝑚“0
𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚q, 𝜎0

𝑑𝑒𝑓
“ 0, Δ “ 𝑝11p𝑞21𝜎𝑛 ` 𝑞22q ´ 𝑞21𝑝12 ‰ 0;
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Γ´𝑄
𝑛
ÿ

𝑘“1

𝐵p𝑥𝑛,𝑥𝑘q𝑍𝑘 “

“

ˆ

𝜓0p𝑡q
𝜓𝑙p𝑡q

˙

´

ˆ

0 0
𝑞21 𝑞22

˙ 𝑛
ÿ

𝑘“1

𝐵p𝑥𝑛,𝑥𝑘q

𝑥𝑘ˆ

𝑥𝑘´1

𝐵𝑘´1p𝑥𝑘,𝑠q ¨ 𝐹 𝑘´1p𝑠q 𝑑𝑠. p18q

Запишемо праву частину (18) в матричному виглядi
𝑥𝑘´

𝑥𝑘´1

𝐵𝑘´1p𝑥𝑘,𝑠q ¨ 𝐹 𝑘´1p𝑠q 𝑑𝑠 “
𝑥𝑘´

𝑥𝑘´1

ˆ

1 𝑏𝑘´1p𝑥𝑘,𝑠q
0 1

˙

¨

ˆ

0
´𝑓𝑘´1p𝑠q

˙

𝑑𝑠 “

“

¨

˚

˚

˝

´
𝑥𝑘´

𝑥𝑘´1

𝑏𝑘´1p𝑥𝑘,𝑠q ¨ 𝑓𝑘´1p𝑠q 𝑑𝑠

´
𝑥𝑘´

𝑥𝑘´1

𝑓𝑘´1p𝑠q 𝑑𝑠

˛

‹

‹

‚

𝑑𝑒𝑓
“

ˆ

𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

˙

“ 𝑍𝑘;

𝑛
ř

𝑘“1

𝐵p𝑥𝑛,𝑥𝑘q

ˆ

𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

˙

“

¨

˚

˚

˝

𝑛
ř

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q ¨

𝑛´1
ř

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq

𝑛
ř

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

˛

‹

‹

‚

.

Таким чином, отримуємо

Γ´𝑄
𝑛
ÿ

𝑘“1

𝐵p𝑥𝑛,𝑥𝑘q𝑍𝑘 “

“

ˆ

𝜓0p𝑡q
𝜓𝑙p𝑡q

˙

´

ˆ

0 0
𝑞21 𝑞22

˙

¨

˚

˚

˝

𝑛
ř

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q ¨

𝑛´1
ř

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq

𝑛
ř

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

˛

‹

‹

‚

“

“

¨

˝

𝜓0p𝑡q

𝜓𝑙p𝑡q´𝑞21
𝑛
ř

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q ¨

𝑛´1
ř

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq´𝑞22
𝑛
ř

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

˛

‚. p19q

Пiдставимо (19) в (17)

𝑃 0 “
1

Δ

ˆ

𝑞21𝜎𝑛 ` 𝑞22 ´𝑝12
´𝑞21 𝑝11

˙

ˆ

ˆ

¨

˝

𝜓0p𝑡q

𝜓𝑙p𝑡q´𝑞21
𝑛
ř

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q ¨

𝑛´1
ř

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq´𝑞22
𝑛
ř

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

˛

‚. p20q

Зокрема, перша координата вектора 𝑃 0 дорiвнює

1

Δ

˜

p𝑞21𝜎𝑛 ` 𝑞22q𝜓0p𝑡q ´ 𝑝12

˜

𝜓𝑙p𝑡q ´ 𝑞21

𝑛
ÿ

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q`

`𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q ¨

𝑛´1
ÿ

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq ´ 𝑞22

𝑛
ÿ

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

¸¸

,
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а друга координата вектора 𝑃 0 —

1

Δ

˜

´𝑞21𝜓0p𝑡q ` 𝑝11

˜

𝜓𝑙p𝑡q ´ 𝑞21

𝑛
ÿ

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q ¨

𝑛´1
ÿ

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq´

´𝑞22

𝑛
ÿ

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

¸¸

.

На основi формул (13), (16), (20), пiсля перетворень, отримаємо зображення
вектор-функцiї 𝑊 𝑖p𝑥,𝑡q на промiжку r𝑥𝑖;𝑥𝑖`1q

𝑊 𝑖p𝑥,𝑡q “ 𝐵𝑖p𝑥,𝑥𝑖q ¨

˜

𝐵p𝑥𝑖,𝑥0q ¨ 𝑃 0 `

𝑖
ÿ

𝑘“1

𝐵p𝑥𝑖,𝑥𝑘q𝑍𝑘

¸

`

𝑥ˆ

𝑥𝑖

𝐵𝑖p𝑥,𝑠q ¨ 𝐹 𝑖p𝑠q 𝑑𝑠 “

“

ˆ

1 𝑏𝑖p𝑥,𝑥𝑖q ` 𝜎𝑖
0 1

˙

¨ 𝑃 0`

`

ˆ

1 𝑏𝑖p𝑥,𝑥𝑖q
0 1

˙

¨

¨

˚

˚

˝

𝑖
ř

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

𝑖´1
ř

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq

𝑖
ř

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

˛

‹

‹

‚

`

`

¨

˚

˚

˝

´
𝑥́

𝑥𝑖

𝑏𝑖p𝑥,𝑠q ¨ 𝑓𝑖p𝑠q 𝑑𝑠

´
𝑥́

𝑥𝑖

𝑓𝑖p𝑠q 𝑑𝑠

˛

‹

‹

‚

“

ˆ

1 𝑏𝑖p𝑥,𝑥𝑖q ` 𝜎𝑖
0 1

˙

¨ 𝑃 0`

`

¨

˚

˚

˝

𝑖
ř

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q`𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

𝑖´1
ř

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq`𝑏𝑖p𝑥,𝑥𝑖q
𝑖
ř

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q`𝐼𝑖p𝑥q

𝑖
ř

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼

r1s
𝑖 p𝑥q

˛

‹

‹

‚

. p21q

Перша координата вектора 𝑊 𝑖p𝑥,𝑡q в (21) i є шуканою функцiєю 𝑤𝑖p𝑥,𝑡q. От-
же,

𝑤𝑖p𝑥,𝑡q “
1

Δ
pp𝑞21𝜎𝑛 ` 𝑞22q𝜓0p𝑡q´

´𝑝12

˜

𝜓𝑙p𝑡q ´ 𝑞21

𝑛
ÿ

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q ¨

𝑛´1
ÿ

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq´

´𝑞22

𝑛
ÿ

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

¸

` p𝑏𝑖p𝑥,𝑥𝑖q ` 𝜎𝑖qˆ

ˆ

˜

´𝑞21𝜓0p𝑡q ` 𝑝11

˜

𝜓𝑙p𝑡q ´ 𝑞21

𝑛
ÿ

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q ¨

𝑛´1
ÿ

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq´

´𝑞22

𝑛
ÿ

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

¸¸

q `

𝑖
ÿ

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

𝑖´1
ÿ

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq`
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`𝑏𝑖p𝑥,𝑥𝑖q
𝑖
ÿ

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼𝑖p𝑥q. p22q

Пiдставляючи вираз (22) у (9), можемо записати розв’язок на всьому промiж-
ку r𝑥0;𝑥𝑛s.

3. Побудова функцiї 𝑣p𝑥,𝑡q. Запишемо мiшану задачу для функцiї 𝑣p𝑥,𝑡q.
Пiдставляючи (4) в (1) та враховуючи, що функцiя 𝑤p𝑥,𝑡q задовольняє (5), одер-
жуємо неоднорiдне рiвняння

𝑚p𝑥q
B2𝑣

B𝑡2
´
B

B𝑥

ˆ

𝑎p𝑥q
B𝑣

B𝑥

˙

“ ´𝑚p𝑥q
B2𝑤

B𝑡2
, 𝑥 P p𝑥0;𝑥𝑛q, 𝑡 P p0;`8q. p23q

Пiдставимо (4) в початковi умови (3). Одержимо для функцiї 𝑣p𝑥,𝑡q початковi
умови

"

𝑣p𝑥,0q “ Φ0p𝑥q,
B𝑣
B𝑡 p𝑥,0q “ Φ1p𝑥q,

𝑥 P r𝑥0;𝑥𝑛s, p24q

де Φ0p𝑥q
𝑑𝑒𝑓
“ 𝜙0p𝑥q ´ 𝑤p𝑥,0q, Φ1p𝑥q

𝑑𝑒𝑓
“ 𝜙1p𝑥q ´

B𝑤
B𝑡 p𝑥,0q.

Оскiльки функцiя 𝑤p𝑥,𝑡q справджує крайовi умови (6), то iз (4) випливають
крайовi умови для функцiї 𝑣p𝑥,𝑡q

"

𝑝11𝑣p𝑥0q ` 𝑝12𝑣
r1sp𝑥0q “ 0,

𝑞21𝑣p𝑥𝑛q ` 𝑞22𝑣
r1sp𝑥𝑛q “ 0,

𝑡 P r0;`8q. p25q

Отже, за умови, що розв’язок 𝑤p𝑥,𝑡q задачi (5), (6) є вiдомим, функцiя 𝑣p𝑥,𝑡q
є розв’язком мiшаної задачi (23) - (25).

4. Метод Фур’є та задача на власнi значення. Для рiвняння (23) розгля-
немо вiдповiдне однорiдне рiвняння

𝑚p𝑥q
B2𝑣

B𝑡2
“
B

B𝑥

ˆ

𝑎p𝑥q
B𝑣

B𝑥

˙

. p26q

Знайдемо його нетривiальнi розв’язки у виглядi

𝑣p𝑥,𝑡q “ sinp𝜔𝑡` 𝜀q ¨𝑋p𝑥q, p27q

де 𝜔 — параметр, 𝜀 — константа, 𝑋p𝑥q — поки що невiдома функцiя [8], що справ-
джує крайовi умови (25).

Пiдставимо (27) в рiвняння (26). Одержимо квазiдиференцiальне рiвняння
`

𝑎p𝑥q𝑋 1p𝑥q
˘1
` 𝜔2𝑚p𝑥q𝑋p𝑥q “ 0. p28q

Пiдставивши (27) в умови (25), одержимо крайовi умови
"

𝑝11𝑋p𝑥0q ` 𝑝12𝑋
r1sp𝑥0q “ 0,

𝑞21𝑋p𝑥𝑛q ` 𝑞22𝑋
r1sp𝑥𝑛q “ 0.

p29q

Як i вище, пiд розв’язком рiвняння (28) розумiємо абсолютно-неперервну на
r𝑥0;𝑥𝑛s функцiю 𝑋p𝑥q, що справджує його майже всюди.
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Ввiвши квазiпохiдну 𝑋r1s
𝑑𝑒𝑓
“ 𝑎𝑋 1, вектор 𝑋 “

ˆ

𝑋

𝑋r1s

˙

та матрицю 𝐴p𝑥q “
ˆ

0 1
𝑎p𝑥q

´𝑚p𝑥q 𝜔2 0

˙

, запишемо задачу (28), (29) в матричному виглядi

𝑋
1
“ 𝐴p𝑥q ¨𝑋, p30q

𝑃𝑋p𝑥0q `𝑄𝑋p𝑥𝑛q “ 0. p31q

Вiдповiдну систему на промiжку r𝑥𝑖,𝑥𝑖`1q запишемо у виглядi

𝑋
1

𝑖 “ 𝐴𝑖p𝑥q ¨𝑋𝑖, 𝑖 “ 0,𝑛´ 1, p32q

де 𝐴𝑖p𝑥q “

ˆ

0 1
𝑎𝑖p𝑥q

´𝜔2𝑚𝑖p𝑥q 0

˙

.

Матрицю Кошi системи (32) позначимо r𝐵𝑖p𝑥,𝑠,𝜔q i аналогiчно, як i в формулi

(12), позначимо r𝐵p𝑥𝑖,𝑥0,𝜔q
𝑑𝑒𝑓
“

𝑖
ś

𝑗“0

r𝐵𝑖´𝑗p𝑥𝑖´𝑗`1,𝑥𝑖´𝑗 ,𝜔q.

Позначимо також

r𝐵p𝑥,𝑥0,𝜔q
𝑑𝑒𝑓
“

𝑛´1
ÿ

𝑖“0

r𝐵𝑖p𝑥,𝑥𝑖,𝜔q ¨ r𝐵p𝑥𝑖,𝑥0,𝜔q ¨ 𝜃𝑖, p33q

(аналог матрицi Кошi на всьому промiжку r𝑥0;𝑥𝑛s);

r𝐵p𝑥𝑛,𝑥0,𝜔q
𝑑𝑒𝑓
“

ˆ

𝑏11p𝜔q 𝑏12p𝜔q
𝑏21p𝜔q 𝑏22p𝜔q

˙

. p34q

Нетривiальний розв’язок 𝑋p𝑥,𝜔q системи (30) шукаємо у виглядi

𝑋p𝑥,𝜔q “ r𝐵p𝑥,𝑥0,𝜔q ¨ 𝐶, p35q

де 𝐶 “
ˆ

𝐶1

𝐶2

˙

— деякий ненульовий вектор.

Вектор - функцiя 𝑋p𝑥,𝜔q має задовольняти крайовi умови (31), тобто

𝑃 ¨𝑋p𝑥0,𝜔q `𝑄 ¨𝑋p𝑥𝑛,𝜔q “ 0,

´

𝑃 ¨ r𝐵p𝑥0,𝑥0,𝜔q `𝑄 ¨ r𝐵p𝑥𝑛,𝑥0,𝜔q
¯

¨ 𝐶 “ 0,

врахувавши, що r𝐵p𝑥0,𝑥0,𝜔q “ 𝐸, прийдемо до рiвностi
´

𝑃 `𝑄 ¨ r𝐵p𝑥𝑛,𝑥0,𝜔q
¯

¨ 𝐶 “ 0. p36q

Для iснування ненульового вектора 𝐶 в (36) необхiдно i досить виконання
умови

det
´

𝑃 `𝑄 ¨ r𝐵p𝑥𝑛,𝑥0,𝜔q
¯

“ 0. p37q
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Конкретизуємо вигляд лiвої частини характеристичного рiвняння (37), вра-
хувавши вигляд матриць 𝑃 , 𝑄 та (34)

det
´

𝑃 `𝑄 ¨ r𝐵p𝑥𝑛,𝑥0,𝜔q
¯

“ det

ˆˆ

𝑝11 𝑝12
0 0

˙

`

ˆ

0 0
𝑞21 𝑞22

˙

¨

ˆ

𝑏11p𝜔q 𝑏12p𝜔q
𝑏21p𝜔q 𝑏22p𝜔q

˙˙

“

“ det

ˆ

𝑝11 𝑝12
𝑞21𝑏11p𝜔q ` 𝑞22𝑏21p𝜔q 𝑞21𝑏12p𝜔q ` 𝑞22𝑏22p𝜔q

˙

“

“ 𝑝11 ¨ p𝑞21𝑏12p𝜔q ` 𝑞22𝑏22p𝜔qq ´ 𝑝12 ¨ p𝑞21𝑏11p𝜔q ` 𝑞22𝑏21p𝜔qq.

Сформулюємо наступне твердження.

Зауваження 1. Характеристичне рiвняння задачi на власнi значення (28),
(29) має вигляд

𝑝11 ¨ p𝑞21𝑏12p𝜔q ` 𝑞22𝑏22p𝜔qq ´ 𝑝12 ¨ p𝑞21𝑏11p𝜔q ` 𝑞22𝑏21p𝜔qq “ 0. p38q

Як вiдомо [13], коренi характеристичного рiвняння (38), якi є власними зна-
ченнями задачi (28), (29), є дiйсними та рiзними.

Для знаходження ненульового вектора 𝐶 пiдставимо в рiвнiсть (36) 𝜔𝑘 замiсть
𝜔. Тодi прийдемо до векторної рiвностi

ˆ

𝑝11 𝑝12
𝑞21𝑏11p𝜔𝑘q ` 𝑞22𝑏21p𝜔𝑘q 𝑞21𝑏12p𝜔𝑘q ` 𝑞22𝑏22p𝜔𝑘q

˙

¨

ˆ

𝐶1

𝐶2

˙

“

ˆ

0
0

˙

,

яка еквiвалентна системi рiвнянь
"

𝑝11𝐶1 ` 𝑝12𝐶2 “ 0,
p𝑞21𝑏11p𝜔𝑘q ` 𝑞22𝑏21p𝜔𝑘qq ¨ 𝐶1 ` p𝑞21𝑏12p𝜔𝑘q ` 𝑞22𝑏22p𝜔𝑘qq ¨ 𝐶2 “ 0.

p39q

Оскiльки виконується (38), то система (39) зводиться до рiвняння 𝑝11𝐶1 `

𝑝12𝐶2 “ 0, з якого знаходимо координати вектора 𝐶 при певних припущеннях на
коефiцiєнти матрицi 𝑃 :

1. 𝑝11 ‰ 0, 𝑝12 ‰ 0, поклавши 𝐶2 “ 1, маємо 𝐶1 “ ´
𝑝12

𝑝11
, тобто 𝐶 “

ˆ

´
𝑝12

𝑝11

1

˙

;

2. 𝑝11 ‰ 0, 𝑝12 “ 0, тодi 𝐶1 “ 0, а 𝐶2 P Rzt0u, наприклад, 𝐶2 “ 1, тобто 𝐶 “
ˆ

0
1

˙

;

3. 𝑝11 “ 0, 𝑝12 ‰ 0, тодi 𝐶2 “ 0, а 𝐶1 P Rzt0u, наприклад, 𝐶1 “ 1, 𝐶 “
ˆ

1
0

˙

.

Нехай 𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q - нетривiальний власний вектор, що вiдповiдає власному зна-
ченню 𝜔𝑘. Справедливим є твердження.

Зауваження 2. Власнi вектори системи диференцiальних рiвнянь (30) з
крайовими умовами (31) мають структуру

𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q “ r𝐵p𝑥,𝑥0,𝜔𝑘q ¨ 𝐶, 𝑘 P N.

Наслiдок. Власнi функцiї 𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q, як першi координати власних векторiв
𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q, можна записати у виглядi

𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q “
`

1 0
˘

¨ r𝐵p𝑥,𝑥0,𝜔𝑘q ¨ 𝐶, 𝑘 “ 1,2,3, . . . . p40q
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Зокрема, оскiльки 𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q має вигляд 𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q “
𝑛´1
ř

𝑖“0

𝑋𝑘 𝑖p𝑥,𝜔𝑘q ¨ 𝜃𝑖, то з

(33) та (40) випливає, що

𝑋𝑘 𝑖p𝑥,𝜔𝑘q “
`

1 0
˘

¨ r𝐵𝑖p𝑥,𝑥𝑖,𝜔𝑘q ¨ r𝐵p𝑥𝑖,𝑥0,𝜔𝑘q ¨ 𝐶, 𝑖 “ 0,𝑛´ 1. p41q

5. Побудова розв’язку 𝑣p𝑥,𝑡q мiшаної задачi (23) - (25). Розвинення
деякої функцiї 𝐹 p𝑥q в ряд Фур’є за власними функцiями 𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q має вигляд

𝐹 p𝑥q “
8
ÿ

𝑘“1

𝐹𝑘 ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q, p42q

де коефiцiєнти Фур’є 𝐹𝑘 обчислюють за формулами

𝐹𝑘 “
1

}𝑋𝑘}
2 ¨

𝑥𝑛ˆ

𝑥0

𝐹 p𝑥q ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q ¨𝑚p𝑥q 𝑑𝑥. p43q

Зауважимо, що }𝑋𝑘}
2 — квадрат норми власної функцiї 𝑋𝑘

}𝑋𝑘}
2
“

𝑥𝑛ˆ

𝑥0

𝑋2
𝑘p𝑥,𝜔𝑘q ¨𝑚p𝑥q 𝑑𝑥. p44q

Уточнимо, якi ж умови задовольняє функцiя 𝐹 p𝑥q, щоб її можна було розви-
нути в ряд Фур’є. Вважатимемо, що 𝐹 p𝑥q — абсолютно неперервна функцiя, яка
має рiзнi аналiтичнi вирази на кожному з промiжкiв r𝑥𝑖;𝑥𝑖`1q, тобто допускає

зображення 𝐹 p𝑥q “
𝑛´1
ř

𝑖“0

𝐹𝑖p𝑥q ¨ 𝜃𝑖 на промiжку r𝑥0;𝑥𝑛s.

Покладемо

𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q “

𝑛´1
ÿ

𝑖“0

𝑋𝑘 𝑖p𝑥,𝜔𝑘q ¨ 𝜃𝑖. p45q

Тодi для коефiцiєнтiв Фур’є 𝐹𝑘 з розвинення (42) та для квадратiв норми
функцiй 𝑋𝑘p𝑥q з формул (43) i (44) отримаємо:

𝐹𝑘 “
1

}𝑋𝑘}
2 ¨

𝑛´1
ÿ

𝑖“0

𝑥𝑖`1ˆ

𝑥𝑖

𝐹𝑖p𝑥q ¨𝑋𝑘 𝑖p𝑥,𝜔𝑘q ¨𝑚𝑖p𝑥q 𝑑𝑥,

}𝑋𝑘}
2
“

𝑛´1
ÿ

𝑖“0

𝑥𝑖`1ˆ

𝑥𝑖

𝑋2
𝑘 𝑖p𝑥,𝜔𝑘q ¨𝑚𝑖p𝑥q 𝑑𝑥.

Для розв’язання задачi (23) - (25) застосуємо метод власних функцiй [9], який
полягає в тому, що розв’язок задачi (23) - (25) шукаємо у виглядi

𝑣p𝑥,𝑡q “
8
ÿ

𝑘“1

𝑇𝑘p𝑡q ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q, p46q
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де 𝑇𝑘p𝑡q — поки що невiдомi функцiї.
Оскiльки B

2𝑤
B𝑡2 входить в праву частину рiвняння (23), то розвинемо її в ряд

Фур’є за власними функцiями 𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q крайової задачi (28), (29)

B2𝑤

B𝑡2
“

8
ÿ

𝑘“1

𝑤𝑘p𝑡q ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q. p47q

Пiдставляючи вираз (46) у (23) та враховуючи (47), отримаємо рiвнiсть

𝑚p𝑥q
8
ÿ

𝑘“1

𝑇𝑘
2
p𝑡q𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q “

8
ÿ

𝑘“1

𝑇𝑘p𝑡q
`

𝑎p𝑥q𝑋𝑘
1
p𝑥,𝜔𝑘q

˘1
´𝑚p𝑥q

8
ÿ

𝑘“1

𝑤𝑘p𝑡q𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q.

Враховуючи, що власнi функцiї 𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q задовольняють рiвняння (28), при-
ходимо до рiвностi

𝑚p𝑥q
8
ÿ

𝑘“1

𝑇𝑘
2
p𝑡q𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q “´𝑚p𝑥q

8
ÿ

𝑘“1

𝜔2
𝑘𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q𝑇𝑘p𝑡q ´𝑚p𝑥q

8
ÿ

𝑘“1

𝑤𝑘p𝑡q𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q,

8
ÿ

𝑘“1

“

𝑇𝑘
2
p𝑡q ` 𝜔2

𝑘 ¨ 𝑇𝑘p𝑡q ` 𝑤𝑘p𝑡q
‰

¨𝑚p𝑥q ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q “ 0. p48q

Помножимо лiву i праву частини (48) на 𝑋𝑗p𝑥,𝜔𝑗q та проiнтегруємо за змiн-
ною 𝑥 на промiжку r𝑥0;𝑥𝑛q. Врахувавши ортогональнiсть власних функцiй, при-
ходимо до сукупностi диференцiальних рiвнянь

𝑇𝑘
2
p𝑡q ` 𝜔2

𝑘 ¨ 𝑇𝑘p𝑡q “ ´𝑤𝑘p𝑡q, 𝑘 “ 1,2,3, . . . . p49q

Загальний розв’язок кожного з диференцiальних рiвнянь (49) має вигляд

𝑇𝑘p𝑡q “ 𝑎𝑘 cos𝜔𝑘𝑡` 𝑑𝑘 sin𝜔𝑘𝑡´
1

𝜔𝑘

𝑡ˆ

0

sin𝜔𝑘p𝑡´ 𝑠q ¨ 𝑤𝑘p𝑠q 𝑑𝑠, p50q

де 𝑎𝑘, 𝑑𝑘 — невiдомi сталi [14].

Позначимо 𝐼p𝑡q “ 1
𝜔𝑘

𝑡́

0

sin𝜔𝑘p𝑡´ 𝑠q ¨ 𝑤𝑘p𝑠q 𝑑𝑠. Зауважимо, що 𝐼p0q “ 0,

𝐼 1𝑡p0q “ 0 [12].
Для визначення сталих 𝑎𝑘, 𝑑𝑘 розвинемо в ряди Фур’є за власними функцiями

𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q правi частини початкових умов (24)

Φ0p𝑥q “
8
ÿ

𝑘“1

Φ0𝑘 ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q, p51q

Φ1p𝑥q “
8
ÿ

𝑘“1

Φ1𝑘 ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q, p52q

де Φ0𝑘, Φ1𝑘 — вiдповiднi коефiцiєнти Фур’є.
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З (50) випливає, що
𝑇𝑘p0q “ 𝑎𝑘, p53q

𝑇𝑘
1
p𝑡q “ ´𝑎𝑘𝜔𝑘 sin𝜔𝑘𝑡` 𝑑𝑘𝜔𝑘 cos𝜔𝑘𝑡´ 𝐼𝑡

1
p𝑡q,

звiдки
𝑇𝑘
1
p0q “ 𝑑𝑘𝜔𝑘. p54q

З (46), першої умови в (24), та врахувавши (51), одержуємо
8
ř

𝑘“1

𝑇𝑘p0q ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q “
8
ř

𝑘“1

Φ0𝑘 ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q. Звiдки, використовуючи (53), маємо

𝑇𝑘p0q “ 𝑎𝑘 “ Φ0𝑘.

Аналогiчно з (46), другої умови в (24), врахувавши (52), маємо
8
ř

𝑘“1

𝑇𝑘
1
p0q ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q “

8
ř

𝑘“1

Φ1𝑘 ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q. Звiдки, використовуючи (54), знаходимо

𝑇𝑘
1
p0q “ 𝑑𝑘𝜔𝑘 “ Φ1𝑘, або 𝑑𝑘 “

Φ1𝑘

𝜔𝑘
.

Отже, остаточно отримуємо розв’язок мiшаної задачi (23) - (25) у виглядi
ряду

𝑣p𝑥,𝑡q “
8
ÿ

𝑘“1

¨

˝Φ0𝑘 cos𝜔𝑘𝑡`
Φ1𝑘

𝜔𝑘
sin𝜔𝑘𝑡´

1

𝜔𝑘

𝑡ˆ

0

sin𝜔𝑘p𝑡´ 𝑠q ¨ 𝑤𝑘p𝑠q 𝑑𝑠

˛

‚¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q.

p55q
6. Частковий випадок кусково-сталих коефiцiєнтiв та правих час-

тин. При розв’язуваннi прикладних задач коефiцiєнти 𝑚𝑖 i 𝑎𝑖, правi частини 𝑓𝑖,
𝑖 “ 0,𝑛´ 1 зазвичай вважаються сталими, як наслiдок, коефiцiєнти 𝑚p𝑥q i 𝑎p𝑥q,
права частина 𝑓p𝑥q у рiвняннi (1) є кусково-сталими функцiями з розривами
першого роду в точках 𝑥1, 𝑥2,. . . , 𝑥𝑛´1. З врахуванням цього матриця у формулi

(10) прийме вигляд
ˆ

0 1
𝑎𝑖

0 0

˙

; вираз у формулi (11) обчислюється таким чином:

𝑏𝑖p𝑥,𝑠q “

𝑥ˆ

𝑠

1

𝑎𝑖
𝑑𝑧 “

𝑥´ 𝑠

𝑎𝑖
.

Тодi маємо матрицю

𝐵p𝑥𝑘,𝑥𝑖q “

¨

˝

1
𝑘´1
ř

𝑚“𝑖

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚q

0 1

˛

‚“

¨

˝

1
𝑘´1
ř

𝑚“𝑖

𝑥𝑚`1´𝑥𝑚

𝑎𝑚

0 1

˛

‚

та вираз

𝜎𝑛 “
𝑛´1
ÿ

𝑚“0

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚q “
𝑛´1
ÿ

𝑚“0

𝑥𝑚`1 ´ 𝑥𝑚
𝑎𝑚

.
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За таких умов формули (13) та (14) набувають вигляду

𝑊 𝑖p𝑥,𝑡q “ 𝐵𝑖p𝑥,𝑥𝑖q ¨ 𝑃 𝑖 `

˜

´𝑓𝑖
p𝑥´𝑥𝑖q

2

2𝑎𝑖

´𝑓𝑖p𝑥´ 𝑥𝑖q

¸

,

𝑊 𝑖´1p𝑥,𝑡q “ 𝐵𝑖´1p𝑥,𝑥𝑖´1q ¨ 𝑃 𝑖´1 `

˜

´𝑓𝑖´1
p𝑥´𝑥𝑖´1q

2

2𝑎𝑖´1

´𝑓𝑖´1p𝑥´ 𝑥𝑖´1q

¸

,

а також

𝑍𝑘 “

ˆ

𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

˙

“

˜

´𝑓𝑘´1
p𝑥𝑘´𝑥𝑘´1q

2

2𝑎𝑘´1

´𝑓𝑘´1p𝑥𝑘 ´ 𝑥𝑘´1q

¸

.

Матриця 𝐴p𝑥q “
ˆ

0 1
𝑎p𝑥q

´𝑚p𝑥q 𝜔2 0

˙

прийме вигляд 𝐴 “
ˆ

0 1
𝑎

´𝑚 𝜔2 0

˙

,

а матриця 𝐴𝑖p𝑥q “

ˆ

0 1
𝑎𝑖p𝑥q

´𝜔2𝑚𝑖p𝑥q 0

˙

матиме вигляд 𝐴𝑖 “

ˆ

0 1
𝑎𝑖

´𝜔2𝑚𝑖 0

˙

,

𝐹𝑘 “
1

}𝑋𝑘}
2 ¨

𝑛´1
ÿ

𝑖“0

𝑚𝑖

𝑥𝑖`1ˆ

𝑥𝑖

𝐹𝑖p𝑥q ¨𝑋𝑘 𝑖p𝑥,𝜔𝑘q 𝑑𝑥,

}𝑋𝑘}
2
“

𝑛´1
ÿ

𝑖“0

𝑚𝑖

𝑥𝑖`1ˆ

𝑥𝑖

𝑋2
𝑘 𝑖p𝑥,𝜔𝑘q 𝑑𝑥.

Безпосередньою перевiркою переконуємось, що матриця Кошi системи (32)
на r𝑥𝑖,𝑥𝑖`1q має вигляд

r𝐵𝑖p𝑥,𝑠,𝜔q “

ˆ

cos𝛼𝑖p𝑥´ 𝑠q
sin𝛼𝑖p𝑥´𝑠q

𝑎𝑖𝛼𝑖

´𝑎𝑖𝛼𝑖 sin𝛼𝑖p𝑥´ 𝑠q cos𝛼𝑖p𝑥´ 𝑠q

˙

,

де 𝛼𝑖 “ 𝜔
b

𝑚𝑖

𝑎𝑖
.

Використовуючи вище описанi мiркування, формули (22), (9), (55) та (4),
одержуємо розв’язок задачi (1)–(3) у випадку кусково-сталих коефiцiєнтiв та пра-
вих частин.

Висновки. В данiй роботi за допомогою методу редукцiї розв’язування
вихiдної мiшаної крайової задачi для гiперболiчного рiвняння iз кусково-неперер-
вними за просторовою змiнною коефiцiєнтами та правими частинами зведено до
знаходження розв’язкiв двох взаємозв’язаних задач: квазiстацiонарної неоднорiд-
ної крайової задачi з найбiльш загальними локальними крайовими умовами та
мiшаної задачi з нульовими крайовими умовами для неоднорiдного рiвняння.

В частинному випадку кусково-сталих коефiцiєнтiв та правих частин всi скла-
довi розв’язкiв таких задач отримано в замкненiй формi. В основi побудови
розв’язкiв лежить концепцiя квазiпохiдних, яка дозволяє оминути проблему мно-
ження узагальнених функцiй.
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Общие краевые задачи для гиперболического уравнения с кусочно-непре-
рывными коэффициентами и правыми частями

Резюме

В данной работе рассмотрены общие краевые задачи для гиперболического уравнения с
кусочно-непрерывными по пространственной переменной коэффициентами и правыми
частями. Найдено решения таких задач с помощью концепции квазипроизводных, сов-
ременной теории систем линейных дифференциальных уравнений, классического мето-
да Фурье и метода редукции.
Ключевые слова: квазидифференциальное уравнение, краевая задача, матрица Коши,
задача на собственные значения, метод Фурье та метод собственных функций .

Tatsij R.M., Chmyr O.Yu., Karabyn O.O.
The total boundary value problems for hiperbolic equation with piecewise con-
tinuous coefficients and right parts

Summary

In this paper, the general boundary value problems for hyperbolic equation with piecewise

continuous on spatial variable coefficients and right parts was considered. The solutions such

problems were found by using a concept of quasi-derivatives, a modern theory of systems of

linear differential equations, the classical Fourier method and a reduction method.

Key words: kvazidifferential equation, the boundary value problem, the Cauchy matrix, the

eigenvalues problem, the method of Fourier and the method of eigenfunctions.
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