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ПРО МЕТОД АДАПТИВНОГО НАЛАШТУВАННЯ ПАРАМЕТРIВ
РЕГУЛЯТОРА В ДИСКРЕТНI МОМЕНТИ ЧАСУ

В статтi пропонується адаптивний метод налаштування параметрiв стабiлiзую-
чого регулятора в дискретнi моменти часу. Iдея методу полягає в наступному: в за-
данi дискретнi моменти часу для регулятора параметричного вигляду ми пiдбираємо
параметри керування, якi мiнiмiзують критерiй якостi, що описує вiдстань траєкторiї
системи до початку координат. Для цього здiйснюється лiнеаризацiя розв’язку системи
за допомогою функцiї чутливостi в околi поточного значення параметру. Для знахо-
дження функцiї чутливостi iнтегрується матричне рiвняння чутливостi. Метод i його
модифiкацiї одержуємо за допомогою мiнiмiзацiї квадратичної частини критерiю яко-
стi в поточний момент часу. Розроблений алгоритм застосовується до задачi стабiлiза-
цiї коливання двох мас. Для цього знаходимо параметричне представлення регулятора,
який розв’язує дану задачу. Для проведення обчислювального експерименту розгля-
даємо випадок залежностi регулятора вiд одного параметру при постiйному часовому
кроцi. Результати обчислювального експерименту наводяться в роботi.
MSC: 93C40, 93D21.
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Вступ. Методи теорiї стiйкостi i стабiлiзацiї є базовими при дослiдженнi си-
стем керування. Вони застосовуються при проектуваннi систем iз заданою якiстю
функцiонування, при побудовi автоматизованих систем керування тощо. Класи-
чним пiдходом до розв’язування задачi стабiлiзацiї є метод функцiй Ляпунова, а
також алгебраїчнi методи аналiзу стiйких режимiв [1, 2, 4]. Разом з тим, вимоги,
якi висуваються до систем керування на теперiшньому етапi, пов’язанi з наявнi-
стю фазових обмежень, побудовою керувань за умов невизначеностi. При цьому
характеристики шумiв, якi впливають на динамiку системи, можуть бути невi-
домими заздалегiдь. Цi обставини передбачають створення нових та розвиток
наявних математичних засобiв i алгоритмiв, якi б враховували вказанi особливо-
стi. До таких пiдходiв належать методи стабiлiзацiї, практичної стабiлiзацiї для
систем з багатозначною правою частиною [10, 11, 13]. Iнша методика пов’язана
з побудовою робастних стабiлiзуючих регуляторiв [3, 4, 8]. В роботах [6, 12, 14]
розглядаються адаптивнi методи до задач iдентифiкацiї параметрiв i керування
системами. В [9] висвiтлюються пiдходи до побудови адаптивних регуляторiв на
основi параметричного представлення функцiї Ляпунова.

В статтi пропонується адаптивний метод налаштування параметрiв стабiлi-
зуючого регулятора в дискретнi моменти часу. В основi методу лежить рiвняння
для функцiї чутливостi та пiдходи оптимiзацiйних методiв другого порядку. Зна-
йдене параметричне представлення керування, що розв’язує задачу стабiлiзацiї
коливання двох мас, для якого застосовується розроблений адаптивний алго-
ритм. Проведено обчислювальнi експерименти.
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Основнi результати
1. Адаптивне налаштування параметрiв регулятора в дискретнi мо-

менти часу. Нехай задана система керування вигляду

𝑑𝑥

𝑑𝑡
“ 𝑓p𝑥,𝑢p𝑥,𝑝,𝑡q,𝑡q, 𝑡 ě 𝑡0. p1q

Тут 𝑥 “ p𝑥1,𝑥2,...,𝑥𝑛q˚ — вектор стану, 𝑢 “ p𝑢1,𝑢2,...,𝑢𝑚q˚ — вектор керування,
𝑢p0,𝑝q “ 0, 𝑝 “ p𝑝1,𝑝2,...,𝑝𝑟q

˚ — вектор параметрiв, 𝑓p𝑥,𝑢,𝑡q — вектор-функцiя
правих частин системи (1), яка є неперервно диференцiйованою за змiнними 𝑥,
𝑢 i неперервною за змiнною 𝑡 на R𝑛 ˆ R𝑚 ˆ R1, 𝑓p0,0,𝑡q “ 0.

Припускаємо, що керування 𝑢 “ 𝑢p𝑥,𝑝,𝑡q розв’язує задачу стабiлiзацiї системи
(1) для всiх 𝑝 P 𝑃 , де 𝑃 Ă R𝑟 — вiдкрита множина. Слiд зазначити, що iснує цiлий
ряд факторiв, якi суттєво впливають на поведiнку системи, на вибiр параметра
𝑝 P 𝑃 i якi можуть бути невiдомими до початку процесу виконання алгоритму
стабiлiзацiї: початковi данi системи можуть бути невiдомими; iснують шуми, якi
дiють на праву частину системи i природа цих шумiв не може бути визначена
заздалегiдь.

Тому ми пропонуємо здiйснювати адаптивне налаштування параметру 𝑝 в за-
лежностi вiд поточного положення системи. Змiну значення параметру 𝑝 будемо
реалiзовувати в дискретнi моменти часу 𝑡1 ă 𝑡2 ă ... ă 𝑡𝑖 ă .... Вважаємо, що
на промiжках p𝑡𝑖,𝑡𝑖`1q параметр 𝑝 приймає постiйнi значення 𝑝 “ 𝑝p𝑖q, 𝑖 “ 0,1,....
В моменти часу 𝑡, якi вiдповiдають рiзним iнтервалам, значення параметру 𝑝
можуть вiдрiзнятись.

Позначимо 𝑥p𝑡,𝑝q – розв’язок (1), 𝑥p𝑡0q “ 𝑥0 при керуваннi 𝑢 “ 𝑢p𝑥,𝑝,𝑡q. За
теоремою про неперервну диференцiйованiсть розв’язкiв системи диференцiаль-
них рiвнянь за параметрами, функцiя 𝑥p𝑡,𝑝q є неперервно диференцiйованою за
змiнною 𝑝 за умови, що функцiя керування є неперервно диференцiйованою за
параметром 𝑝. В моменти 𝑡 “ 𝑡𝑖 вiдома реалiзацiя 𝑥p𝑡,𝑝q розв’язку (1), яка вiд-
повiдає значенню параметра 𝑝 “ 𝑝p𝑖´1q. На основi даної реалiзацiї шукаємо таке
значення параметра 𝑝p𝑖q, яке мiнiмiзує критерiй якостi вигляду

𝐼𝑖 p𝑝q “ }𝑥 p𝑡𝑖,𝑝q }
2 Ñ min

𝑝P𝑃
. p2q

Застосуємо пiдходи, якi є характерними для методiв оптимiзацiї другого поряд-
ку, а також використаємо властивостi матрицi чутливостi. Збуримо параметр 𝑝
в точцi 𝑝p𝑖´1q на величину ℎ i запишемо розв’язок системи (1) з врахуванням
лiнiйного наближення

𝑥
´

𝑡𝑖,𝑝
p𝑖´1q ` ℎ

¯

“ 𝑥
´

𝑡𝑖,𝑝
p𝑖´1q

¯

`𝑊 p𝑡𝑖,𝑝
p𝑖´1qqℎ` 𝑟𝑖pℎq. p3q

Тут 𝑊 p𝑡q “𝑊 p𝑡,𝑝p𝑖´1qq – матриця чутливостi системи (1), яка вiдповiдає значен-
ню на розв’язковi 𝑥p𝑡,𝑝q при 𝑝 “ 𝑝p𝑖´1q, ℎ належить R𝑟, 𝑟𝑖pℎq нескiнченно мала
вищих порядкiв малостi по вiдношенню до ℎ при ℎ Ñ 0. Матриця чутливостi
задовольняє матричне диференцiальне рiвняння [5]

𝑑𝑊 p𝑡q

𝑑𝑡
“ 𝐹 p𝑡,𝑝q𝑊 p𝑡q ` 𝑔p𝑡,𝑝q, 𝑊 p𝑡𝑖q “ 0, 𝑡 P r𝑡𝑖,𝑡𝑖`1s, p4q
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де 𝐹 p𝑡,𝑝q “ B𝑓p𝑡,𝑝q
B𝑥 `

B𝑓p𝑡,𝑝q
B𝑢

B𝑢p𝑡,𝑝q
B𝑝 , 𝑔p𝑡,𝑝q “ B𝑓p𝑡,𝑝q

B𝑢
B𝑢p𝑡,𝑝q
B𝑝 , 𝑝 “ 𝑝p𝑖´1q. Тут 𝑓p𝑡,𝑝q “

𝑓p𝑥p𝑡,𝑝q,𝑢p𝑥p𝑡,𝑝,𝑡q,𝑝q,𝑡q, 𝑢p𝑡,𝑝q “ 𝑢p𝑥p𝑡,𝑝q,𝑝,𝑡q.
Позначимо 𝑥p𝑖q “ 𝑥p𝑡𝑖,𝑝

p𝑖´1qq. Вiдкидаючи в (3) функцiю 𝑟𝑖pℎq, пiдставимо лi-
нiйне наближення до 𝑥

`

𝑡𝑖,𝑝
p𝑖´1q ` ℎ

˘

в функцiонал (2). Одержуємо квадратичний
функцiонал вигляду

𝐽 pℎq “
A

𝑥p𝑖q `𝑊 p𝑡𝑖qℎ,𝑥
p𝑖q `𝑊 p𝑡𝑖qℎ

E

“

“

A

𝑥p𝑖q, 𝑥p𝑖q
E

` x𝑊˚p𝑡𝑖q𝑊 p𝑡𝑖qℎ, ℎy ` 2
A

ℎ,𝑊˚p𝑡𝑖q𝑥
p𝑖q
E

.

Шукаємо параметр ℎ “ ℎp𝑖q з умови мiнiмуму 𝐽 pℎq. З B𝐽pℎp𝑖qq
Bℎ “ 0 одержуємо

для знаходження ℎp𝑖q систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

𝑊˚p𝑡𝑖q𝑊 p𝑡𝑖qℎ “ ´𝑊
˚p𝑡𝑖q𝑥

p𝑖q.

Припустимо, що матриця 𝑊˚p𝑡𝑖q𝑊 p𝑡𝑖q є невиродженою. Тодi

ℎp𝑖q “ ´p𝑊˚p𝑡𝑖q𝑊 p𝑡𝑖qq
´1𝑊˚p𝑡𝑖q𝑥

p𝑖q. p5q

Виходячи з (1), (4), (5), метод можна записати так

𝑑𝑥

𝑑𝑡
“ 𝑓p𝑥,𝑢p𝑥,𝑝p𝑖q,𝑡q,𝑡q,

𝑥p𝑡0q “ 𝑥0 при 𝑖 “ 0, 𝑥p𝑡𝑖q “ 𝑥
´

𝑡𝑖,𝑝
p𝑖´1q

¯

при 𝑖 “ 1,2,...,

𝑑𝑊 p𝑡q

𝑑𝑡
“ 𝐹 p𝑡,𝑝p𝑖qq𝑊 p𝑡q ` 𝑔p𝑡,𝑝p𝑖qq, 𝑊 p𝑡𝑖q “ 0, 𝑡 P r𝑡𝑖,𝑡𝑖`1s,

𝑝p𝑖`1q “ 𝑝p𝑖q ´ 𝑠𝑖p𝑊
˚p𝑡𝑖`1q𝑊 p𝑡𝑖`1qq

´1𝑊˚p𝑡𝑖`1q𝑥
p𝑖`1q, 𝑝p0q “ 𝑝0,

p6q

де 𝑠𝑖 P p0,1s вибираємо так, щоб 𝑝p𝑖`1q P 𝑃 , 𝑖 “ 0,1,....
Якщо матриця 𝑊˚p𝑡𝑖`1q𝑊 p𝑡𝑖`1q вироджена або близька до виродженої, то

можна застосувати регуляризацiю методу (6). Для цього вводиться параметр ре-
гуляризацiї 𝜀 ą 0, для якого одержуємо

𝑑𝑥

𝑑𝑡
“ 𝑓p𝑥,𝑢p𝑥,𝑝p𝑖q,𝑡q,𝑡q,

𝑥p𝑡0q “ 𝑥0 при 𝑖 “ 0, 𝑥p𝑡𝑖q “ 𝑥
´

𝑡𝑖,𝑝
p𝑖´1q

¯

при 𝑖 “ 1,2,...,

𝑑𝑊 p𝑡q

𝑑𝑡
“ 𝐹 p𝑡,𝑝p𝑖qq𝑊 p𝑡q ` 𝑔p𝑡,𝑝p𝑖qq, 𝑊 p𝑡𝑖q “ 0, 𝑡 P r𝑡𝑖,𝑡𝑖`1s,

𝑝p𝑖`1q “ 𝑝p𝑖q ´ 𝑠𝑖p𝑊
˚p𝑡𝑖`1q𝑊 p𝑡𝑖`1q ` 𝜀𝐼q

´1𝑊˚p𝑡𝑖`1q𝑥
p𝑖`1q, 𝑝p0q “ 𝑝0,

p7q

де 𝑠𝑖 P p0,1s вибираємо так, щоб 𝑝p𝑖`1q P 𝑃 , 𝑖 “ 0,1,..., 𝐼 –𝑚ˆ𝑚-одинична матриця.
Слiд зауважити, що

lim
𝜀Ñ`0

p𝑊˚p𝑡𝑖`1q𝑊 p𝑡𝑖`1q ` 𝜀𝐼q
´1𝑊˚p𝑡𝑖`1q “𝑊`p𝑡𝑖`1q,

де 𝑊`p𝑡𝑖`1q – псевдообернена матриця до матрицi 𝑊 p𝑡𝑖`1q. Тому в (7) останню
стрiчку можна модифiкувати так

𝑝p𝑖`1q “ 𝑝p𝑖q ´ 𝑠𝑖𝑊
`p𝑡𝑖`1q𝑥

p𝑖`1q, 𝑝p0q “ 𝑝0. p8q
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Нехай система (1) є лiнiйною i має вигляд

𝑑𝑥

𝑑𝑡
“ 𝐴𝑥`𝐵𝑢, 𝑡 ě 𝑡0,

де 𝐴, 𝐵 – 𝑛 ˆ 𝑛 i 𝑛 ˆ𝑚 - матрицi з постiйними коефiцiєнтами. Припустимо, що
керування, яке розв’язує задачу стабiлiзацiї, має вигляд

𝑢 “ 𝐶p𝑝q𝑥,

де 𝐶p𝑝q –𝑚ˆ𝑛 - матриця, компоненти якої гладко залежать вiд 𝑝. Тодi методи (6),
(7) будуть записуватись аналогiчно з врахуванням того, що 𝐹 p𝑡,𝑝q “ 𝐴`𝐵𝐶p𝑝q,
𝑔p𝑡,𝑝q “ Bp𝐴`𝐵𝐶p𝑝qq𝑥

B𝑝 .
2. Адаптивне налаштування параметрiв регулятора в задачi стабi-

лiзацiї системи коливання двох мас.
2.1. Параметричне представлення регулятора. Математична модель ко-

ливання двох мас 𝑀1, 𝑀2, якi взаємодiють через сили тертя 𝐵, 𝐵1, 𝐵2 i поєднанi
пружинами з вiдповiдними жорсткостями 𝐾, 𝐾1, 𝐾2 має вигляд [7]
#

𝑀1
𝑑2𝑦1p𝑡q

𝑑𝑡2 ` p𝐵 `𝐵1q
𝑑𝑦1p𝑡q

𝑑𝑡 ` p𝐾 `𝐾1q 𝑦1 p𝑡q ´𝐵
𝑑𝑦2p𝑡q

𝑑𝑡 ´𝐾𝑦2 p𝑡q “ 𝑢1 p𝑡q ,

𝑀2
𝑑2𝑦2p𝑡q

𝑑𝑡2 ` p𝐵 `𝐵2q
𝑑𝑦2p𝑡q

𝑑𝑡 ` p𝐾 `𝐾2q 𝑦2 p𝑡q ´𝐵
𝑑𝑦1p𝑡q

𝑑𝑡 ´𝐾𝑦1 p𝑡q “ ´𝑢2 p𝑡q .

Тут 𝑦1, 𝑦2 – вiдхилення мас 𝑀1, 𝑀2 вiд положення рiвноваги, 𝑢1 p𝑡q, 𝑢2 p𝑡q –
зовнiшнi сили, якi дiють на маси 𝑀1, 𝑀2 вiдповiдно. Вважаємо, що 𝑀1, 𝑀2,
𝐵, 𝐵1, 𝐵2, 𝐾, 𝐾1, 𝐾2 є заданими додатнiми константами. Таку систему можна
подати у виглядi

$

’

&

’

%

𝑑𝑦1p𝑡q
𝑑𝑡 “ 𝑦3 p𝑡q ,

𝑑𝑦2p𝑡q
𝑑𝑡 “ 𝑦4p𝑡q,

𝑀1
𝑑𝑦3p𝑡q

𝑑𝑡 ` p𝐾 `𝐾1q 𝑦1 p𝑡q ´𝐾𝑦2 p𝑡q ` p𝐵 `𝐵1q 𝑦3 p𝑡q ´𝐵𝑦4 p𝑡q “ 𝑢1 p𝑡q ,

𝑀2
𝑑𝑦4p𝑡q

𝑑𝑡 ´𝐾𝑦1 p𝑡q ` p𝐾 `𝐾2q 𝑦2 p𝑡q ´𝐵𝑦3 p𝑡q ` p𝐵 `𝐵2q 𝑦4 p𝑡q “ ´𝑢2 p𝑡q .

p9q
Розглядається задача стабiлiзацiї положення рiвноваги системи (9), в якiй зовнi-
шнi сили 𝑢1 p𝑡q, 𝑢2 p𝑡q вiдiграють роль функцiй керування. Керування шукаємо у
формi з оберненим зв’язком

𝑢1 p𝑦1,𝑦2,𝑦3,𝑦4q “ 𝐴1𝑦1 ` 𝐶1𝑦2 `𝐷1𝑦3 ` 𝐸1𝑦4,

𝑢2 p𝑦1,𝑦2,𝑦3,𝑦4q “ 𝐴2𝑦1 ` 𝐶2𝑦2 `𝐷2𝑦3 ` 𝐸2𝑦4.
p10q

Тут 𝐴1, 𝐶1, 𝐷1, 𝐸1, 𝐴2, 𝐶2, 𝐷2, 𝐸2 – коефiцiєнти, якi визначаються так, щоб
тривiальний розв’язок системи (9) був асимптотично стiйким. Має мiсце твер-
дження.

Теорема (про параметричне представлення регулятора). Припустимо, що
коефiцiєнти 𝐴1, 𝐶1, 𝐷1, 𝐸1 задовольняють такi умови

𝐴1 ‰ 𝐾 `𝐾1 ´
𝐾 ` 𝐶1

𝐵 ` 𝐸1

ˆ

𝐵 `𝐵1 ´𝐷1 ´
𝑀1p𝐾 ` 𝐶1q

𝐵 ` 𝐸1

˙

, якщо 𝐸1 ‰ ´𝐵,

𝐶1 ‰ ´𝐾, якщо 𝐸1 “ ´𝐵.

p11q
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Припустимо також, що 𝐴2, 𝐶2, 𝐷2, 𝐸2 визначаються як розв’язок системи
лiнiйний алгебраїчних рiвнянь 𝐿𝑥 “ 𝑔. Тут 𝑥 “ p𝐴2,𝐶2,𝐷2,𝐸2q

˚,

𝑔 “

˜

𝑘1 ` 𝑔1,
𝑘22𝑘3 ` 𝑘

2
3 ` 𝑘4𝑘

2
1

𝑘1𝑘2𝑘3
` 𝑔2,

𝑘23 ` 𝑘4𝑘
2
1

𝑘2𝑘3
` 𝑔3,

𝑘4
𝑘3
` 𝑔4

¸˚

,

𝑔1 “ ´
𝐵𝑀1 `𝐵𝑀2 `𝐵1𝑀2 `𝐵2𝑀1 ´𝐷1𝑀2

𝑀1𝑀2
,

𝑔2 “
𝐴1𝑀2 ´𝐵𝐵1 ´𝐵𝐵2 `𝐵𝐷1 `𝐵𝐸1 ´𝐵1𝐵2 `𝐵2𝐷1 ´𝐾𝑀1

𝑀1𝑀2
´

´
´𝐾𝑀2 ´𝐾1𝑀2 ´𝐾2𝑀1

𝑀1𝑀2
,

𝑔3 “
𝐴1𝐵 `𝐴1𝐵2 `𝐵𝐶1 ´𝐵𝐾1 ´𝐵𝐾2 ´𝐵1𝐾 ´𝐵1𝐾2 ´𝐾𝐵2 ´𝐾1𝐵2

𝑀1𝑀2
`

`
𝐷1𝐾 `𝐾2𝐷1 ` 𝐸1𝐾

𝑀1𝑀2
, 𝑔4 “

𝐴1𝐾 `𝐴1𝐾2 `𝐾𝐶1 ´𝐾𝐾1 ´𝐾𝐾2 ´𝐾1𝐾2

𝑀1𝑀2
,

𝐿 “

¨

˚

˚

˝

0 0 0 𝑎
0 𝑎 𝑏 𝑑
𝑏 𝑑 𝑐 𝑒
𝑐 𝑒 0 0

˛

‹

‹

‚

, 𝑎 “
1

𝑀2
, 𝑏 “

𝐵 ` 𝐸1

𝑀1𝑀2
, 𝑐 “

𝐾 ` 𝐶1

𝑀1𝑀2
,

𝑑 “
𝐵 `𝐵1 ´𝐷1

𝑀1𝑀2
, 𝑒 “

𝐾 `𝐾1 ´𝐴1

𝑀1𝑀2
,

𝑘1,𝑘2,𝑘3,𝑘4 – довiльнi додатнi константи. Тодi керування (10) є розв’язком за-
дачi стабiлiзацiї системи (9).

Доведення. Пiдставляємо керування (10) в (9). Одержуємо систему звичай-
них диференцiальних рiвнянь, характеристичний многочлен якої 𝑃 p𝜆q “ 𝜆4 `
𝑝1𝜆

3 ` 𝑝2𝜆
2 ` 𝑝3𝜆` 𝑝4, причому

𝑝1 “
𝐸2

𝑀2
`
𝐵𝑀1 `𝐵𝑀2 `𝐵1𝑀2 `𝐵2𝑀1 ´𝐷1𝑀2

𝑀1𝑀2
,

𝑝2 “
𝐶2

𝑀2
`
p𝐵 ` 𝐸1q𝐷2

𝑀1𝑀2
`
p𝐵 `𝐵1 ´𝐷1q𝐸2

𝑀1𝑀2
´

1

𝑀1𝑀2
r𝐴1𝑀2 ´𝐵𝐵1´

´𝐵𝐵2 `𝐵𝐷1 `𝐵𝐸1 ´𝐵1𝐵2 `𝐵2𝐷1 ´𝐾𝑀1 ´𝐾𝑀2 ´𝐾1𝑀2 ´𝐾2𝑀1s,

𝑝3 “
p𝐵 ` 𝐸1q𝐴2

𝑀1𝑀2
`
p𝐵 `𝐵1 ´𝐷1q𝐶2

𝑀1𝑀2
`
p𝐶1 `𝐾q𝐷2

𝑀1𝑀2
`

`
p𝐾 `𝐾1 ´𝐴1q𝐸2

𝑀1𝑀2
´

1

𝑀1𝑀2
r𝐴1𝐵 `𝐴1𝐵2 `𝐵𝐶1 ´𝐵𝐾1 ´𝐵𝐾2´

´𝐵1𝐾 ´𝐵1𝐾2 ´𝐾𝐵2 ´𝐾1𝐵2 `𝐷1𝐾 `𝐾2𝐷1 ` 𝐸1𝐾s,

𝑝4 “
p𝐶1 `𝐾q𝐴2

𝑀1𝑀2
`
p𝐾 `𝐾1 ´𝐴1q𝐶2

𝑀1𝑀2
´

´
1

𝑀1𝑀2
r𝐴1𝐾 `𝐴1𝐾2 `𝐾𝐶1 ´𝐾𝐾1 ´𝐾𝐾2 ´𝐾1𝐾2s.

p12q

Вiдповiдно до критерiя Гурвiца, для того, щоб нульова точка рiвноваги системи
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була асимптотично стiйкою, необхiдно i достатньо, щоб

Δ1 “ 𝑝1 ą 0, Δ2 “ 𝑝1𝑝2 ´ 𝑝3 ą 0, Δ3 “ 𝑝3Δ2 ´ 𝑝4𝑝
2
1 ą 0, Δ4 “ 𝑝4Δ3 ą 0.

Покладемо Δ1 “ 𝑘1, Δ2 “ 𝑘2, Δ3 “ 𝑘3, Δ4 “ 𝑘4, де 𝑘1,𝑘2,𝑘3,𝑘4 – довiльнi додатнi
константи. Тодi 𝑝1 “ 𝑘1, 𝑝2 “

𝑘2
2𝑘3`𝑘

2

3
`𝑘4𝑘

2
1

𝑘1𝑘2𝑘3
, 𝑝3 “

𝑘2
3`𝑘4𝑘

2
1

𝑘2𝑘3
, 𝑝4 “ 𝑘4

𝑘3
. Систему

(12) можна записати у виглядi 𝐿𝑥 “ 𝑔. Її розв’язком є вектор p𝐴2,𝐶2,𝐷2,𝐸2q
˚.

Умови невиродженостi матрицi 𝐿 такi: 𝑒 ‰ 𝑏𝑐𝑑´𝑎𝑐2

𝑏2 при 𝑏 ‰ 0; 𝑐 ‰ 0 якщо 𝑏 “
0. Це еквiвалентно (11) i дає умови для знаходження p𝐴1,𝐶1,𝐷1,𝐸1q

˚. Теорему
доведено.

Зауваження 1. Якщо в умовах теореми 𝑘1 “ 𝑘2 “ 𝑘3 “ 𝑘4 “ 𝑝, то

𝑔 “

ˆ

𝑝` 𝑔1,2`
1

𝑝
` 𝑔2,1` 𝑝` 𝑔3, 1` 𝑔4

˙˚

2.2. Обчислювальний експеримент. Припустимо, що керування (10) є
таким, що 𝐴1, 𝐶1, 𝐷1, 𝐸1, 𝐴2 “ 𝐴2p𝑝q, 𝐶2 “ 𝐶2p𝑝q, 𝐷2 “ 𝐷2p𝑝q, 𝐸2 “ 𝐸2p𝑝q
задовольняють умовам теореми про параметричне представлення регулятора при
𝑘1 “ 𝑘2 “ 𝑘3 “ 𝑘4 “ 𝑝. У цьому випадку пiдстановка (10) в (9) дає

$

’

’

’

&

’

’

’

%

𝑑𝑦1p𝑡q
𝑑𝑡 “ 𝑦3 p𝑡q ,

𝑑𝑦2p𝑡q
𝑑𝑡 “ 𝑦4p𝑡q,

𝑑𝑦3p𝑡q
𝑑𝑡 “

p´𝐾´𝐾1`𝐴1q

𝑀1
𝑦1 p𝑡q `

p𝐾`𝐶1q

𝑀1
𝑦2 p𝑡q `

p´𝐵´𝐵1`𝐷1q

𝑀1
𝑦3 p𝑡q `

p𝐵`𝐸1q

𝑀1
𝑦4 p𝑡q ,

𝑑𝑦4p𝑡q
𝑑𝑡 “

p𝐾´𝐴2p𝑝qq
𝑀2

𝑦1 p𝑡q `
p´𝐾´𝐾2´𝐶2p𝑝qq

𝑀2
𝑦2 p𝑡q`

`
p𝐵´𝐷2p𝑝qq

𝑀2
𝑦3 p𝑡q `

p´𝐵´𝐵2´𝐸2p𝑝qq
𝑀2

𝑦4 p𝑡q .

Тут

𝐴2 p𝑝q “ 𝑒11 p𝑝` 𝑔1q ` 𝑒12
`

2` 𝑝´1 ` 𝑔2
˘

` 𝑒13 p1` 𝑝` 𝑔3q ` 𝑒14 p1` 𝑔4q ,

𝐶2 p𝑝q “ 𝑒21 p𝑝` 𝑔1q ` 𝑒22
`

2` 𝑝´1 ` 𝑔2
˘

` 𝑒23 p1` 𝑝` 𝑔3q ` 𝑒24 p1` 𝑔4q ,

𝐷2 p𝑝q “ 𝑒31 p𝑝` 𝑔1q ` 𝑒32
`

2` 𝑝´1 ` 𝑔2
˘

` 𝑒33 p1` 𝑝` 𝑔3q ` 𝑒34 p1` 𝑔4q ,

𝐸2 p𝑝q “ 𝑒41 p𝑝` 𝑔1q ` 𝑒42
`

2` 𝑝´1 ` 𝑔2
˘

` 𝑒43 p1` 𝑝` 𝑔3q ` 𝑒44 p1` 𝑔4q ,

𝑒𝑖𝑗 – компоненти матрицi 𝐿´1, 𝑖,𝑗 “ 1,2,3,4. Рiвняння для функцiї чутливостi
𝑊 p𝑡q “ p𝑤1p𝑡q,𝑤2p𝑡q,𝑤3p𝑡q,𝑤4p𝑡qq

˚ має вигляд
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

𝑑𝑤1p𝑡q
𝑑𝑡 “ 𝑤3 p𝑡q ,

𝑑𝑤2p𝑡q
𝑑𝑡 “ 𝑤4p𝑡q,

𝑑𝑤3p𝑡q
𝑑𝑡 “

p´𝐾´𝐾1`𝐴1q

𝑀1
𝑤1 p𝑡q `

p𝐾`𝐶1q

𝑀1
𝑤2 p𝑡q `

p´𝐵´𝐵1`𝐷1q

𝑀1
𝑤3 p𝑡q `

p𝐵`𝐸1q

𝑀1
𝑤4 p𝑡q ,

𝑑𝑤4p𝑡q
𝑑𝑡 “

p𝐾´𝐴2p𝑝qq
𝑀2

𝑤1 p𝑡q `
p´𝐾´𝐾2´𝐶2p𝑝qq

𝑀2
𝑤2 p𝑡q `

p𝐵´𝐷2p𝑝qq
𝑀2

𝑤3 p𝑡q`

`
p´𝐵´𝐵2´𝐸2p𝑝qq

𝑀2
𝑤4 p𝑡q ´

𝐴12p𝑝q
𝑀2

𝑦1 p𝑡q ´
𝐶12p𝑝q
𝑀2

𝑦2 p𝑡q ´
𝐷12p𝑝q
𝑀2

𝑦3 p𝑡q ´
𝐸12p𝑝q
𝑀2

𝑦4 p𝑡q ,

𝑡 P r𝑡𝑖,𝑡𝑖`1s, 𝑤1p𝑡𝑖q “ 𝑤2p𝑡𝑖q “ 𝑤3p𝑡𝑖q “ 𝑤4p𝑡𝑖q “ 0. Тут 𝐴12p𝑝q “ 𝑒11 ` 𝑒13 ´ 𝑒12𝑝
´2,

𝐶 12p𝑝q “ 𝑒21 ` 𝑒23 ´ 𝑒22𝑝
´2, 𝐷12p𝑝q “ 𝑒31 ` 𝑒33 ´ 𝑒32𝑝

´2, 𝐸12p𝑝q “ 𝑒41 ` 𝑒43 ´ 𝑒42𝑝
´2.

Застосуємо у цьому випадку метод (8) i наведемо результати обчислюваль-
ного експерименту.
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Експеримент 1. Вхiднi данi: 𝑀1 “ 1.0, 𝑀2 “ 1.0, 𝐵 “ 100.0, 𝐵1 “ 100.0,
𝐵2 “ 100.0, 𝐾 “ 100.0, 𝐾1 “ 0.0001, 𝐾2 “ 0.0001. Початковi умови: 𝑦1p0q “
𝑦2p0q “ 𝑦3p0q “ 𝑦4p0q “ 100. Умова виходу з алгоритму

|𝑦𝑗p𝑇 q| ď 𝜀, 𝑗 “ 1,2,3,4,

де 𝜀 “ 0.1, 𝑇 – момент закiнчення роботи алгоритму. Вибираємо 𝑠𝑖 “ 1, якщо
𝑝p𝑖`1q ą 0, iнакше 𝑠𝑖 “ 0.0000001, 𝑖 “ 0,1,.... Позначимо 𝜏 “ 𝑡𝑖`1 ´ 𝑡𝑖, 𝑖 “ 0,1,...,
тобто крок методу постiйний.

При 𝑝 “ 1 за умови, що регулятор вибирається згiдно твердження без за-
стосування (8), момент закiнчення роботи алгоритму 𝑇 “ 729.50999. Вибираємо
𝑝0 “ 1 як початкове наближення i застосовуємо метод (8). Одержуємо такi ре-
зультати: 𝑇 “ 161.984 при 𝜏 “ 10; 𝑇 “ 83.729 при 𝜏 “ 15; 𝑇 “ 130.684 при
𝜏 “ 20.

При 𝑝 “ 0.1 за умови, що регулятор вибирається згiдно твердження без
застосування (8), момент закiнчення роботи алгоритму 𝑇 “ 2680.659. Вибираємо
𝑝0 “ 0.1 як початкове наближення i застосовуємо метод (8). Одержуємо такi
результати: 𝑇 “ 197.177 при 𝜏 “ 10; 𝑇 “ 116.171 при 𝜏 “ 15; 𝑇 “ 128.331 при
𝜏 “ 20.

Експеримент 2. Вхiднi данi: 𝑀1 “ 210000, 𝑀2 “ 50000, 𝐵 “ 7.75, 𝐵1 “ 89.99,
𝐵2 “ 1.123, 𝐾 “ 2144.2, 𝐾1 “ 4.62, 𝐾2 “ 913.1. Решта параметрiв аналогiчнi
попередньому експерименту.

При 𝑝 “ 1 за умови, що регулятор вибирається згiдно твердження без засто-
сування (8), момент закiнчення роботи алгоритму 𝑇 “ 99.286. Вибираємо 𝑝0 “ 1
як початкове наближення i застосовуємо метод (8). Одержуємо такi результати:
𝑇 “ 101.711 при 𝜏 “ 10; 𝑇 “ 97.361 при 𝜏 “ 15; 𝑇 “ 101.719 при 𝜏 “ 20.

При 𝑝 “ 0.001 за умови, що регулятор вибирається згiдно твердження без
застосування (8), момент закiнчення роботи алгоритму 𝑇 “ 13822.607. Вибираємо
𝑝0 “ 0.001 як початкове наближення i застосовуємо метод (8). Одержуємо такi
результати: 𝑇 “ 865.2659 при 𝜏 “ 10; 𝑇 “ 781.9009 при 𝜏 “ 15; 𝑇 “ 1323.7369 при
𝜏 “ 50.

При 𝑝 “ 0.1 за умови, що регулятор вибирається згiдно твердження без
застосування (8), момент закiнчення роботи алгоритму 𝑇 “ 890.0079. Вибираємо
𝑝0 “ 0.1 як початкове наближення i застосовуємо метод (8). Одержуємо такi
результати: 𝑇 “ 490.4159 при 𝜏 “ 5; 𝑇 “ 889.9449 при 𝜏 “ 10; 𝑇 “ 878.7369 при
𝜏 “ 15; 𝑇 “ 889.87399 при 𝜏 “ 50.

Висновки.

1. Одержано адаптивний метод налаштування параметрiв стабiлiзуючого ре-
гулятора в дискретнi моменти часу. В основi методу лежить рiвняння для
функцiї чутливостi та пiдходи оптимiзацiйних методiв другого порядку.

2. Для задачi стабiлiзацiї коливання двох мас запропоновано параметричне
представлення керування.

3. На основi параметричного представлення регулятора для задачi стабiлiза-
цiї коливання двох мас наведено алгоритм адаптивної стабiлiзацiї колива-
ння двох мас.

4. Проведено обчислювальний експеримент.
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P. V. Kokotović. — N.Y.: Wiley & Sons, Inc., 1995. — 563 p.

10. Pichkur V. On practical stability of differential inclusions using Lyapunov functions/
V. V. Pichkur // Discrete and Continuous Dynamical Systems. Series B. — Vol. 22,
Number 5. — 2017. — pp. 1977 – 1986.

11. Pichkur V. V. Maximum set of initial conditions for the problem of weak practical
stability of a discrete inclusion/ V. V. Pichkur, M. S. Sasonkina //Journal of Mathemati-
cal Sciences. — Vol. 194, Issue 4. — 2013. — pp. 414–425.

12. Sastry S. Adaptive control: stability, convergence, and robustness/ S. Sastry,
M. Bodson. — New Jersey: Prentice Hall, 1989. — 196 p.

13. Smirnov G. Introduction to the Theory of Differential Inclusions/ G. Smirnov — Ameri-
can Mathematical Society, 2002. — 226 p.

14. Fradkov A. L. Nonlinear and Adaptive Control of Complex Systems/A. L. Fradkov, I.
V. Miroshnik, V. O. Nikiforov. — Dordrecht: Kluwer Academic Publishers, 1999. — 510
p.

Пичкур В. В., Роговченко Т. Н.
О методе адаптивной настройки параметров регулятора в дискретные мо-
менты времени

Резюме

В статье предлагается адаптивный метод настройки параметров стабилизирующего ре-
гулятора в дискретные моменты времени. Идея метода заключается в следующем: в
заданные дискретные моменты времени для регулятора параметрического вида мы
подбираем параметры управления, которые минимизируют критерий качества, опи-
сывающего расстояние траектории системы до начала координат. Для этого мы ли-
неаризируем решение системы с помощью функции чувствительности в окрестности
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текущего значения параметра. Для нахождения функции чувствительности мы запи-
сываем матричное уравнение чувствительности. Метод и его модификации получаем с
помощью минимизации квадратичной части критерия качества в текущий момент вре-
мени. Мы применяем разработанный алгоритм к задаче стабилизации колебания двух
масс. Для этого находим параметрическое представление регулятора, который решает
данную задачу. Для проведения вычислительного эксперимента рассматриваем случай
зависимости регулятора от одного параметра при постоянном временном шаге. Резуль-
таты вычислительного эксперимента приведены в работе.
Ключевые слова: адаптивна стабiлiзацiя, параметризацiя керування, функцiя чут-
ливостi .

Pichkur V. V., Rogovchenko T. M.
On an adaptive method of regulator parameters adjustment at discrete time
points

Summary

We offer an adaptive method of regulator parameters correction at discrete points of time.

The method is based on the following idea: we choose the parameters of the parametric reg-

ulator at discrete moments of time minimizing the quality criterion. The criterion describes

Euclidean distance between the system trajectory and the equilibrium point. In order to

solve the minimization problem, we linearise the solution of the system in the neighbourhood

of the current parameter value via the sensitivity function. The sensitivity function depends

on the system solution. We calculate this function plugging the current system solution into

the right part of the differential matrix sensitivity equation. We obtain the method and

its modifications by minimizing the quadratic part of the quality criterion at the current

time. Further we apply the developed algorithm to the problem of stabilization of two-mass

oscillations. For this purpose we find the parametric representation of the proper regulator.

In computational experiment we use the case of one parameter regulator and the constant

time step. The results of the computational experiment are given in the last section of the

paper.

Key words: adaptive stabilization, control parametrization, sensitivity function.
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