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АСИМПТОТИКА ОДНОГО КЛАССА РЕШЕНИЙ
ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 𝑁-ГО
ПОРЯДКА С ПРАВИЛЬНО МЕНЯЮЩИМИСЯ
НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ

В настоящей работе для двучленного неавтономного обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения 𝑛-го порядка с правильно меняющимися нелинейностями устанавлива-
ются условия существования решений, для которых существует 𝑘 P t3, . . . , 𝑛u такое, что
p𝑛´𝑘q-я производная решения стремится к отличной от нуля константе при стремлении
аргумента к `8, а также асимптотические представления их производных до порядка
𝑛´ 1 включительно. При изучении данного вопроса возникают проблемы с установле-
нием асимптотики p𝑛´ 𝑘 ` 1q–й и последующих производных решения. В связи с этим
вводится класс, так называемых, 𝒫𝑘

`8p𝜆0q–решений, где ´8 ď 𝜆0 ď `8, и исследуется
вопрос о наличии и асимптотике 𝒫𝑘

`8p𝜆0q–решений в особых случаях, когда 𝜆0 “
𝑛´𝑗´1
𝑛´𝑗

,
𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1. Все остальные неособые случаи были исследованы в предыдущих
работах автора. Полученные результаты существенно дополняют исследования о суще-
ствовании решений такого вида в монографии И. Т. Кигурадзе и Т. А. Чантурия для
уравнений общего вида и дифференциальных уравнений типа Эмдена-Фаулера, в ко-
торых накладывается достаточно жесткое ограничение на p𝑛 ´ 𝑘 ` 1q–ю производную
решения.
MSC: 34D05, 34C11.
Ключевые слова: нелинейные дифференциальные уравнения, высший порядок, правиль-
но меняющиеся нелинейности, класс 𝒫𝑘

`8p𝜆0q–решений, условия существования, асимп-
тотика решений.

Введение. Рассмотрим дифференциальное уравнение

𝑦p𝑛q “ 𝛼𝑝p𝑡q
𝑛´1
ź

𝑗“0

𝜙𝑗p𝑦
p𝑗qq, p1.1q

в котором 𝑛 ě 3, 𝛼 P t´1,1u, 𝑝 : r𝑎,`8rÑs0, ` 8r — непрерывная функция,
𝑎 P R, 𝜙𝑗 : Δ𝑌𝑗 Ñs0;`8r — непрерывная и правильно меняющаяся при 𝑦p𝑗q Ñ 𝑌𝑗
функция порядка 𝜎𝑗 , 𝑗 “ 0,𝑛´ 1, Δ𝑌𝑗 — некоторая односторонняя окрестность
точки 𝑌𝑗 , 𝑌𝑗 P t0,˘8u∗.

Среди множества всех монотонных решений уравнения (1.1), заданных в
некоторой окрестности`8, выделим решения, для которых существует 𝑘 P t1, . . . , 𝑛u
такое, что

𝑦p𝑛´𝑘qp𝑡q “ 𝑐` 𝑜p1q p𝑐 ‰ 0q при 𝑡Ñ `8. p1.2𝑘q

∗При 𝑌𝑗 “ ˘8 здесь и далее будем полагать, что все числа из окрестности Δ𝑌𝑗

одного знака.
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Некоторые результаты о существовании степенных решений вида p1.2𝑘q были
получены в широко известной монографии И.Т. Кигурадзе и Т.А Чантурия [7]
в следствиях 8.2, 8.6, 8.12 [7, Гл. II, §8, стр. 207, 214, 223] и следствиях 9.3, 9.7
[7, Гл. II, §9, стр. 230, 233] для уравнений общего вида и теореме 16.9 [7, Гл. IV,
§16, стр. 321] для дифференциальных уравнений типа Эмдена-Фаулера. Однако
эти результаты обеспечивают достаточно жесткое ограничение на p𝑛 ´ 𝑘 ` 1q–ю
и последующие производные решения.

При 𝑘 “ 1,2 или в случае, когда пределы 𝜙𝑖p𝑦
p𝑖qq p𝑖 “ 𝑛´ 𝑘 ` 1,𝑛´ 2q при

𝑦p𝑖q Ñ 𝑌𝑖 равны положительным постоянным, вопрос о наличии решений вида
p1.2𝑘q у уравнения (1.1) и их асимптотике был решен в работах [4] и [8] без до-
полнительных ограничений на эти решения. В противном случае — в работе [10]
было введено следующее определение.

Определение. Решение 𝑦 дифференциального уравнения p1.1q будем при 𝑘 P
t3, . . . , 𝑛u называть 𝒫𝑘

`8p𝜆0q–решением, где ´8 ď 𝜆0 ď `8, если оно определено
на промежутке r𝑡0𝑘,`8rĂ r𝑎,`8r и удовлетворяет следующим условиям

lim
𝑡Ñ`8

𝑦p𝑛´𝑘qp𝑡q “ 𝑐 p𝑐 ‰ 0q, lim
𝑡Ñ`8

r𝑦p𝑛´1qp𝑡qs2

𝑦p𝑛´2qp𝑡q𝑦p𝑛qp𝑡q
“ 𝜆0. p1.3q

Из первого соотношения (1.3) непосредственно следует, что для таких реше-
ний имеют место следующие представления

𝑦p𝑙´1qp𝑡q “
𝑐𝑡𝑛´𝑙´𝑘`1

p𝑛´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1q!
r1` 𝑜p1qs p𝑙 “ 1, 𝑛´ 𝑘q при 𝑡Ñ `8 p1.4𝑘q

и 𝑐 P Δ𝑌𝑛´𝑘.
Из вида уравнения (1.1) становится очевидно, что 𝑦p𝑛qp𝑡q сохраняет знак в

некоторой окрестности `8. Тогда 𝑦p𝑛´𝑙qp𝑡q p𝑙 “ 1,𝑘 ´ 1q являются строго моно-
тонными функциями в окрестности `8 и в силу p1.2𝑘q могут стремиться только
к нулю при 𝑡Ñ `8. Поэтому также необходимо, чтобы

𝑌𝑗´1 “ 0 при 𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛. p1.5𝑘q

Всюду далее будем предполагать, что числа 𝜇𝑗 p𝑗 “ 0,𝑛´ 1q, определяемые
следующим образом:

𝜇𝑗 “

$

’

’

&

’

’

%

1, если 𝑌𝑗 “ `8,
либо 𝑌𝑗 “ 0 и Δ𝑌𝑗 ´ правая окрестность 0,

´1, если 𝑌𝑗 “ ´8,
либо 𝑌𝑗 “ 0 и Δ𝑌𝑗 ´ левая окрестность 0,

таковы, что

𝜇𝑗𝜇𝑗`1 ą 0 при 𝑗 “ 0,𝑛´ 𝑘 ´ 1, 𝜇𝑗𝜇𝑗`1 ă 0 при 𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 1,𝑛´ 2, p1.6𝑘q

𝛼𝜇𝑛´1 ă 0. p1.7𝑘q

Данные условия на 𝜇𝑗 p𝑗 “ 0,𝑛´ 1q и 𝛼 являются необходимыми для сущес-
твования у уравнения (1.1) 𝒫𝑘

`8p𝜆0q–решений, поскольку для каждого из них в
некоторой окрестности `8

sign 𝑦p𝑗qp𝑡q “ 𝜇𝑗 p𝑗 “ 0,𝑛´ 1q, sign 𝑦p𝑛qp𝑡q “ 𝛼.
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Кроме того, для таких решений из p1.4𝑘q следует, что

𝑌𝑗´1 “

"

`8, если 𝜇𝑛´𝑘 ą 0,
´8, если 𝜇𝑛´𝑘 ă 0,

при 𝑗 “ 1,𝑛´ 𝑘. p1.8𝑘q

Согласно работе [2] по своим асимптотическим свойствам множество всех
𝒫𝑘
`8p𝜆0q–решений уравнения (1.1) распадается на 𝑘 ` 1 непересекающихся под-

множеств, которые соответствуют следующим значениям параметра 𝜆0:

𝜆0 P Rz
!

0, 12 , . . . ,
𝑘´3
𝑘´2 ,1

)

, 𝜆0 “ ˘8, 𝜆0 “ 1,

𝜆0 “
𝑛´𝑗´1
𝑛´𝑗 , 𝑗 P t𝑛´ 𝑘 ` 2, . . . ,𝑛´ 1u.

Случай 𝜆0 P Rz
!

0, 12 , . . . ,
𝑘´3
𝑘´2 ,1

)

был исследован в работе [10], получены необ-

ходимые и достаточные условия существования у уравнения (1.1) 𝒫𝑘
`8p𝜆0q–решений.

Целью настоящей работы является установление необходимых и достаточных
условий существования у уравнения (1.1) 𝒫𝑘

`8p𝜆0q–решений p𝑘 P t3, . . . , 𝑛uq в
особых случаях, когда 𝜆0 “ 𝑛´𝑗´1

𝑛´𝑗 , 𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1, а также асимптотических
при 𝑡 Ñ `8 формул для всех их производных до порядка 𝑛 ´ 1 включительно.
Кроме того, решается вопрос о количестве таких решений.

Отметим, что в силу полученных результатов из работы В.М. Евтухова [2] ис-
следуемые решения уравнения (1.1) обладают следующими априорными асимп-
тотическими свойствами.

Лемма 1.1. Пусть 𝑘 P t3, . . . , 𝑛u и 𝑦 : r𝑡0𝑘,`8rÑ R — произвольное 𝒫𝑘
`8p𝜆0q–

решение уравнения p1.1q. Тогда если 𝜆0 “
𝑛´𝑖´1
𝑛´𝑖 для некоторого 𝑖 P t𝑛 ´ 𝑘 `

2, . . . ,𝑛´ 1u, то имеют место асимптотические при 𝑡Ñ `8 соотношения

𝑦p𝑙´1qp𝑡q „
𝑡𝑖´𝑙

p𝑖´ 𝑙q!
𝑦p𝑖´1qp𝑡q p𝑙 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑖´ 1q†, p1.9q

𝑦p𝑖qp𝑡q “ 𝑜

ˆ

𝑦p𝑖´1qp𝑡q

𝑡

˙

, p1.10q

𝑦p𝑙qp𝑡q „ p´1q𝑙´𝑖 p𝑙 ´ 𝑖q!

𝑡𝑙´𝑖
𝑦p𝑖qp𝑡q p𝑙 “ 𝑖` 1,𝑛q, p1.11q

причем в случае, когда 𝑖 “ 𝑛 ´ 1, соотношение p1.11q имеет место при допол-
нительном условии существования конечного или равного ˘8 lim

𝑡Ñ`8

𝑡𝑦p𝑛qp𝑡q
𝑦p𝑛´1qp𝑡q

.

В уравнении (1.1) каждая из функций 𝜙𝑗 p𝑗 “ 0,𝑛´ 1q, будучи правильно
меняющейся при 𝑦p𝑗q Ñ 𝑌𝑗 функцией порядка 𝜎𝑗 , представима (см. [9], гл.I, §1,
c.10) в виде

𝜙𝑗p𝑦
p𝑗qq “ |𝑦p𝑗q|𝜎𝑗𝐿𝑗p𝑦

p𝑗qq p𝑗 “ 0,𝑛´ 1q, p1.12q

где 𝐿𝑗 : Δ𝑌𝑗 Ñs0, ` 8r p𝑗 “ 0,𝑛´ 1q — медленно меняющаяся при 𝑦p𝑗q Ñ 𝑌𝑗
функция. Согласно определению и свойств медленно меняющихся функций

lim
𝑦p𝑗qÑ𝑌𝑗

𝑦p𝑗qPΔ𝑌𝑗

𝐿𝑗p𝜆𝑦
p𝑗qq

𝐿𝑗p𝑦p𝑗qq
“ 1 для любого 𝜆 ą 0 p𝑗 “ 0,𝑛´ 1q. p1.13q

†При 𝑖 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2 эти соотношения отсутствуют.
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Приведем две важные теоремы, на которых базируются основные положения
теории правильно и медленно меняющихся функций (см. [9], гл.I, §1, c.10).

Теорема 1.1 (о равномерной сходимости). Если 𝐿 : Δ𝑌0 Ñs0, ` 8r — мед-
ленно меняющаяся функция при 𝑦 Ñ 𝑌0, то предельное соотношение p1.13q вы-
полняется равномерно по 𝜆 на любом промежутке r𝑐,𝑑s Ăs0,`8r.

Теорема 1.2 (о представлении). Функция 𝐿 : Δ𝑌0 Ñs0,`8r является мед-
ленно меняющейся при 𝑦 Ñ 𝑌0 тогда и только тогда, когда для некоторого
𝑏 P Δ𝑌0 она представима в виде

𝐿p𝑦q “ 𝑐p𝑦q exp

¨

˝

𝑦ˆ

𝑏

𝜀p𝑡q

𝑡
𝑑𝑡

˛

‚ при 𝑦 P Δ𝑏𝑌0,

где Δ𝑏𝑌0 — односторонняя окрестность точки 𝑌0, содержащая точку 𝑏, 𝑐 —
измеримая на промежутке Δ𝑏𝑌0 функция такая, что 𝑐p𝑦q Ñ 𝑐0 Ps0, ` 8r при
𝑦 Ñ 𝑌0, и 𝜀 — непрерывная на Δ𝑏𝑌0 функция, стремящаяся к нулю при 𝑡Ñ `8.

В силу данной теоремы о представлении существуют непрерывно дифферен-
цируемые медленно меняющиеся функции 𝐿0𝑗 : Δ𝑌𝑗 Ñs0, ` 8r p𝑗 “ 0,𝑛´ 1q
такие, что

lim
𝑦p𝑗qÑ𝑌𝑗

𝑦p𝑗qPΔ𝑌𝑗

𝐿𝑗p𝑦
p𝑗qq

𝐿0𝑗p𝑦p𝑗qq
“ 1, lim

𝑦p𝑗qÑ𝑌𝑗

𝑦p𝑗qPΔ𝑌𝑗

𝑦p𝑗q𝐿10𝑗p𝑦
p𝑗qq

𝐿0𝑗p𝑦p𝑗qq
“ 0. p1.14q

Будем также говорить, что медленно меняющаяся при 𝑦 Ñ 𝑌0 функция 𝐿 :
Δ𝑌0 Ñs0,`8r удовлетворяет условию 𝑆0, если

𝐿
´

𝜇𝑒r1`𝑜p1qs ln |𝑦|
¯

“ 𝐿p𝑦qr1` 𝑜p1qs при 𝑦 Ñ 𝑌0 p𝑦 P Δ𝑌0q,

где 𝜇 “ sign 𝑦.
Условию 𝑆0 заведомо удовлетворяют функции 𝐿, имеющие конечный предел

при 𝑦 Ñ 𝑌0, а также функции вида

𝐿p𝑦q “ | ln |𝑦||𝛾1 , 𝐿p𝑦q “ | ln |𝑦||𝛾1 | ln | ln |𝑦|||𝛾2 ,

где 𝛾1,𝛾2 ‰ 0, и многие другие.

Замечание 1.1. Если медленно меняющаяся при 𝑦 Ñ 𝑌0 функция 𝐿 : Δ𝑌0 Ñ
s0, ` 8r удовлетворяет условию 𝑆0, то для любой медленно меняющейся при
𝑦 Ñ 𝑌0 функции 𝑙 : Δ𝑌0 Ñs0,`8r

𝐿p𝑦𝑙p𝑦qq “ 𝐿p𝑦qr1` 𝑜p1qs при 𝑦 Ñ 𝑌0 p𝑦 P Δ𝑌0q.

Справедливость данного утверждения непосредственно следует из сформу-
лированных выше теоремы 1.1 о равномерной сходимости и теоремы 1.2 о пред-
ставлении медленно меняющихся функций.

Замечание 1.2 (см. [6]). Если медленно меняющаяся при 𝑦 Ñ 𝑌0 функция
𝐿 : Δ𝑌0 Ñs0, `8r удовлетворяет условию 𝑆0, а функция 𝑦 : r𝑡0, `8rÝÑ Δ𝑌0 —
непрерывно дифференцируемая и такая, что

lim
𝑡Ñ`8

𝑦p𝑡q “ 𝑌0,
𝑦1p𝑡q

𝑦p𝑡q
“
𝜉1p𝑡q

𝜉p𝑡q
r𝑟 ` 𝑜p1qs при 𝑡Ñ `8,
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где 𝑟 — отличная от нуля вещественная постоянная, 𝜉 — непрерывно диффе-
ренцируемая в некоторой окрестности `8 вещественная функция, для которой
𝜉1p𝑡q ‰ 0, то

𝐿p𝑦p𝑡qq “ 𝐿 p𝜇|𝜉p𝑡q|𝑟q r1` 𝑜p1qs при 𝑡Ñ `8,

где 𝜇 “ sign 𝑦p𝑡q в некоторой окрестности `8.
Замечание 1.3 (см. [3]). Если медленно меняющаяся при 𝑦 Ñ 𝑌0 функция

𝐿 : Δ𝑌0 Ñs0,`8r удовлетворяет условию 𝑆0, а функция 𝑟 : Δ𝑌0ˆ𝐾 Ñ R, где 𝐾
— компакт в R𝑛, такая, что

lim
𝑦ÑΔ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝑟p𝑧,𝑣q “ 0 равномерно по 𝑣 P 𝐾,

то

lim
𝑦ÑΔ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝐿p𝑣𝑒r1`𝑟p𝑧,𝑣qs ln |𝑧|q

𝐿p𝑧q
“ 1 равномерно по 𝑣 P 𝐾, где 𝑣 “ sign 𝑧.

Основные результаты.
Прежде всего покажем, что для уравнения (1.1) справедливо следующее утвер-

ждение.
Теорема 2.1. Если 𝑘 P t4, . . . ,𝑛u, то уравнение p1.1q не имеет 𝒫𝑘

`8

´

𝑛´𝑖´1
𝑛´𝑖

¯

–
решений при 𝑖 P t𝑛´ 𝑘 ` 3, . . . ,𝑛´ 1u.

Доказательство теоремы 2.1. Действительно, пусть 𝑦 : r𝑡0𝑘, ` 8rÑ Δ𝑌0

— произвольное 𝒫𝑘
`8

´

𝑛´𝑖´1
𝑛´𝑖

¯

–решение уравнения (1.1) для некоторого 𝑖 P t𝑛 ´
𝑘 ` 3, . . . ,𝑛´ 1u. Тогда из соотношения (1.10) непосредственно следует, что

𝑦p𝑖´1qp𝑡q „ 𝑡𝑜p1q при 𝑡Ñ `8, 𝑖 P t𝑛´ 𝑘 ` 3, . . . ,𝑛´ 1u,

а это вместе с соотношениями (1.9) противоречит условию p1.5𝑘q.

Далее рассмотрим случай, когда 𝑘 P t3, . . . ,𝑛u и 𝜆0 “ 𝑘´3
𝑘´2 . В этом случае для

𝒫𝑘
`8

´

𝑘´3
𝑘´2

¯

–решений справедливы утверждения леммы 1.1 при 𝑖 “ 𝑛 ´ 𝑘 ` 2 и
поэтому имеют место асимптотические при 𝑡Ñ `8 соотношения

𝑦p𝑛´𝑘`2qp𝑡q “ 𝑜
´

𝑦p𝑛´𝑘`1q
p𝑡q

𝑡

¯

, p2.1q

𝑦p𝑙qp𝑡q „ p´1q𝑙´𝑛`𝑘´2 p𝑙 ´ 𝑛` 𝑘 ´ 2q!

𝑡𝑙´𝑛`𝑘´2
𝑦p𝑛´𝑘`2qp𝑡q p𝑙 “ 𝑛´ 𝑘 ` 3,𝑛q, p2.2q

причем при 𝑘 “ 3 соотношение (2.2) имеет место при дополнительном условии
существования lim

𝑡Ñ`8

𝑡𝑦p𝑛qp𝑡q
𝑦p𝑛´1qp𝑡q

.

Из p2.2q непосредственно следует, что при 𝑡 Ps𝑎,`8r справедливы неравенства

p´1q𝑗´𝑛`𝑘´2𝜇𝑗𝜇𝑛´𝑘`2 ą 0 p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 3,𝑛´ 1q, p´1q𝑘´2𝛼𝜇𝑛´𝑘`2 ą 0 p2.3𝑘q

и имеют место асимптотические при 𝑡Ñ `8 соотношения

𝑦p𝑗`1qp𝑡q

𝑦p𝑗qp𝑡q
“
𝑛´ 𝑗 ´ 𝑘 ` 1

𝑡
r1` 𝑜p1qs p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1q. p2.4q
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Кроме фактов, указанных в введении, о правильно и медленно меняющихся
при 𝑦p𝑗q Ñ 𝑌𝑗 p𝑗 “ 0,𝑛´ 1q функциях, для изучения случая 𝜆0 “

𝑘´3
𝑘´2 будут

использоваться при 𝑘 P t3, . . . ,𝑛u следующие вспомогательные обозначения:

𝛾𝑘 “ 1´
𝑛´1
ř

𝑗“𝑛´𝑘`2

𝜎𝑗 , 𝜈𝑘 “
𝑛´1
ř

𝑗“𝑛´𝑘`2

𝜎𝑗p𝑛´ 𝑗 ´ 𝑘 ` 2q ` 𝑘 ´ 3,

𝑀𝑘p𝑐q “
𝑛´𝑘
ś

𝑗“1

ˇ

ˇ

ˇ

𝑐
p𝑛´𝑗´𝑘`1q!

ˇ

ˇ

ˇ

𝜎𝑗´1

, 𝐶𝑘 “

𝑛´1
ś

𝑗“𝑛´𝑘`3

pp𝑗´𝑛`𝑘´2q!q𝜎𝑗

p𝑘´2q! ,

𝐼𝑘p𝑡q “ 𝜙𝑛´𝑘p𝑐q𝑀𝑘p𝑐q
�́�

𝐴0𝑘

𝑝p𝜏q𝜏𝜈𝑘

𝑛´𝑘´1
ś

𝑗“0

𝜙𝑗

`

𝜇𝑗𝜏
𝑛´𝑘´𝑗

˘

𝑛´1
ś

𝑗“𝑛´𝑘`2

𝐿𝑗

`

𝜇𝑗𝜏
𝑛´𝑘´𝑗`1

˘

𝑑𝜏,

𝐼1𝑘p𝑡q“
�́�

𝐴1𝑘

|𝐼𝑘p𝜏q|
1
𝛾𝑘 𝑑𝜏,

где 𝐴0𝑘 p𝐴1𝑘q выбирается равным числу 𝑎0𝑘 ě 𝑎 (𝑎1𝑘 ě 𝑎0𝑘) (справа от которого
подынтегральная функция непрерывна), если при этом значении предела инте-
грирования соответствующий интеграл стремится к `8 при 𝑡 Ñ `8, и равным
`8, если при таком значении предела интегрирования он стремится к нулю при
𝑡Ñ `8.

Теорема 2.2. Пусть 𝑘 P t4, . . . , 𝑛u, 𝛾𝑘 R t0,𝜎𝑛´𝑘`1u и медленно меняющиеся
при 𝑦p𝑗q Ñ 𝑌𝑗 функции 𝐿𝑗 p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1q удовлетворяют условию 𝑆0.
Для существования у уравнения p1.1q 𝒫𝑘

`8

´

𝑘´3
𝑘´2

¯

–решений необходимо, чтобы
𝑐 P Δ𝑌𝑛´𝑘, наряду с p1.5𝑘q ´ p1.8𝑘q выполнялись условия

lim
𝑡Ñ`8

𝑡𝐼 1𝑘p𝑡q

𝐼𝑘p𝑡q
“ ´𝛾𝑘, lim

𝑡Ñ`8

𝑡𝐼 11𝑘p𝑡q

𝐼1𝑘p𝑡q
“ 0, lim

𝑡Ñ`8
|𝐼1𝑘p𝑡q|

𝛾𝑘
𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1 “ 0 p2.5𝑘q

и были справедливы при 𝑡 Ps𝑎,`8r неравенства p2.3𝑘q и

𝛾𝑘𝐼𝑘p𝑡q ă 0,
𝛾𝑘 ´ 𝜎𝑛´𝑘`1

𝛾𝑘
𝐼1𝑘p𝑡q ă 0. p2.6𝑘q

Более того, для каждого такого решения, помимо p1.2𝑘q и p1.4𝑘q, имеют место
при 𝑡Ñ `8 асимптотические представления

|𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q|𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝐿𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq
“ |𝛾𝑘𝐶𝑘|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝛾𝑘 ´ 𝜎𝑛´𝑘`1

𝛾𝑘
𝐼1𝑘p𝑡q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝛾𝑘

r1` 𝑜p1qs, p2.7𝑘q

𝑦p𝑗qp𝑡q “ p´1q𝑗´𝑛`𝑘´2 p𝑗´𝑛`𝑘´2q!
𝑡𝑗´𝑛`𝑘´2

𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝐼11𝑘p𝑡q
𝐼1𝑘p𝑡q

𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qr1` 𝑜p1qs

p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1q.
p2.8𝑘q

Здесь в теореме 2.2 асимптотическое при 𝑡Ñ `8 представление p2.7𝑘q записа-
но в неявном виде. Следующая теорема указывает дополнительные ограничения,
при которых асимптотические при 𝑡 Ñ `8 представления 𝒫𝑘

`8

´

𝑘´3
𝑘´2

¯

–решений
уравнения (1.1) и их производные до порядка 𝑛 ´ 1 включительно могут быть
записаны в явном виде.
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Теорема 2.3. Пусть соблюдаются условия теоремы 2.2 и медленно меняю-
щаяся при 𝑦p𝑛´𝑘`1q Ñ 𝑌𝑛´𝑘`1 функция 𝐿𝑛´𝑘`1 удовлетворяет условию 𝑆0. Тогда
в случае наличия у уравнения p1.1q 𝒫𝑘

`8

´

𝑘´3
𝑘´2

¯

–решений выполняется условие

`8´
𝑎˚𝑘

ˇ

ˇ

ˇ
𝐿𝑛´𝑘`1

´

𝜇𝑛´𝑘`1 |𝐼1𝑘p𝜏q|
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

¯
ˇ

ˇ

ˇ

1
𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

|𝐼1𝑘p𝜏q|
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1 𝑑𝜏ă`8, p2.9𝑘q

где 𝑎˚𝑘 ě 𝑎1𝑘 такое, что 𝜇𝑛´𝑘`1 |𝐼1𝑘p𝑡q|
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1 P Δ𝑌𝑛´𝑘`1 при 𝑡 ě 𝑎˚𝑘, и
для каждого из таких решений имеют место асимптотические при 𝑡 Ñ `8

представления p1.4𝑘q, p2.8𝑘q и

𝑦p𝑛´𝑘qp𝑡q “ 𝑐` 𝜇𝑛´𝑘`1𝑊𝑘p𝑡qr1` 𝑜p1qs, p2.10𝑘q

𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q “ 𝜇𝑛´𝑘`1𝑊
1
𝑘p𝑡qr1` 𝑜p1qs, p2.11𝑘q

где

𝑊𝑘p𝑡q “
�́�

`8

ˇ

ˇ

ˇ
𝛾𝑘𝐶𝑘𝐿𝑛´𝑘`1

´

𝜇𝑛´𝑘`1 |𝐼1𝑘p𝜏q|
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

¯ˇ

ˇ

ˇ

1
𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

ˆ

ˆ

ˇ

ˇ

ˇ

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝛾𝑘
𝐼1𝑘p𝜏q

ˇ

ˇ

ˇ

𝛾𝑘
𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1 𝑑𝜏.

В следующей теореме приводятся достаточные условия наличия у уравнения
(1.1) 𝒫𝑘

`8

´

𝑘´3
𝑘´2

¯

–решений с указанными в теореме 2.3 асимптотическими пред-
ставлениями.

Теорема 2.4. Пусть 𝑘 P t4, . . . , 𝑛u, 𝛾𝑘 R t0,𝜎𝑛´𝑘`1u, 𝑐 P Δ𝑌𝑛´𝑘, выполняются
условия p1.5𝑘q ´ p1.8𝑘q, p2.3𝑘q, p2.5𝑘q, p2.6𝑘q, p2.9𝑘q и медленно меняющиеся при
𝑦p𝑗q Ñ 𝑌𝑗 функции 𝐿𝑗 p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 1,𝑛´ 1q удовлетворяют условию 𝑆0. Пусть,
кроме того, выполняется неравенство 𝜎𝑛´1 ‰ 1 и алгебраическое относительно
𝜌 уравнение

𝑛´3
ř

𝑗“𝑛´𝑘`1

p2´ 𝑘q𝜎𝑗
𝑗
ś

𝑙“𝑛´𝑘`2

p𝜌` p𝑛´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1qq
𝑛´2
ś

𝑙“𝑗`1

p𝑛´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1q “

“ p𝜌` p2´ 𝑘qp𝜎𝑛´1 ´ 1qq
𝑛´2
ś

𝑙“𝑛´𝑘`2

p𝜌` p𝑛´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1qq

p2.12q

не имеет корней с нулевой действительной частью. Тогда у уравнения p1.1q
существует p𝑛 ´ 𝑘 ` 𝑚 ` 1q–параметрическое семейство 𝒫𝑘

`8

´

𝑘´3
𝑘´2

¯

–решений
с асимптотическими при 𝑡 Ñ `8 представлениями p1.4𝑘q, p2.8𝑘q, p2.10𝑘q и
p2.11𝑘q, где 𝑚 — число корней (с учетом кратных) алгебраического уравнения
p2.12q с отрицательными действительными частями.

Доказательство теорем 2.2–2.3. Пусть 𝑦 : r𝑡0𝑘,`8rÑ Δ𝑌0 – произвольное
𝒫𝑘
`8

´

𝑘´3
𝑘´2

¯

–решение уравнения (1.1). Тогда, как было установлено перед форму-
лировками теорем, 𝑐 P Δ𝑌𝑛´𝑘, справедливо p1.5𝑘q ´ p1.8𝑘q, при 𝑡 P r𝑡0𝑘, ` 8r
выполняются неравенства p2.3𝑘q и имеют место асимптотические при 𝑡 Ñ `8

представления p1.2𝑘q и p1.4𝑘q. Из p1.4𝑘q также следует, что

𝑦p𝑗`1qp𝑡q

𝑦p𝑗qp𝑡q
“
𝑛´ 𝑗 ´ 𝑘

𝑡
r1` 𝑜p1qs p𝑗 “ 0,𝑛´ 𝑘 ´ 1q при 𝑡Ñ `8.
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Учитывая представления (1.12) правильно меняющихся при 𝑡 Ñ `8 функ-
ций 𝜙𝑗p𝑦

p𝑗qq при 𝑗 “ 0,𝑛´ 𝑘 ´ 1 и справедливость выполнения соотношений (1.13)
равномерно по 𝜆 на любом отрезке r𝑑1,𝑑2s Ăs0,`8r, имеем

𝜙𝑗´1

´

𝑐𝑡𝑛´𝑗´𝑘`1

p𝑛´𝑗´𝑘`1q! r1` 𝑜p1qs
¯

“

ˇ

ˇ

ˇ

𝑐𝑡𝑛´𝑗´𝑘`1

p𝑛´𝑗´𝑘`1q! r1` 𝑜p1qs
ˇ

ˇ

ˇ

𝜎𝑗´1

ˆ

ˆ𝐿𝑗´1

´

𝑐𝑡𝑛´𝑗´𝑘`1

p𝑛´𝑗´𝑘`1q! r1` 𝑜p1qs
¯

“

ˇ

ˇ

ˇ

𝑐
p𝑛´𝑗´𝑘`1q!

ˇ

ˇ

ˇ

𝜎𝑗´1

𝑡p𝑛´𝑗´𝑘`1q𝜎𝑗´1ˆ

ˆ𝐿𝑗´1

`

𝜇𝑗´1𝑡
𝑛´𝑗´𝑘`1

˘

r1` 𝑜p1qs “
ˇ

ˇ

ˇ

𝑐
p𝑛´𝑗´𝑘`1q!

ˇ

ˇ

ˇ

𝜎𝑗´1

ˆ

ˆ𝜙𝑗´1p𝜇𝑗´1𝑡
𝑛´𝑗´𝑘`1qr1` 𝑜p1qs p𝑗 “ 1,𝑛´ 𝑘q при 𝑡Ñ `8.

Тогда подставив решение вместе с производными до порядка 𝑛´𝑘 включительно
в (1.1), при 𝑡Ñ `8 получим

𝑦p𝑛qp𝑡q
𝑛´1
ś

𝑗“𝑛´𝑘`1

𝜙𝑗p𝑦p𝑗qp𝑡qq

“ 𝛼𝑀𝑘p𝑐q𝑝p𝑡q𝜙𝑛´𝑘p𝑐q
𝑛´𝑘´1
ź

𝑗“0

𝜙𝑗

`

𝜇𝑗𝑡
𝑛´𝑘´𝑗

˘

r1` 𝑜p1qs. p2.13q

Из соотношений p2.4q и замечания 1.2 следует, что для медленно меняющихся
при 𝑡 Ñ `8 функций 𝐿𝑗 p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1q, удовлетворяющих условию 𝑆0,
имеют место представления

𝐿𝑗p𝑦
p𝑗qp𝑡qq “ 𝐿𝑗p𝜇𝑗𝑡

𝑛´𝑘´𝑗`1qr1` 𝑜p1qs p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1q при 𝑡Ñ `8.

Учитывая (1.12) и эти представления, перепишем (2.13) в виде

𝑦p𝑛qp𝑡q

|𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q|
𝜎𝑛´𝑘`1𝐿𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

𝑛´1
ś

𝑗“𝑛´𝑘`2
|𝑦p𝑗qp𝑡q|

𝜎𝑗𝐿𝑗p𝜇𝑗𝑡𝑛´𝑘´𝑗`1q

“

“ 𝛼𝑀𝑘p𝑐q𝑝p𝑡q𝜙𝑛´𝑘p𝑐q
𝑛´𝑘´1
ś

𝑗“0

𝜙𝑗

`

𝜇𝑗𝑡
𝑛´𝑘´𝑗

˘

r1` 𝑜p1qs.

Отсюда, учитывая то, что согласно (2.4), при 𝑡Ñ `8

𝑦p𝑛qp𝑡q “
𝑦p𝑛qp𝑡q

𝑦p𝑛´1qp𝑡q
ˆ . . .ˆ

𝑦p𝑛´𝑘`4qp𝑡q

𝑦p𝑛´𝑘`3qp𝑡q
𝑦p𝑛´𝑘`3qp𝑡q „

p´1q𝑘´3p𝑘 ´ 2q!

𝑡𝑘´3
𝑦p𝑛´𝑘`3qp𝑡q,

получим с учетом (1.12), (2.2) и введённых обозначений, следующее соотношение
при 𝑡Ñ `8

𝑦p𝑛´𝑘`3qp𝑡q
ˇ

ˇ𝑦p𝑛´𝑘`2qp𝑡q
ˇ

ˇ

𝛾𝑘´1

ˇ

ˇ𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q
ˇ

ˇ

𝜎𝑛´𝑘`1 𝐿𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq
“ p´1q𝑘´3𝛼𝐶𝑘𝐼

1
𝑘p𝑡qr1` 𝑜p1qs. p2.14q

Согласно (1.12) и тереме 1.2 о представлении существует непрерывно диффе-
ренцируемая медленно меняющаяся при 𝑦p𝑗q Ñ 𝑌𝑗 функция 𝐿0𝑛´𝑘`1 : Δ𝑌𝑛´𝑘`1 Ñ

s0;`8r, удовлетворяющая условиям (1.14). В силу этих условий, (2.1) и (2.4) име-
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ем
ˆ

|𝑦p𝑛´𝑘`2q
p𝑡q|

𝛾𝑘

|𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q|
𝜎𝑛´𝑘`1𝐿0𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

˙1

“
𝜇𝑛´𝑘`2𝑦

p𝑛´𝑘`3q
p𝑡q|𝑦p𝑛´𝑘`2q

p𝑡q|
𝛾𝑘´1

|𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q|
𝜎𝑛´𝑘`1𝐿0𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

ˆ

ˆ

„

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1
𝑦p𝑛´𝑘`2q

p𝑡q
𝑦p𝑛´𝑘`3qp𝑡q

𝑦p𝑛´𝑘`2q
p𝑡q

𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q
´

𝑦p𝑛´𝑘`2q
p𝑡q

𝑦p𝑛´𝑘`3qp𝑡q
𝑦p𝑛´𝑘`2q

p𝑡q
𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q

𝑦p𝑛´𝑘`1q
p𝑡q𝐿10𝑛´𝑘`1p𝑦

p𝑛´𝑘`1q
p𝑡qq

𝐿0𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq



“

“
𝑦p𝑛´𝑘`3q

p𝑡q|𝑦p𝑛´𝑘`2q
p𝑡q|

𝛾𝑘´1

|𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q|
𝜎𝑛´𝑘`1𝐿0𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

r𝜇𝑛´𝑘`2𝛾𝑘 ` 𝑜p1qs.

p2.15q
Отсюда следует, что (2.14) может быть переписано в виде
˜

ˇ

ˇ𝑦p𝑛´𝑘`2qp𝑡q
ˇ

ˇ

𝛾𝑘

ˇ

ˇ𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q
ˇ

ˇ

𝜎𝑛´𝑘`1 𝐿0𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

¸1

“ 𝜇𝑛´𝑘`2𝛾𝑘p´1q
𝑘´3𝛼𝐶𝑘𝐼

1
𝑘p𝑡q r1`𝑜p1qs.

Интегрируя данное соотношение на промежутке от 𝑡0𝑘 до 𝑡, получим при 𝑡Ñ `8

ˇ

ˇ𝑦p𝑛´𝑘`2qp𝑡q
ˇ

ˇ

𝛾𝑘

ˇ

ˇ𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q
ˇ

ˇ

𝜎𝑛´𝑘`1 𝐿0𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq
“ 𝐶`𝜇𝑛´𝑘`2𝛾𝑘p´1q

𝑘´3𝛼𝐶𝑘𝐼𝑘p𝑡q r1`𝑜p1qs,

где 𝐶 — некоторая вещественная постоянная.
Используя (2.15) несложно показать, что константа 𝐶 “ 0 и тогда при 𝑡Ñ `8

|𝑦p𝑛´𝑘`2q
p𝑡q|

𝛾𝑘

|𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q|
𝜎𝑛´𝑘`1𝐿0𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

“ 𝜇𝑛´𝑘`2𝛾𝑘p´1q
𝑘´3𝛼𝐶𝑘𝐼𝑘p𝑡qr1` 𝑜p1qs. p2.16q

Отсюда непосредственно следует, что ввиду последнего неравенства p2.3𝑘q вы-
полняется первое неравенство из p2.6𝑘q. Кроме того, ввиду первого соотношения
(1.14) и (2.14), имеем

𝑦p𝑛´𝑘`3qp𝑡q

𝑦p𝑛´𝑘`2qp𝑡q
„

𝐼 1𝑘p𝑡q

𝛾𝑘𝐼𝑘p𝑡q
при 𝑡Ñ `8 p2.17q

и, учитывая (2.4), получаем справедливость первого предельного соотношения
из p2.5𝑘q. Из (2.16) также следует, что

𝑦p𝑛´𝑘`2q
p𝑡q

|𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q|
𝜎𝑛´𝑘`1

𝛾𝑘 𝐿

1
𝛾𝑘
0𝑛´𝑘`1p𝑦

p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

“ 𝜇𝑛´𝑘`2 |𝛾𝑘𝐶𝑘𝐼𝑘p𝑡q|
1
𝛾𝑘 r1` 𝑜p1qs. p2.18q

Так как
˜

|𝑦p𝑛´𝑘`1q
p𝑡q|

1´
𝜎𝑛´𝑘`1

𝛾𝑘

𝐿

1
𝛾𝑘
0𝑛´𝑘`1p𝑦

p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

¸1

“
𝜇𝑛´𝑘`1𝑦

p𝑛´𝑘`2q
p𝑡q|𝑦p𝑛´𝑘`1q

p𝑡q|
´

𝜎𝑛´𝑘`1
𝛾𝑘

𝐿

1
𝛾𝑘
0𝑛´𝑘`1p𝑦

p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

ˆ

ˆ

„

1´
𝜎𝑛´𝑘`1

𝛾𝑘
´ 1

𝛾𝑘

𝑦p𝑛´𝑘`1q
p𝑡q𝐿10𝑛´𝑘`1p𝑦

p𝑛´𝑘`1q
p𝑡qq

𝐿0𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq



“

“
𝜇𝑛´𝑘`1𝑦

p𝑛´𝑘`2q
p𝑡q|𝑦p𝑛´𝑘`1q

p𝑡q|
´

𝜎𝑛´𝑘`1
𝛾𝑘

𝐿

1
𝛾𝑘
0𝑛´𝑘`1p𝑦

p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

”

1´
𝜎𝑛´𝑘`1

𝛾𝑘
` 𝑜p1q

ı

при 𝑡Ñ `8,

то из (2.18) с учетом p1.6𝑘q получаем, что при 𝑡Ñ `8

˜

|𝑦p𝑛´𝑘`1q
p𝑡q|

1´
𝜎𝑛´𝑘`1

𝛾𝑘

𝐿

1
𝛾𝑘
0𝑛´𝑘`1p𝑦

p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

¸1

“
𝜎𝑛´𝑘`1´𝛾𝑘

𝛾𝑘
|𝛾𝑘𝐶𝑘𝐼𝑘p𝑡q|

1
𝛾𝑘 r1` 𝑜p1qs.
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Интегрируя данное соотношение на промежутке от 𝑡0𝑘 до 𝑡, получим

ˇ

ˇ𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q
ˇ

ˇ

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1
𝛾𝑘

𝐿
1
𝛾𝑘

0𝑛´𝑘`1p𝑦
p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

“
𝜎𝑛´𝑘`1 ´ 𝛾𝑘

𝛾𝑘
|𝛾𝑘𝐶𝑘|

1
𝛾𝑘 𝐼1𝑘p𝑡q r1` 𝑜p1qs при 𝑡Ñ `8.

Отсюда непосредственно следует, что выполняется второе неравенство p2.6𝑘q и
имеет место асимптотическое при 𝑡Ñ `8 соотношение p2.7𝑘q. Отсюда же, ввиду
первого соотношения (1.14) и (2.18), имеем

𝑦p𝑛´𝑘`2qp𝑡q

𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q
„

𝛾𝑘𝐼
1
1𝑘p𝑡q

p𝛾𝑘 ´ 𝜎𝑛´𝑘`1q 𝐼1𝑘p𝑡q
при 𝑡Ñ `8 p2.19q

и, учитывая (2.1), получаем справедливость второго и третьего предельного со-
отношения из p2.5𝑘q, а также асимптотические при 𝑡 Ñ `8 соотношения p2.8𝑘q.
Таким образом, доказаны утверждения теоремы 2.2.

Допустим теперь дополнительно, что медленно меняющаяся при 𝑡 Ñ `8

функция 𝐿𝑛´𝑘`1 удовлетворяет условию 𝑆0. Тогда согласно (2.19) и замечанию
1.2

𝐿𝑛´𝑘`1

´

𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q
¯

“ 𝐿𝑛´𝑘`1

´

𝜇𝑛´𝑘`1 |𝐼1𝑘p𝑡q|
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

¯

r1`𝑜p1qs при 𝑡Ñ `8.

Поэтому из p2.7𝑘q следует, что имеют место асимптотические при 𝑡 Ñ `8 соот-
ношения p2.11𝑘q.

Проинтегрировав p2.11𝑘q на r𝑡˚𝑘,𝑡s, где 𝑡˚𝑘 “ maxt𝑎˚𝑘,𝑡0𝑘u, имеем

𝑦p𝑛´𝑘qp𝑡q“𝑦p𝑛´𝑘qp𝑡˚𝑘q`𝜇𝑛´𝑘`1

�́�

𝑡˚𝑘

ˇ

ˇ

ˇ
𝛾𝑘𝐶𝑘𝐿𝑛´𝑘`1

´

𝜇𝑛´𝑘`1 |𝐼1𝑘p𝜏q|
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

¯̌

ˇ

ˇ

1
𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

ˆ

ˆ

ˇ

ˇ

ˇ

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝛾𝑘
𝐼1𝑘p𝜏q

ˇ

ˇ

ˇ

𝛾𝑘
𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

r1` 𝑜p1qs𝑑𝜏 при 𝑡Ñ `8.

В силу первого из условий (1.3)

lim
𝑡Ñ`8

�́�

𝑡˚𝑘

ˇ

ˇ

ˇ
𝛾𝑘𝐶𝑘𝐿𝑛´𝑘`1

´

𝜇𝑛´𝑘`1 |𝐼1𝑘p𝜏q|
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

¯
ˇ

ˇ

ˇ

1
𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

ˆ

ˆ

ˇ

ˇ

ˇ

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝛾𝑘
𝐼1𝑘p𝜏q

ˇ

ˇ

ˇ

𝛾𝑘
𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

r1` 𝑜p1qs𝑑𝜏 “ const

и тогда по признаку сравнения верно p2.9𝑘q. Используя предложение 6 из мо-
нографии [1] (гл.V, §3, с.293) об асимптотическом вычислении интегралов, для
p𝑛´ 𝑘q–й производной решения получим представление p2.10𝑘q.

Таким образом, асимптотические при 𝑡 Ñ `8 соотношения p1.2𝑘q и p2.7𝑘q
приняли вид p2.10𝑘q и p2.11𝑘q. Теоремы 2.2–2.3 доказаны.

Доказательство теоремы 2.4. Покажем, что для данного 𝑐 из условия тео-
ремы у уравнения (1.1) существует хотя бы одно 𝒫𝑘

`8

´

𝑘´3
𝑘´2

¯

–решение, заданное
на некотором промежутке r𝑡0𝑘,`8rĂ r𝑎,`8r, допускающее при 𝑡Ñ `8 асимпто-
тические представления p1.4𝑘q, p2.8𝑘q, p2.10𝑘q и p2.11𝑘q, а также выясним вопрос
о количестве таких решений.



38 Корепанова Е. С.

Применяя к уравнению (1.1) преобразование

𝑦p𝑙´1qp𝑡q “ 𝑐𝑡𝑛´𝑙´𝑘`1

p𝑛´𝑙´𝑘`1q! r1` 𝑣𝑙p𝑡qs p𝑙 “ 1, 𝑛´ 𝑘q,

𝑦p𝑛´𝑘qp𝑡q “ 𝑐` 𝜇𝑛´𝑘`1𝑊𝑘p𝑡qr1` 𝑣𝑛´𝑘`1p𝑡qs,

𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q “ 𝜇𝑛´𝑘`1𝑊
1
𝑘p𝑡qr1` 𝑣𝑛´𝑘`2p𝑡qs,

𝑦p𝑙´1qp𝑡q “ p´1q𝑙´𝑛`𝑘´3𝜇𝑛´𝑘`1
p𝑙´𝑛`𝑘´3q!
𝑡𝑙´𝑛`𝑘´3

𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝐼11𝑘p𝑡q
𝐼1𝑘p𝑡q

𝑊 1
𝑘p𝑡qr1` 𝑣𝑙p𝑡qs

p𝑙 “ 𝑛´ 𝑘 ` 3,𝑛q,

p2.20q

получим систему дифференциальных уравнений

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

𝑣1𝑙 “
𝑛´𝑙´𝑘`1

𝑡 r´𝑣𝑙 ` 𝑣𝑙`1s p𝑙 “ 1, 𝑛´ 𝑘 ´ 1q,
𝑣1𝑛´𝑘 “

1
𝑡

`𝜇𝑛´𝑘`1

𝑐 𝑊𝑘p𝑡q r1` 𝑣𝑛´𝑘`1s ´ 𝑣𝑛´𝑘

˘

,

𝑣1𝑛´𝑘`1 “
𝑊 1

𝑘p𝑡q
𝑊𝑘p𝑡q

r´𝑣𝑛´𝑘`1 ` 𝑣𝑛´𝑘`2s,

𝑣1𝑛´𝑘`2 “
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝐼11𝑘p𝑡q
𝐼1𝑘p𝑡q

r1` 𝑣𝑛´𝑘`3s ´
𝑊2𝑡q
𝑊 1

𝑘p𝑡q
r1` 𝑣𝑛´𝑘`2s,

𝑣1𝑙 “ ´
𝑛´𝑙´𝑘`3

𝑡 r1` 𝑣𝑙s ´ ℎp𝑡q r1` 𝑣𝑙s `
𝑛´𝑙´𝑘`2

𝑡 r1` 𝑣𝑙`1s ´
𝑊2

𝑘 p𝑡q
𝑊 1

𝑘p𝑡q
r1` 𝑣𝑙s

p𝑙 “ 𝑛´ 𝑘 ` 3, 𝑛´ 1q,

𝑣1𝑛 “
1
𝑡

”

𝑘 ´ 3´ 𝑡ℎp𝑡q ´
𝑡𝑊2

𝑘 p𝑡q
𝑊 1

𝑘p𝑡q

ı

r1` 𝑣𝑛s`

`
𝛼𝑝p𝑡q𝜙0

´

𝑐𝑡𝑛´𝑘

p𝑛´𝑘q! r1`𝑣1s
¯

...𝜙𝑛´1

ˆ

p´1q𝑘´3𝜇𝑛´𝑘`1
p𝑘´3q!

𝑡𝑘´3
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝐼11𝑘p𝑡q

𝐼1𝑘p𝑡q
𝑊 1

𝑘p𝑡qr1`𝑣𝑛s

˙

𝜇𝑛´𝑘`1p´1q𝑘´3 p𝑘´3q!

𝑡𝑘´3
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝐼1
1𝑘
p𝑡q𝑊 1

𝑘
p𝑡q

𝐼1𝑘p𝑡q

,

p2.21q

где ℎp𝑡q “ 𝐼21𝑘p𝑡q𝐼1𝑘p𝑡q´𝐼121𝑘p𝑡q
𝐼11𝑘p𝑡q𝐼1𝑘p𝑡q

, 𝑡ℎp𝑡q Ñ ´1 при 𝑡Ñ `8.

Рассмотрим её на множестве Ω𝑛 “ r𝑡0𝑘,`8rˆR𝑛
1
2

, где R𝑛
1
2

“ tp𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q P R𝑛 :

|𝑣𝑗 | ď
1
2 , 𝑗 “ 1,𝑛u и 𝑡0𝑘 ě 𝑎˚𝑘 выбрано с учетом p2.9𝑘q таким образом, чтобы при

𝑡 ą 𝑡0𝑘 и p𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q P R𝑛
1
2

выполнялись условия:

𝑐𝑡𝑛´𝑗´𝑘`1

p𝑛´𝑗´𝑘`1q! r1` 𝑣𝑗p𝑡qs P Δ𝑌𝑗´1 p𝑗 “ 1, 𝑛´ 𝑘q,

𝑐` 𝜇𝑛´𝑘`1𝑊𝑘p𝑡q r1` 𝑣𝑛´𝑘`1p𝑡qs P Δ𝑌𝑛´𝑘,
𝜇𝑛´𝑘`1𝑊

1
𝑘p𝑡q r1` 𝑣𝑛´𝑘`2p𝑡qs P Δ𝑌𝑛´𝑘`1,

p´1q𝑗´𝑛`𝑘´3𝜇𝑛´𝑘`1
p𝑗´𝑛`𝑘´3q!
𝑡𝑗´𝑛`𝑘´3

𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝐼11𝑘p𝑡q
𝐼1𝑘p𝑡q

𝑊 1
𝑘p𝑡q r1` 𝑣𝑗p𝑡qs P Δ𝑌𝑗´1

p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 3,𝑛q.

Поскольку функции 𝜙𝑗p𝑦
p𝑗qq p𝑗 P t0, . . . ,𝑛 ´ 1uzt𝑛 ´ 𝑘uq представимы в виде

(1.12) и соотношения (1.13) выполняются равномерно по 𝜆 на любом отрезке
r𝑑1,𝑑2s Ăs0,`8r, а также в силу непрерывности функции 𝜙𝑛´𝑘p𝑦

p𝑛´𝑘qq, p2.9𝑘q и
того, что медленно меняющиеся при 𝑡 Ñ `8 функции 𝐿𝑗 p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 1,𝑛´ 1q
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удовлетворяют условию 𝑆0, имеем

𝜙𝑗

´

𝑐𝑡𝑛´𝑘´𝑗

p𝑛´𝑘´𝑗q! r1` 𝑣𝑗`1s

¯

“ 𝜙𝑗

´

𝑐𝑡𝑛´𝑘´𝑗

p𝑛´𝑘´𝑗q!

¯

p1` 𝑣𝑗`1q
𝜎𝑗 p1`𝑅𝑗p𝑡,𝑣𝑗`1qq “

“

ˇ

ˇ

ˇ

𝑐
p𝑛´𝑘´𝑗q!

ˇ

ˇ

ˇ

𝜎𝑗

𝜙𝑗p𝜇𝑗𝑡
𝑛´𝑘´𝑗qp1` 𝑣𝑗`1q

𝜎𝑗 p1`𝑅𝑗p𝑡,𝑣𝑗`1qq p𝑗 “ 0,𝑛´ 𝑘 ´ 1q,

𝜙𝑛´𝑘`1 p𝜇𝑛´𝑘`1𝑊
1
𝑘p𝑡q r1` 𝑣𝑛´𝑘`2p𝑡qsq “

“ 𝜙𝑛´𝑘`1 p𝜇𝑛´𝑘`1𝑊
1
𝑘p𝑡qq p1` 𝑣𝑛´𝑘`2q

𝜎𝑛´𝑘`1p1`𝑅𝑛´𝑘`1p𝑡,𝑣𝑛´𝑘`2qq,

𝜙𝑗

´

p´1q𝑗´𝑛`𝑘´2𝜇𝑛´𝑘`1
p𝑗´𝑛`𝑘´2q!
𝑡𝑗´𝑛`𝑘´2

𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝐼11𝑘p𝑡q
𝐼1𝑘p𝑡q

𝑊 1
𝑘p𝑡q r1` 𝑣𝑗`1p𝑡qs

¯

“

“

ˇ

ˇ

ˇ

𝛾𝑘p𝑗´𝑛`𝑘´2q!
𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

ˇ

ˇ

ˇ

𝜎𝑗

𝜙𝑗

´

𝜇𝑗
𝐼11𝑘p𝑡q

𝑡𝑗´𝑛`𝑘´2𝐼1𝑘p𝑡q
𝑊 1

𝑘p𝑡q
¯

p1` 𝑣𝑗`1q
𝜎𝑗 p1`𝑅𝑗p𝑡,𝑣𝑗`1qq “

“ p𝑘 ´ 2q!𝐶𝑘

ˇ

ˇ

ˇ

𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

ˇ

ˇ

ˇ

𝜎𝑗

𝜙𝑗

`

𝜇𝑗𝑡
𝑛´𝑗´𝑘`1

˘

p1` 𝑣𝑗`1q
𝜎𝑗 p1`𝑅𝑗p𝑡,𝑣𝑗`1qq

p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1q,
𝜙𝑛´𝑘 p𝑐` 𝜇𝑛´𝑘`1𝑊𝑘p𝑡q r1` 𝑣𝑛´𝑘`1p𝑡qsq “ 𝜙𝑛´𝑘p𝑐qp1`𝑅𝑛´𝑘p𝑡,𝑣𝑛´𝑘`1qq,

где функции 𝑅𝑗p𝑡,𝑣𝑗`1q p𝑗 “ 0,𝑛´ 1q стремятся к нулю при 𝑡 Ñ `8 равномерно
по 𝑣𝑗`1 P

“

´ 1
2 ,

1
2

‰

.
В силу вида функции 𝑊𝑘p𝑡q, p2.1q ´ p2.2q, p2.9𝑘q и (1.14)

lim
𝑡Ñ`8

𝑡𝑊2
𝑘 p𝑡q

𝑊 1
𝑘p𝑡q

“ 0, lim
𝑡Ñ`8

𝑡𝑊 1
𝑘p𝑡q

𝑊𝑘p𝑡q
“ 1,

lim
𝑡Ñ`8

𝑊2
𝑘 p𝑡q𝐼1𝑘p𝑡q

𝑊 1
𝑘p𝑡q𝐼

1
1𝑘p𝑡q

“
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1
, lim

𝑡Ñ`8

𝑡𝐼21𝑘p𝑡q
𝐼11𝑘p𝑡q

“ ´1.

Тогда, с использованием указанных выше представлений, система уравнений
(2.21) может быть переписана в виде
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

𝑣1𝑙 “
𝑛´𝑙´𝑘`1

𝑡 r´𝑣𝑙 ` 𝑣𝑙`1s p𝑙 “ 1, 𝑛´ 𝑘 ´ 1q,
𝑣1𝑛´𝑘 “

1
𝑡

“

´𝑣𝑛´𝑘 `
𝜇𝑛´𝑘`1

𝑐 𝑊𝑘p𝑡q p1` 𝑣𝑛´𝑘`1q
‰

,
𝑣1𝑛´𝑘`1 “

1
𝑡 r´𝑣𝑛´𝑘`1 ` 𝑣𝑛´𝑘`2 ` 𝑉𝑛´𝑘`1,1p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛qs,

𝑣1𝑛´𝑘`2 “
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝐼11𝑘p𝑡q
𝐼1𝑘p𝑡q

r´𝑣𝑛´𝑘`2 ` 𝑣𝑛´𝑘`3 ` 𝑉𝑛´𝑘`2,1p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛qs,

𝑣1𝑙 “
𝑛´𝑙´𝑘`2

𝑡 r´𝑣𝑙 ` 𝑣𝑙`1 ` 𝑉𝑙,1p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛qs p𝑙 “ 𝑛´ 𝑘 ` 3, 𝑛´ 1q,

𝑣1𝑛 “
2´𝑘
𝑡

»

–

𝑛´1
ř

𝑗“1
𝑗‰𝑛´𝑘`1

𝜎𝑗´1𝑣𝑗 ` p𝜎𝑛´1 ´ 1q𝑣𝑛 `
2
ř

𝑖“1

𝑉𝑛,𝑖p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q

fi

fl,

p2.22q

где

𝑉𝑛´𝑘`1,1p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q “
´

𝑡𝑊 1
𝑘p𝑡q

𝑊𝑘p𝑡q
´ 1

¯

r´𝑣𝑛´𝑘`1 ` 𝑣𝑛´𝑘`2s,

𝑉𝑛´𝑘`2,1p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q “
´

p𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1q𝑊
2
𝑘 p𝑡q𝐼1𝑘p𝑡q

𝛾𝑘𝑊 1
𝑘p𝑡q𝐼

1
1𝑘p𝑡q

´ 1
¯

r1` 𝑣𝑛´𝑘`2s,

𝑉𝑙,1p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q “
´

𝑡ℎp𝑡q ` 1´
𝑡𝑊2

𝑘 p𝑡q
𝑊 1

𝑘p𝑡q

¯

r1` 𝑣𝑙s p𝑙 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2, 𝑛´ 1q,

𝑉𝑛,1p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q “
´

𝑡ℎp𝑡q ` 1´
𝑡𝑊2

𝑘 p𝑡q
𝑊 1

𝑘p𝑡q

¯

r1` 𝑣𝑛s`

`

˜

𝑛´1
ś

𝑗“0

p1`𝑅𝑗p𝑡,𝑣𝑗`1qq ´ 1

¸

𝑛
ś

𝑗“1
𝑗‰𝑛´𝑘`1

p1` 𝑣𝑗q
𝜎𝑗´1 ,

𝑉𝑛,2p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q “
𝑛
ś

𝑗“1
𝑗‰𝑛´𝑘`1

p1` 𝑣𝑗q
𝜎𝑗´1 ´

𝑛
ś

𝑗“1
𝑗‰𝑛´𝑘`1

𝑣𝑗𝜎𝑗´1 ´ 1.
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При этом заметим, что

lim
𝑡Ñ`8

𝑉𝑗,1p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q “ 0 p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛q

равномерно по p𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q P R𝑛
1
2

,

lim
|𝑣1|`...`|𝑣𝑛|Ñ0

𝑉𝑛,2p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q

|𝑣1| ` . . .` |𝑣𝑛|
“ 0

равномерно по 𝑡 P r𝑡0𝑘,`8r.
Сделав в (2.22) замену переменных следующим образом

$

&

%

𝑣𝑗 “ 𝑧𝑗 p𝑗 “ 1,𝑛´ 𝑘 ` 1q,
𝑣𝑛´𝑘`2 “ 𝑧𝑛,
𝑣𝑗`1 “ 𝑧𝑗 p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1q,

p2.23q

получим систему дифференциальных уравнений
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

𝑧1𝑙 “
𝑛´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1

𝑡
r´𝑧𝑙 ` 𝑧𝑙`1s p𝑙 “ 1, 𝑛´ 𝑘 ´ 1q,

𝑧1𝑛´𝑘 “
1

𝑡

”

´𝑧𝑛´𝑘 `
𝜇𝑛´𝑘`1

𝑐
𝑊𝑘p𝑡q p1` 𝑧𝑛´𝑘`1q

ı

,

𝑧1𝑛´𝑘`1 “
1

𝑡
r´𝑧𝑛´𝑘`1 ` 𝑧𝑛´𝑘`2 ` 𝑍𝑛´𝑘`1,1p𝑡,𝑧1, . . . ,𝑧𝑛qs,

𝑧1𝑙 “
𝑛´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1

𝑡
r´𝑧𝑙 ` 𝑧𝑙`1 ` 𝑍𝑙,1p𝑡,𝑧1, . . . ,𝑧𝑛qs p𝑙 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2, 𝑛´ 2q,

𝑧1𝑛´1 “
2´ 𝑘

𝑡

»

—

–

𝑛
ÿ

𝑗“1
𝑗‰t𝑛´𝑘`1,𝑛´1u

𝜎𝑗´1𝑧𝑗 ` p𝜎𝑛´1 ´ 1q𝑧𝑛´1 `

2
ÿ

𝑖“1

𝑍𝑛,𝑖p𝑡,𝑧1, . . . ,𝑧𝑛q

fi

ffi

fl

,

𝑧1𝑛 “
𝛾𝑘

𝛾𝑘 ´ 𝜎𝑛´𝑘`1

𝐼 11𝑘p𝑡q

𝐼1𝑘p𝑡q
r´𝑧𝑛 ` 𝑧𝑛´𝑘`2 ` 𝑍𝑛´𝑘`2,1p𝑡,𝑧1, . . . ,𝑧𝑛qs,

p2.24q

в которой 𝑍𝑗,𝑚p𝑡,𝑧1, . . . ,𝑧𝑛q“𝑉𝑗,𝑚p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛´𝑘`1,𝑣𝑛´𝑘`3, . . . ,𝑣𝑛,𝑣𝑛´𝑘`2q p𝑚“1,2, 𝑗 “
𝑛´ 𝑘 ` 1,𝑛q и такие, что предел lim

𝑡Ñ`8
𝑍𝑗,1p𝑡,𝑧1, . . . ,𝑧𝑛q “ 0 существует равномерно

по p𝑧1, . . . ,𝑧𝑛q P R𝑛
1
2

и предел lim
|𝑧1|`...`|𝑧𝑛|Ñ0

B𝑍𝑛,2p𝑡,𝑧1,...,𝑧𝑛q
B𝑧𝑘

“0 p𝑘 “ 1,𝑛q существует

равномерно по 𝑡P r𝑡0𝑘,`8r.
Характеристическое уравнение матрицы коэффициентов при 𝑧1, . . . ,𝑧𝑛´1 (при

этом коэффициент при 𝑧𝑛 отличен от 0) системы (2.24)

𝑛´𝑘
ś

𝑙“1

p𝜌` p𝑛´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1qqp𝜌` 1q

«

𝑛´3
ř

𝑗“𝑛´𝑘`1

p2´ 𝑘q𝜎𝑗
𝑗
ś

𝑙“𝑛´𝑘`2

p𝜌` p𝑛´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1qqˆ

ˆ
𝑛´2
ś

𝑙“𝑗`1

p𝑛´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1q ´ p𝜌` p2´ 𝑘qp𝜎𝑛´1 ´ 1qq
𝑛´2
ś

𝑙“𝑛´𝑘`2

p𝜌` p𝑛´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1qq

ff

“0

имеет 𝑛´𝑘`1 отрицательных корней 𝜌𝑙 “ ´p𝑛´ 𝑙´𝑘`1q p𝑙 “ 1,𝑛´ 𝑘q, 𝜌𝑛´𝑘`1 “

´1 и 𝑘 ´ 2 корней алгебраического уравнения (2.12), среди которых (согласно
условию теоремы) нет корней с нулевой действительной частью.
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Тогда для системы (2.24) выполнены все условия теоремы 2.6 из работы
[5] и, следовательно, у неё существует по крайней мере одно решение p𝑧𝑗q𝑛𝑗“1 :
r𝑡1𝑘, ` 8rÝÑ R𝑛

1
2

p𝑡1𝑘 P r𝑡0𝑘, ` 8rq, стремящееся к нулю при 𝑡 Ñ `8. Каж-

дому такому решению в силу замен (2.20) и (2.23) соответствует 𝒫𝑘
`8

´

𝑘´3
𝑘´2

¯

–
решение уравнения (1.1), допускающее при 𝑡 Ñ `8 асимптотические представ-
ления p1.4𝑘q, p2.8𝑘q, p2.10𝑘q и p2.11𝑘q.

Так как 𝜌𝑙 “ ´p𝑛 ´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1q p𝑙 “ 1,𝑛´ 𝑘q, 𝜌𝑛´𝑘`1 “ ´1 являются от-
рицательными, то, согласно этой теореме, таких решений заведомо существует
p𝑛´ 𝑘 ` 1q–параметрическое семейство. Более того, существует p𝑛´ 𝑘 `𝑚` 1q–
параметрическое семейство решений с такими представлениями, где 𝑚 — число
корней (с учетом кратных) с отрицательными действительными частями алгеб-
раического уравнения (2.12). Теорема доказана.

Из теорем 2.2´2.4 выпадает случай 𝑘 “ 3, который в силу леммы 1.1 требует
дополнительного ограничения — существования lim

𝑡Ñ`8

𝑡𝑦p𝑛qp𝑡q
𝑦p𝑛´1qp𝑡q

. Из доказатель-

ства теоремы 2.2 становится ясно, что соотношение (2.17) остается справедли-
вым и при 𝑘 “ 3. Поэтому это ограничение можно заменить на существование
lim

𝑡Ñ`8

𝑡𝐼13p𝑡q
𝐼3p𝑡q

. Далее продолжая рассуждения доказательств теорем 2.2 и 2.3 полу-

чим их аналоги в случае 𝑘 “ 3. То есть для уравнения (1.1) также справедливы
следующие утверждения.

Теорема 2.5. Пусть 𝛾3 R t0,𝜎𝑛´2u, существует lim
𝑡Ñ`8

𝑡𝐼13p𝑡q
𝐼3p𝑡q

и медленно ме-

няющаяся при 𝑦p𝑛´1q Ñ 𝑌𝑛´1 функция 𝐿𝑛´1 удовлетворяет условию 𝑆0. Для су-
ществования у уравнения p1.1q 𝒫3

`8p0q–решений необходимо, чтобы 𝑐 P Δ𝑌𝑛´3,
наряду с p1.53q ´ p1.83q выполнялись условия p2.53q и были справедливы при 𝑡 P
s𝑎, `8r неравенства p2.33q и p2.63q. Более того, для каждого такого решения,
помимо p1.23q и p1.43q, имеют место при 𝑡Ñ `8 асимптотические представ-
ления p2.73q и p2.83q.

Теорема 2.6. Пусть соблюдаются условия теоремы 2.5 и медленно меня-
ющаяся при 𝑦p𝑛´2q Ñ 𝑌𝑛´2 функция 𝐿𝑛´2 удовлетворяет условию 𝑆0. Тогда в
случае наличия у уравнения p1.1q 𝒫3

`8p0q–решений выполняется условие p2.93q
и для каждого из таких решений имеют место асимптотические при 𝑡Ñ `8

представления p1.43q, p2.83q, p2.103q и p2.113q.

Кроме того заметим, что алгебраическое относительно 𝜌 уравнение (2.12) при
𝑘 “ 3 имеет единственный корень 𝜌 “ 𝜎𝑛´1´1. Тогда приходим к справедливости
следующего аналога теоремы 2.4 при 𝑘 “ 3.

Теорема 2.7. Пусть 𝛾3 R t0,𝜎𝑛´2u, 𝑐 P Δ𝑌𝑛´2, существует lim
𝑡Ñ`8

𝑡𝐼13p𝑡q
𝐼3p𝑡q

, вы-

полняются условия p1.53q ´ p1.83q, p2.33q, p2.53q, p2.63q и p2.93q, медленно меня-
ющиеся при 𝑦p𝑗q Ñ 𝑌𝑗 функции 𝐿𝑗 p𝑗 “ 𝑛´ 2,𝑛´ 1q удовлетворяют условию
𝑆0 и 𝜎𝑛´1 ‰ 1. Тогда у уравнения p1.1q существует p𝑛 ´ 2q–параметрическое
(p𝑛 ´ 1q–параметрическое) семейство 𝒫3

`8p0q–решений с асимптотическими
при 𝑡 Ñ `8 представлениями p1.43q, p2.83q, p2.103q и p2.113q в случае 𝜎𝑛´1 ą 1
p𝜎𝑛´1 ă 1q.

Заключение. В данной работе для двучленного неавтономного обыкно-
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венного дифференциального уравнения 𝑛–го порядка с правильно меняющимися
нелинейностями (1.1) исследован вопрос о наличии и асимптотике, так называе-
мых, 𝒫𝑘

`8

´

𝑛´𝑖´1
𝑛´𝑖

¯

–решений в случае 𝑖 P t𝑛´ 𝑘 ` 2, . . . ,𝑛´ 1u при 𝑘 P t3, . . . ,𝑛u.
В результате было доказано, что у дифференциального уравнения (1.1) не су-

ществует 𝒫𝑘
`8

´

𝑛´𝑖´1
𝑛´𝑖

¯

–решений при всех 𝑖 за исключением 𝑖 “ 𝑛´𝑘`2. Особен-
ность данного случая потребовала наложения условия 𝑆0 на медленно меняющи-
еся при 𝑦p𝑗q Ñ 𝑌𝑗 функции 𝐿𝑗 p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1q для получения необходимых
условий существования 𝒫𝑘

`8

´

𝑘´3
𝑘´2

¯

–решений, а также неявных асимптотических
при 𝑡Ñ `8 формул для их производных до порядка 𝑛´1 включительно. Кроме
того, при наложении условия 𝑆0 и на функцию 𝐿𝑛´𝑘`1 асимптотические фор-
мулы записаны в явном виде и получены достаточные условия существования у
дифференциального уравнения (1.1) решений с найденными представлениями.

1. Бурбаки Н. Функции действительного переменного / Н. Бурбаки. – М.: Наука,
1965. – 424 c.

2. Евтухов В. М. Асимптотические представления решений неавтономных обыкно-
венных дифференциальных уравнений / В. М. Евтухов // Дис. докт. физ.-мат. наук:
01.01.02 – Киев. – 1998. – 295 с.

3. Евтухов В. М., Клопот А. М. Асимптотическое поведение решений обыкновен-
ных дифференциальных уравнений 𝑛-го порядка с правильно меняющимися нели-
нейностями / В. М. Евтухов, А. М. Клопот // Дифференц. уравнения. – 2014. – Т.
50, №5. – С. 584–600.

4. Евтухов В. М., Корепанова Е. С. Асимптотические представления решений
дифференциальных уравнений с правильно меняющимися нелинейностями / В. М.
Евтухов, Е. С. Корепанова // Укр. мат. журн. – 2017. – Т.69, №9. – С. 1198–1216.

5. Евтухов В. М., Самойленко А. М. Условия существования исчезающих в
особой точке решений у вещественных неавтономных систем квазилинейных диф-
ференциальных уравнений. / В. М. Евтухов, А. М. Самойленко // Укр. мат. ж. –
2010. – Т. 62, №1. – С. 52–80.

6. Евтухов В. М., Самойленко А. М. Асимптотическое представление решений
неавтономных обыкновенных дифференциальных уравнений с правильно меняю-
щимися нелинейностями / В. М. Евтухов, А. М. Самойленко // Дифференц. урав-
нения – 2011. – Т. 47, №5. – С. 628–650.

7. Кигурадзе И. Т., Чантурия Т. А. Асимптотические свойства решений неав-
тономных обыкновенных дифференциальных уравнений / И. Т. Кигурадзе, Т. А.
Чантурия. – М.:Наука. – 1990. – 430 с.

8. Корепанова К. С. Умови iснування розв’язкiв степеневого виду у диференцiаль-
них рiвнянь з правильно змiнними нелiнiйностями / К. С. Корепанова // Буко-
винський мат. ж. – 2016. – Т. 4, №3–4. – С. 75–79.

9. Сенета Е. Правильно меняющиеся функции / Е. Сенета – М.:Наука. – 1985. – 144 с.

10. Evtukhov V. M., Korepanova K. S. Asymptotic Behaviour of Solutions of One Class
of 𝑛-th Order Differential Equations / V. M. Evtukhov, K. S. Korepanova // Memoirs
on Diff. Eq. and Math. Phys. – 2017. – V.71. – P. 111–124.



Асимптотика одного класса решений 43

Корепанова К. С.
Асимптотика одного класу розв’язкiв звичайних диференцiальних рiвнянь
𝑛-го порядку з правильно змiнними нелiнiйностями

Резюме

В роботi для двочленного неавтономного звичайного диференцiального рiвняння 𝑛-
го порядку з правильно змiнними нелiнiйностями встановлюються ознаки iснування
розв’язкiв, для яких iснує 𝑘 P t3, . . . , 𝑛u таке, що p𝑛 ´ 𝑘q-а похiдна розв’язку прямує
до вiдмiнної вiд нуля сталої при прямуваннi аргументу до `8, а також асимптотичнi
зображення їх похiдних до порядку 𝑛 ´ 1 включно. При досiдженнi даного питання
виникають проблеми з встановленням асимптотики p𝑛 ´ 𝑘 ` 1q–ї та наступних похi-
дних розв’язку. У зв’язку з цим вводиться клас, так званих, 𝒫𝑘

`8p𝜆0q–розв’язкiв, де
´8 ď 𝜆0 ď `8, та дослiджується питання про наявнiсть та асимптотику 𝒫𝑘

`8p𝜆0q–
розв’язкiв в особливих випадках, коли 𝜆0 “

𝑛´𝑗´1
𝑛´𝑗

, 𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1. Усi iншi не-
особливi випадки були дослiдженi у попереднiх роботах автора. Отриманi результати
суттєво доповнюють дослiдження про iснування розв’язкiв такого вигляду в монографiї
I. Т. Кiгурадзе та Т. А. Чантурiя для рiвнянь загального вигляду та диференцiальних
рiвнянь типу Емдена-Фаулера, в яких забезпечується достатньо жорстке обмеження на
p𝑛´ 𝑘 ` 1q–у похiдну розв’язку.
Ключовi слова: нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння, вищий порядок, правильно змiннi
нелiнiйностi, клас 𝒫𝑘

`8p𝜆0q–розв’язкiв, умови iснування, асимптотика розв’язкiв.

Korepanova K. S.
Asymptotics of one class of solutions of 𝑛-th order ordinary differential equa-
tions with regularly varying nonlinearities

Summary

In the present paper the existence conditions of solutions, for each of which there exists a

number 𝑘 P t3, . . . , 𝑛u such that p𝑛´ 𝑘q-th derivative of solution tends to nonzero constant

as the argument tends to `8, of a binomial non-autonomous 𝑛-th order ordinary differential

equation with regularly varying nonlinearities and the asymptotic representations of their

derivatives of order up to 𝑛´1 are established. During the investigation of this question the

problems with the asymptotics of p𝑛´𝑘`1q–st and the subsequent derivatives of order ď 𝑛´1

are arose. As a result, the class of so-called 𝒫𝑘
`8p𝜆0q–solutions, where ´8 ď 𝜆0 ď `8, is

introduced and the question of existence and asymptotics of 𝒫𝑘
`8p𝜆0q–solutions in singular

cases, when 𝜆0 “
𝑛´𝑗´1
𝑛´𝑗

, 𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1, is considered. All other nonsingular cases

have been studied in the previous author’s works. These results are essentially complement

the research concerning the existence of such solutions in the monograph by I. T. Kiguradze

and T. A. Chanturiya for the equations of general type and the differential equations of

Emden-Fauler type, where a considerably strict restriction to the p𝑛´ 𝑘` 1q-st derivative of

solution is provided for.

Key words: nonlinear differential equations, higher order, regularly varying nonlinearities,

class of 𝒫𝑘
`8p𝜆0q–solutions, existence conditions, asymptotics of solutions.
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