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НЕКОТОРЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ К АБСОЛЮТНОЙ
НЕПРЕРЫВНОСТИ МНОЖЕСТВЕННОЗНАЧНЫХ
ОТОБРАЖЕНИЙ

В последнее время многие авторы рассматривали вопросы существования, единствен-
ности и свойства решений множественнозначных дифференциальных и интегро-диф-
ференциальных уравнений, уравнений высших порядков, исследовали импульсные и
управляемые системы в рамках теории множественнозначных уравнений. Очевидно,
что получение всех этих результатов было бы невозможно без развития теории множе-
ственнозначного анализа. В частности при рассмотрении множественнозначных диф-
ференциальных уравнений, когда правая часть удовлетворяет условиям Каратеодори,
в качестве решений рассматриваются абсолютно непрерывные множественнозначные
отображения. В статье показывается, что абсолютно непрерывные множественнознач-
ные отображения (при имеющихся понятиях производной и интеграла) не удовлетворя-
ют тем свойствам, которым удовлетворяют однозначные абсолютно непрерывные функ-
ции и предлагается ввести дополнительно понятие интегрально абсолютно непрерыв-
ного множественнозначного отображения.
MSC: 34A60, 34A12.
Ключевые слова: множественнозначность, абсолютная непрерывность, производная
Хукухары .

Введение. В последнее время в рамках теории множественнозначных урав-
нений были рассмотрены свойства решений множественнозначных дифференци-
альных уравнений, множественнозначных дифференциальных включений, мно-
жественнозначных интегро-дифференциальных уравнений и множественнознач-
ных интегральных уравнений, а также исследовались импульсные множествен-
нозначные системы и управляемые множественнозначные системы (см. [1-6] и
ссылки в них). Очевидно, что получение всех этих результатов было невозможно
без развития теории множественнозначного анализа. В данной работе сделаны
некоторые замечания к абсолютной непрерывности множественнозначных отоб-
ражений и тем самым показано отличие множественнозначного случая от од-
нозначного, а так же вводится дополнительно понятие интегрально абсолютно
непрерывного множественнозначного отображения.

Основные результаты
1. Необходимые определения и обозначения. Пусть 𝑅𝑛 - 𝑛-мерное про-

странство с евклидовой метрикой 𝑑p¨,¨q.

Определение 1. [7] Функция 𝑓 : r𝑎,𝑏s Ñ 𝑅𝑛 называется абсолютно непре-
рывной на отрезке r𝑎, 𝑏s, если для любого 𝜀 ą 0 найдется такое 𝛿p𝜀q ą 0, что для
любой конечной системы непересекающихся интервалов tp𝑎𝑘, 𝑏𝑘qu𝑚𝑘“1 из отрезка
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r𝑎, 𝑏s таких, что
𝑚
ř

𝑘“1

p𝑏𝑘 ´ 𝑎𝑘q ă 𝛿, имеет место неравенство

𝑚
ÿ

𝑘“1

𝑑p𝑓p𝑏𝑘q, 𝑓p𝑎𝑘qq ă 𝜀.

Теорема 1. [7, 8] Следующие утверждения являются эквивалентными:

1) функция 𝑓p¨q абсолютно непрерывна на r𝑎,𝑏s;

2) функция 𝑓p¨q дифференцируема почти всюду на r𝑎,𝑏s, 𝑓 1p¨q интегрируема
по Лебегу на r𝑎,𝑏s и для всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s выполняется равенство 𝑓p𝑥q “

𝑓p𝑎q `
�́�

𝑎

𝑓 1p𝑠q𝑑𝑠;

3) существует интегрируемая по Лебегу на отрезке r𝑎, 𝑏s функция 𝑔p¨q та-

кая, что для всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s выполняется равенство 𝑓p𝑥q “ 𝑓p𝑎q `
�́�

𝑎

𝑔p𝑠q𝑑𝑠.

Замечание 1. Следовательно, абсолютно непрерывные функции и толь-
ко они восстанавливаются по своей производной интегрированием (вообще го-
воря, по Лебегу). Это свойство абсолютно непрерывных функций позволяет
рассматривать обыкновенные дифференциальные уравнения и дифференциаль-
ные включения, правая часть которых удовлетворяет условиям Каратеодори
[9-11]. Для таких уравнений решениями определяются абсолютно непрерывные
функции, которые удовлетворяют уравнению почти всюду на рассматриваемом
промежутке.

Пусть 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q - метрическое пространство всех непустых выпуклых ком-
пактных подмножеств пространства 𝑅𝑛 с метрикой Хаусдорфа

ℎp𝐴,𝐵q “ max

"

max
𝑎P𝐴

min
𝑏P𝐵

𝑑p𝑎,𝑏q, max
𝑏P𝐵

min
𝑎P𝐴

𝑑p𝑎,𝑏q

*

,

где 𝐴,𝐵 P 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q.
Как известно, пространство 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q не является линейным пространством

относительно операций сложения и умножения на скаляр, так как в общем слу-
чае нельзя ввести понятие противоположного для 𝐴 P 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q элемента, то
есть в общем случае 𝐴 ` p´1q𝐴 ‰ t0u, хотя, если 𝐴 “ t𝑎u P 𝑅𝑛, то для него
противоположный элемент существует.

Отсутствие противоположного элемента в пространстве 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q приводит
к неоднозначному введению понятия разности множеств и условиям ее суще-
ствования. Наиболее распространенной и используемой в научных публикациях
является разность Хукухары [12].

Определение 2. [12] Пусть 𝑋,𝑌 P 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q, а множество 𝑍 P 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q

таково, что 𝑋 “ 𝑌 `𝑍. Тогда множество 𝑍 мы будем называть разностью по
Хукухаре множеств 𝑋 и 𝑌 и писать 𝑍 “ 𝑋 ℎ𝑌.

Основными свойствами разности Хукухары [4] являются следующие:
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1) если разность Хукухары двух множеств 𝐴ℎ𝐵 существует, то она единствен-
ная;

2) 𝐴ℎ𝐴 “ t0u для любого 𝐴 P 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q;

3) p𝐴`𝐵qℎ𝐵 “ 𝐴 для любых 𝐴,𝐵 P 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q.

Данная разность позволяет ввести следующее определение производной:

Определение 3. [12] Множественнозначное отображение 𝐹 : r𝑎,𝑏s Ñ
𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q называется дифференцируемым по Хукухаре в точке 𝑥 P r𝑎,𝑏s, если
существует 𝐷𝐻𝐹 p𝑥qP 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅

𝑛q такое, что пределы

lim
ΔÓ0

1

Δ
p𝐹 p𝑥`Δq ℎ 𝐹 p𝑥qq и lim

ΔÓ0

1

Δ
p𝐹 p𝑥q ℎ 𝐹 p𝑥´Δqq

существуют и равны 𝐷𝐻𝐹 p𝑥q. Множество 𝐷𝐻𝐹 p𝑥q при этом называется про-
изводной Хукухары множественнозначного отображения 𝐹 : r𝑎,𝑏s Ñ 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q

в точке 𝑥.

Заметим, что в данном определении предполагается, что для всех достаточно
малых Δ ą 0 разности 𝐹 p𝑥`Δq ℎ 𝐹 p𝑥q, 𝐹 p𝑥q ℎ 𝐹 p𝑥´Δq существуют.

Далее покажем, что теорема аналогичная теореме 1 не справедлива для аб-
солютно непрервных множественнозначных отображений при имеющихся опре-
делениях абсолютно непрерывного отображения, производной и интеграла.

2. Абсолютно непрерывные множественнозначные отображения. В
начале приведем определение абсолютно непрервывного множественнозначного
отображения:

Определение 4. [13,14] Множественнозначное отображение 𝐹 : r𝑎,𝑏s Ñ
𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q называется абсолютно непрерывным на отрезке r𝑎,𝑏s, если для любого
𝜀 ą 0 найдется такое 𝛿p𝜀q ą 0, что для любой конечной системы непересека-

ющихся интервалов tp𝑎𝑘, 𝑏𝑘qu𝑚𝑘“1 из отрезка r𝑎, 𝑏s таких, что
𝑚
ř

𝑘“1

p𝑏𝑘 ´ 𝑎𝑘q ă 𝛿,

имеет место неравенство
𝑚
ÿ

𝑘“1

ℎp𝐹 p𝑏𝑘q,𝐹 p𝑎𝑘qq ă 𝜀.

Очевидно, что данное определение обобщает определение 1 абсолютно непре-
рвной функции в пространстве 𝑅𝑛. Однако, далее мы покажем, что утверждения
теоремы 1 не будут верны для множественнозначного случая.

Для этого введем следующие обозначения:
𝐴𝐶r𝑎,𝑏s – множество множественнозначных отображений 𝐹 : r𝑎,𝑏s Ñ 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q,

удовлетворяющих определению 4.
𝐴𝐶𝐷r𝑎,𝑏s – множество множественнозначных отображений 𝐹 : r𝑎,𝑏s Ñ 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q

таких, что 𝐹 p¨q дифференцируемо по Хукухаре почти всюду на r𝑎,𝑏s, 𝐷𝐻𝐹 p¨q ин-
тегрируемо по Хукухаре [12] на r𝑎,𝑏s и для всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s выполняется равенство

𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑎q `

𝑥ˆ

𝑎

𝐷𝐻𝐹 p𝑠q𝑑𝑠.
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𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s – множество множественнозначных отображений 𝐹 : r𝑎,𝑏s Ñ 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q

таких, что существует интегрируемое по Хукухаре [12] на отрезке r𝑎, 𝑏s множе-
ственнозначное отображение 𝐺p¨q такое, что для всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s выполняется ра-
венство

𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑎q `

𝑥ˆ

𝑎

𝐺p𝑠q𝑑𝑠. (1)

Далее докажем, что 𝐴𝐶𝐷r𝑎,𝑏s “ 𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s Ă 𝐴𝐶r𝑎,𝑏s, т.е. утверждения теоре-
мы 1 не будут верны для множественнозначного случая.

Лемма 1. 𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s Ă 𝐴𝐶r𝑎,𝑏s.

Доказательство. Возьмем произвольное множественнозначное отображе-
ние 𝐹 p¨q P 𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s. Из теоремы 4.1 [14] следует, что для того, чтобы множе-
ственнозначное отображение 𝐹 : r𝑎,𝑏s Ñ 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q было представимо в виде (1)
необходимо и достаточно, чтобы оно было абсолютно непрерывно в смысле опре-
деления 4 и удовлетворяло условию

a) для любых 𝑥1,𝑥2 P r𝑎,𝑏s, 𝑥1 ă 𝑥2 существует 𝑅p𝑥1,𝑥2q P 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q такое, что
𝐹 p𝑥2q “ 𝐹 p𝑥1q `𝑅p𝑥1,𝑥2q.

Следовательно, 𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s Ă 𝐴𝐶r𝑎,𝑏s. Лемма доказана.

Лемма 2. 𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s “ 𝐴𝐶𝐷r𝑎,𝑏s.

Доказательство. Возьмем произвольное множественнозначное отображе-
ние 𝐹 p¨q P 𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s. Следовательно, существует интегрируемое по Хукухаре мно-

жественнозначное отображение 𝐺p¨q такое, что 𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑎q `
�́�

𝑎

𝐺p𝑠q𝑑𝑠 для всех

𝑥 P r𝑎,𝑏s.
Из [12] следует, что для почти всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s справедливо равенство

𝐷𝐻

¨

˝𝐹 p𝑎q `

𝑥ˆ

𝑎

𝐺p𝑠q𝑑𝑠

˛

‚“ t0u `𝐷𝐻

¨

˝

𝑥ˆ

𝑎

𝐺p𝑠q𝑑𝑠

˛

‚“ 𝐺p𝑥q.

Следовательно, множественнозначное отображение 𝐹 p¨q диференцируемо по Ху-
кухаре для почти всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s и 𝐷𝐻𝐹 p𝑥q ” 𝐺p𝑥q. Отсюда, 𝐹 p¨q P 𝐴𝐶𝐷r𝑎,𝑏s, то
есть 𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s Ă 𝐴𝐶𝐷r𝑎,𝑏s.

Возьмем произвольное множественнозначное отображение 𝐹 p¨q P 𝐴𝐶𝐷r𝑎,𝑏s.
Следовательно, 𝐹 p¨q дифференцируемо по Хукухаре почти всюду на r𝑎,𝑏s,𝐷𝐻𝐹 p¨q
интегрируемо по Хукухаре на r𝑎,𝑏s и для всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s выполняется равенство

𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑎q `
�́�

𝑎

𝐷𝐻𝐹 p𝑠q𝑑𝑠. Взяв 𝐺p𝑥q ” 𝐷𝐻𝐹 p𝑥q для всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s, получаем,

что 𝐹 p¨q P 𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s, то есть 𝐴𝐶𝐷r𝑎,𝑏s Ă 𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s. Лемма доказана.

Лемма 3. 𝐴𝐶𝐷r𝑎,𝑏s Ă 𝐴𝐶r𝑎,𝑏s.

Доказательство. Из леммы 1 мы имеем 𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s Ă 𝐴𝐶r𝑎,𝑏s. Из леммы 2
𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s “ 𝐴𝐶𝐷r𝑎,𝑏s. Следовательно, 𝐴𝐶𝐷r𝑎,𝑏s Ă 𝐴𝐶r𝑎,𝑏s. Лемма доказана.

Для демонстрации полученных результатов приведем следующие примеры.
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Пример 1. Пусть 𝐹 p𝑥q “ r´ cosp𝑥q, cosp𝑥qs для 𝑥 P r0,𝜋2 s. Множествен-
нозначное отображение 𝐹 p¨q не дифференцируемо по Хукухаре на сегменте r0,𝜋2 s
и не существует множественнозначного отображения 𝐺p¨q такого, что 𝐹 p𝑥q “

𝐹 p𝑎q `
�́�

0

𝐺p𝑠q𝑑𝑠 для всех 𝑥 P r0,𝜋2 s, так как диаметр 𝐹 p𝑥q, равный 2 cosp𝑥q, на

этом сегменте убывает.
Теперь покажем, что множественнозначное отображение 𝐹 p¨q является

абсолютно непрерывным множественнозначным отображением на отрезке r0,𝜋2 s.
Выберем любое 𝜀 ą 0 и возьмем 𝛿 “ 𝜀. Возьмем любую конечную систему непере-

секающихся интервалов tp𝑎𝑘, 𝑏𝑘qu𝑚𝑘“1 из отрезка r0,𝜋2 s такую, что
𝑚
ř

𝑘“1

p𝑏𝑘´𝑎𝑘q ă

𝛿 “ 𝜀. Тогда
𝑚
ÿ

𝑘“1

ℎp𝐹 p𝑏𝑘q,𝐹 p𝑎𝑘qq “
𝑚
ÿ

𝑘“1

| cosp𝑏𝑘q ´ cosp𝑎𝑘q| ď
𝑚
ÿ

𝑘“1

|𝑏𝑘 ´ 𝑎𝑘| ă 𝛿 “ 𝜀.

Следовательно, множественнозначное отображение 𝐹 p¨q является абсолютно
непрерывным множественнозначным отображением в смысле определения 4.

Пример 2. Пусть для 𝑥 P r0,𝜋2 s и 𝐹 p𝑥q “

ˆ

cosp𝑥q sinp𝑥q
´ sinp𝑥q cosp𝑥q

˙

𝐾, где 𝐾 “

t𝑓 P 𝑅2 : |𝑓𝑖| ď 1, 𝑖 “ 1,2u.
Так как для любых двух 𝑥1, 𝑥2 P r0,

𝜋
2 s разность Хукухары 𝐹 p𝑥1q

ℎ𝐹 p𝑥2q не
существует, то множественнозначное отображение 𝐹 p𝑥q не дифференцируемо
по Хукухаре на сегменте r0,𝜋2 s, т.е. 𝐹 p¨q R 𝐴𝐶𝐷r0,𝜋2 s.

Так как множественнозначное отображение 𝐹 p¨q не удовлетворяет усло-
виям теоремы 4.1 из [14], то не существует множественнозначного отоб-

ражения 𝐺p¨q такого, что 𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑎q `
�́�

0

𝐺p𝑠q𝑑𝑠 для всех 𝑥 P r0,𝜋2 s, т.е.

𝐹 p¨q R 𝐴𝐶𝐼r0,𝜋2 s.
Теперь покажем, что множественнозначное отображение 𝐹 p¨q является

абсолютно непрерывным множественнозначным отображением на отрезке r0,𝜋2 s
в смысле определения 4. Выберем любое 𝜀 ą 0 и возьмем 𝛿 “ 𝜀?

2
. Возьмем любую

конечную систему непересекающихся интервалов tp𝑎𝑘, 𝑏𝑘qu𝑚𝑘“1 из отрезка r0,𝜋2 s

такую, что
𝑚
ř

𝑘“1

p𝑏𝑘 ´ 𝑎𝑘q ă 𝛿. Тогда

𝑚
ÿ

𝑘“1

ℎp𝐹 p𝑏𝑘q,𝐹 p𝑎𝑘qq ă

ă
?
2

𝑚
ÿ

𝑘“1

c

´

sin
´

𝑏𝑘 `
𝜋

4

¯

´ sin
´

𝑎𝑘 `
𝜋

4

¯¯2

`

´

cos
´

𝑏𝑘 `
𝜋

4

¯

´ cos
´

𝑎𝑘 `
𝜋

4

¯¯2

“

“
?
2

𝑚
ÿ

𝑘“1

c

2` 2 sin
´

𝑏𝑘 `
𝜋

4

¯

sin
´

𝑎𝑘 `
𝜋

4

¯

` 2 cos
´

𝑏𝑘 `
𝜋

4

¯

cos
´

𝑎𝑘 `
𝜋

4

¯

“

“
?
2

𝑚
ÿ

𝑘“1

a

2` 2 cos p𝑏𝑘 ´ 𝑎𝑘q “ 2
𝑚
ÿ

𝑘“1

a

1` cos p𝑏𝑘 ´ 𝑎𝑘q “
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“ 2
𝑚
ÿ

𝑘“1

d

2 cos2
ˆ

𝑏𝑘 ´ 𝑎𝑘
2

˙

“ 2
?
2

𝑚
ÿ

𝑘“1

| cos

ˆ

𝑏𝑘 ´ 𝑎𝑘
2

˙

| ă
?
2

𝑚
ÿ

𝑘“1

|𝑏𝑘´𝑎𝑘| ă
?
2𝛿 “ 𝜀.

Следовательно, множественнозначное отображение 𝐹 p¨q является абсолют-
но непрерывным множественнозначным отображением на отрезке r0,𝜋2 s в смыс-
ле определения 4.

Введем определение интегрального абсолютно непрерывного множественнознач-
ного отображения.

Определение 5. Множественнозначное отображение 𝐹 : r𝑎,𝑏s Ñ 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q

называется интегрально абсолютно непрерывным на отрезке r𝑎,𝑏s, если суще-
ствует интегрируемое по Хукухаре множественнозначное отображение 𝐺 :

r𝑎,𝑏s Ñ 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q такое, что 𝐹 p𝑥q ” 𝐹 p𝑎q `
�́�

𝑎

𝐺p𝑠q𝑑𝑠.

Замечание 2. Как известно, аналогичное определение так же используют
для определения абсолютно непрервыных функций на отрезке r𝑎,𝑏s в однознач-
ном случае (смотри, например, [10,15]) и в отличие от множественнозначного
случая, согласно теоремы 1, в однозначном случае это определение эквивалент-
но определению 1.

Тогда из лемм 1-3 следует справедливость следующей теоремы аналогичной
теореме 1:

Теорема 2. Следующие утверждения являются эквивалентными:

1) отображение 𝐹 p¨q интегрально абсолютно непрерывно на r𝑎,𝑏s;

2) отображение 𝐹 p¨q дифференцируемо по Хукухаре почти всюду на r𝑎,𝑏s,
отображение 𝐷𝐻𝐹 p¨q интегрируемо по Хукухаре на r𝑎,𝑏s и для всех 𝑥 P

r𝑎,𝑏s справедливо равенство 𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑎q `
�́�

𝑎

𝐷𝐻𝐹 p𝑠q𝑑𝑠;

3) существует интегрируемое по Хукухаре на отрезке r𝑎, 𝑏s отображение
𝐺p¨q такое, что для всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s справедливо равенство 𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑎q `
�́�

𝑎

𝐺p𝑠q𝑑𝑠.

Заключение. В заключение сделаем несколько замечаний:

Замечание 3. Из лемм 1-3 следует, что в отличии от теории однозначных
функций, для множественнозначных отображений, удовлетворяющих услови-
ям определения 4, не выполняется теорема 1.

Замечание 4. При рассмотрении дифференциальных уравнений с производ-
ной Хукухары, удовлетворяющих условию Каратеодори, при введение понятия
решения необходимо использовать интегрально абсолютно непрерывные мно-
жественнозначные отображения.
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Замечание 5. В случае, когда вместо производной Хукухары рассматрива-
ется обобщенная производная в смысле [16-18], необходимо использовать следу-
ющее определение интегрально абсолютно непрерывного множественнозначно-
го отображения:

Определение 6. Множественнозначное отображение 𝐹 : r𝑎,𝑏s Ñ 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q

называется интегрально абсолютно непрерывным на отрезке r𝑎,𝑏s, если суще-
ствует интегрируемое по Хукухаре множественнозначное отображение 𝐺 :
r𝑎,𝑏s Ñ 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q такое, что существует конечное разбиение отрезка r𝑎,𝑏s точ-
ками 𝑎 “ 𝑥0 ă 𝑥1 ă ... ă 𝑥𝑚´1 ă 𝑥𝑚 “ 𝑏 такое, что на каждом сегменте

r𝑥𝑖,𝑥𝑖`1s выполняется одно из равенств 𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑥𝑖q `
�́�

𝑥𝑖

𝐺p𝑠q𝑑𝑠 или 𝐹 p𝑥𝑖q “

𝐹 p𝑥q `
�́�

𝑥𝑖

𝐺p𝑠q𝑑𝑠.

Тогда будет выполняться следующая теорема аналогичная теореме 2:

Теорема 3. Следующие утверждения являются эквивалентными:

1) отображение 𝐹 p¨q интегрально абсолютно непрерывно в смысле определе-
ния 6 на r𝑎,𝑏s;

2) отображение 𝐹 p¨q дифференцируемо в смысле обобщенной производной [16-
18] почти всюду на r𝑎,𝑏s, отображение 𝐷𝐹 p¨q интегрируемо по Хуку-
харе на r𝑎,𝑏s и существует конечное разбиение отрезка r𝑎,𝑏s точками
𝑎 “ 𝑥0 ă 𝑥1 ă ... ă 𝑥𝑚´1 ă 𝑥𝑚 “ 𝑏 такое, что на каждом сегменте

r𝑥𝑖,𝑥𝑖`1s выполняется одно из равенств 𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑥𝑖q `
�́�

𝑥𝑖

𝐷𝐹 p𝑠q𝑑𝑠 или

𝐹 p𝑥𝑖q “ 𝐹 p𝑥q `
�́�

𝑥𝑖

𝐷𝐹 p𝑠q𝑑𝑠.

3) существует интегрируемое по Хукухаре на отрезке r𝑎, 𝑏s отображение
𝐺p¨q такое, что существует конечное разбиение отрезка r𝑎,𝑏s точками
𝑎 “ 𝑥0 ă 𝑥1 ă ... ă 𝑥𝑚´1 ă 𝑥𝑚 “ 𝑏 такое, что на каждом сегмен-

те r𝑥𝑖,𝑥𝑖`1s выполняется одно из равенств 𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑥𝑖q `
�́�

𝑥𝑖

𝐺p𝑠q𝑑𝑠 или

𝐹 p𝑥𝑖q “ 𝐹 p𝑥q `
�́�

𝑥𝑖

𝐺p𝑠q𝑑𝑠.

Замечание 6. В случае, если размерность пространства равняется едини-
це и вместо производной Хукухары рассматривается обобщенная производная
в смысле [19], необходимо использовать следующее определение интегрально аб-
солютно непрерывного сегментнозначного отображения.

Определение 7. Сегментнозначное отображение 𝐹 : r𝑎,𝑏s Ñ 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅q на-
зывается интегрально абсолютно непрерывным на отрезке r𝑎,𝑏s, если суще-
ствует интегрируемое по Хукухаре сегментнозначное отображение 𝐺 : r𝑎,𝑏s Ñ
𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅q такое, что на отрезке r𝑎,𝑏s выполняется одно из равенств 𝐹 p𝑥q “

𝐹 p𝑎q `
�́�

𝑎

𝐺p𝑠q𝑑𝑠 или 𝐹 p𝑎q “ 𝐹 p𝑥q ` p´1q
�́�

𝑎

𝐺p𝑠q𝑑𝑠.
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Тогда будет выполняться следующая теорема аналогичная теореме 2:

Теорема 4. Следующие утверждения являются эквивалентными:

1) отображение 𝐹 p¨q интегрально абсолютно непрерывное в смысле опреде-
ления 7 на r𝑎,𝑏s;

2) отображение 𝐹 p¨q дифференцируемо в смысле обобщенной производной [19]
почти всюду на r𝑎,𝑏s, отображение 𝐷𝑔ℎ𝐹 p¨q интегрируемо по Хукухаре на
r𝑎,𝑏s и для всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s выполняется одно из равенство 𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑎q `
�́�

𝑎

𝐷𝑔ℎ𝐹 p𝑠q𝑑𝑠 или 𝐹 p𝑎q “ 𝐹 p𝑥q ` p´1q
�́�

𝑎

𝐷𝑔ℎ𝐹 p𝑠q𝑑𝑠;

3) существует интегрируемое по Хукухаре на отрезке r𝑎, 𝑏s отображение
𝐺p¨q такое, что для всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s выполняется одно из равенство 𝐹 p𝑥q “

𝐹 p𝑎q `
�́�

𝑎

𝐺p𝑠q𝑑𝑠 или 𝐹 p𝑎q “ 𝐹 p𝑥q ` p´1q
�́�

𝑎

𝐺p𝑠q𝑑𝑠.

Замечание 7. Очевидно, что замечания 3-6 справедливы для нечетких отоб-
ражений и для соответствующих нечетких дифференциальных уравнений [4,
20-24].
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Комлєва Т. О., Плотнiкова Л. I., Плотнiков А. В., Скрипник Н. В.
Деякi зауваження до абсолютної неперервностi множиннозначних вiдобра-
жень

Резюме

В останнiй час багато авторiв розглядали питання iснування, єдиностi та властиво-
стi розв’язкiв множиннозначних диференцiальних та iнтегро-диференцiальних рiвнянь,
рiвнянь вищих порядкiв, дослiджували iмпульсних та керованих систем в рамках теорiї
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множиннозначних рiвнянь. В очевидь, отримання всiх цих результатiв було б не можли-
вим без розвитку теорiї множиннозначного аналiзу. Зокрема при розглядi множиннозна-
чних диференцiальних рiвнянь, коли права частина задовольняє умовам Каратеодорi,
як рiшень розглядаються абсолютно неперервнi множиннозначнi вiдображення. У стат-
тi показується, що абсолютно неперервнi множиннозначнi вiдображення (при наявних
поняттях похiдної та iнтеграла) не задовольняють тим властивостям, яким задоволь-
няють однозначнi абсолютно неперервнi функцiї та пропонується ввести додатково по-
няття iнтегрально абсолютно неперервного множиннозначного вiдображення.
Ключовi слова: множиннозначнiсть, абсолютна неперервнiсть, похiдна Хукухари .

Komleva T. A., Plotnikova L. I., Plotnikov A. V.
Some remarks on the absolute continuity of set-valued mappings

Summary

Recently, many authors have considered the existence, uniqueness and properties of solutions

of set-valued differential and integral-differential equations, higher-order equations and inves-

tigated impulsive and control systems within the framework of the theory of set-valued equa-

tions. Obviously, obtaining all these results would be impossible without the development

of the theory of set-valued analysis. In particular, when considering set-valued differential

equations, when the right-hand side satisfies Caratheodory conditions, absolutely continuous

set-valued mappings are considered as solutions. The article show that absolutely continu-

ous set-valued mappings (under the existing concepts of the derivative and integral) do not

satisfy those properties that are satisfied by single-valued absolutely continuous functions

and therefore it is proposed to introduce additionally the concept of a integrally absolutely

continuous set-valued mapping.

Key words: set-valued, absolutely continuous, Hukuhara derivative.
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