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КОНТАКТ БЕРЕГIВ МIЖФАЗНОЇ ТРIЩИНИ, ЩО ВИХОДИТЬ З
КУТОВОЇ ТОЧКИ ЛАМАНОЇ МЕЖI ПОДIЛУ

В умовах плоскої деформацiї за допомогою методу Вiнера-Хопфа знайдено розв’язок
задачi про розрахунок маломасштабної контактної зони бiля вершини мiжфазної трiщи-
ни, що виходить з кутової точки ламаної межi подiлу двох рiзних однорiдних iзотропних
матерiалiв. Отримано вирази для визначення довжини контактної зони i контактного
напруження та виконано числовий аналiз їх залежностi вiд пружних характеристик
з’єднаних матерiалiв, кута зламу межi подiлу середовищ, конфiгурацiї навантаження i
коефiцiєнта тертя.
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Вступ. Дослiдження напружено-деформованого стану у кусково-однорiдному
тiлi бiля вершини мiжфазної трiщини, що виходить з кутової точки ламаної межi
подiлу двох рiзних матерiалiв, виявили наявнiсть комплексного показника сингу-
лярностi напружень на певних iнтервалах кутiв зламу, якi залежать вiд пружних
характеристик з’єднаних матерiалiв [1]. Комплекснi значення показника сингу-
лярностi передбачають просторовi осциляцiї берегiв трiщини i, як наслiдок, їх
взаємний перетин, неможливий з фiзичної точки зору. Для усунення цього про-
тирiччя М.Комнiноу [2] була запропонована модель трiщини, що припускає кон-
такт берегiв бiля її вершини. В [3] за допомогою методу Вiнера-Хопфа знайдено
аналiтичний розв’язок задачi про контактну зону малих розмiрiв для мiжфа-
зної трiщини, розташованої на плоскiй межi подiлу, при наявностi тертя берегiв
i навантаженнi, заданому коефiцiєнтом iнтенсивностi напружень. В данiй робо-
тi аналогiчне дослiдження виконано у бiльш загальному випадку ламаної межi
подiлу.

Основнi результати1. Постановка задачi.В умовах плоскої деформа-
цiї розглядається задача про розрахунок розмiрiв маломасштабної контактної
зони бiля вершини мiжфазної трiщини, яка спiвпадає з кутовою точкою ламаної
межi подiлу двох рiзних пружних матерiалiв з модулями Юнга 𝐸1, 𝐸2, коефiцi-
єнтами Пуассона 𝜈1, 𝜈2 i кутом зламу 𝛼. Контактну зону моделюємо розрiзом,
береги якого взаємодiють за законом сухого тертя Кулона з коефiцiєнтом тертя
𝜇. На розрiзi передбачається стискувальне нормальне напруження i допускається
стрибок лише дотичної складової перемiщення.

Вважаючи довжину контактної зони s значно меншою порiвняно з довжиною
трiщини L та iншими суттєвими розмiрiв тiла, будемо розглядати тiло як кусково-
однорiдну площину з пiвнескiнченним розрiзом на однiй з меж подiлу, частина
берегiв якого, прилегла до вершини, перебуває у контактi, а решта - вiльна вiд
навантаження (Рис.1).

Малiсть контактної зони дозволяє сформулювати умову на нескiнченостi у
виглядi вимоги можливостi зшивання розшукуваного розв’язку з асимптотичним
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Рис. 1. Розрахункова модель контактної зони

розв’язком бiля вершини трiщини аналогiчної задачi про мiжфазну трiщину без
контакту берегiв [4]. В результатi приходимо до статичної задачi теорiї пружностi
з крайовими умовами:

𝜃 “ 0 : x𝜎𝜃y “ x𝜏𝑟𝜃y “ 0, x𝑢𝜃y “ x𝑢𝑟y “ 0; (1)

𝜃 “ p2𝜋 ´ 𝛼q
ď

p´𝛼q : x𝜎𝜃y “ x𝜏𝑟𝜃y “ 0, 𝜏𝑟𝜃 “ ´𝜇𝜎𝜃; (2)

𝜃 “ p2𝜋 ´ 𝛼q
ď

p´𝛼q : 𝑟 ă 𝑠, x𝑢𝜃y “ 0; 𝑟 ą 𝑠, 𝜎𝜃 “ 0; (3)

𝜃 “ p2𝜋´𝛼q
ď

p´𝛼q, 𝑟 Ñ8 :

B

B𝑢𝜃
B𝑟

F

“ ´
4p1´ 𝜈21q

𝐸1

ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑟
𝜆𝑖`𝑜p1{𝑟q .

(4)
де x𝑓y - стрибок величини f ; 𝐾𝑖 - коефiцiєнти iнтенсивностi напружень; 𝜆𝑖 - пока-
зники сингулярностi, якi є коренями характеристичного рiвняння p´1 ă 𝑅𝑒𝜆𝑖 ă
0q [4]:

𝐷p´𝜆´ 1q “ 0, (5)

𝐷p𝑝q “ p1` 𝜅1q
2Δ1 ` 𝑒

2p1` 𝜅2q
2Δ2 ´ 4p1´ 𝑒q2Δ1Δ2 ´ 2p1` 𝜅1q𝑒p1` 𝜅2qΔ3`

´4p1´ 𝑒qp1` 𝜅1qΔ1 sin
2 𝑝p2𝜋 ´ 𝛼q ` 4p1´ 𝑒q𝑒p1` 𝜅2qΔ2 sin

2 𝑝𝛼,

Δ1 “ 𝑝2 sin2 𝛼´ sin2 𝑝𝛼,

Δ2 “ 𝑝2 sin2 𝛽 ´ sin2 𝑝𝛽, 𝛽 “ 2𝜋 ´ 𝛼,

Δ3 “ 𝑝2 sin2 𝛼` sin 𝑝𝛼 sin 𝑝p2𝜋 ´ 𝛼q cos 2𝑝𝜋,

𝑒 “
𝐸1

𝐸2

1` 𝜈2
1` 𝜈1

, 𝜅𝑖 “ 3´ 4𝜈𝑖,

𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q “
𝑒p1` 𝜅2qp1` 𝜅1q𝐹1p𝜆𝑖,𝛼q ` 𝑒𝐹2p𝜆𝑖,𝛼q

p1` 𝜅1qp𝜆` 2qΔ1𝐵p𝜆q
,

𝐹1p𝜆𝑖,𝛼q “p1` 𝜅1q𝜓1 ` 2p1´ 𝑒qp𝜓2 ´ 𝜓1q ` 𝑒p1` 𝜅2qp𝜓4 ´ 𝜓1q,

𝐹2p𝜆𝑖,𝛼q “2𝑒p1` 𝜅2q𝑡3rp𝑒´ 1q𝜓6 ´ 𝑒p1` 𝜅2qs ` 4𝑒p1` 𝜅2qp1` 𝜅1q𝜓1`

` 4p1´ 𝑒q2𝑡3𝜓5 ´ p1` 𝜅1qrp1` 𝜅1q ´ 4p1´ 𝑒q𝑡2s𝜓5,

𝜓1 “ 𝜆 sin𝛼 sinp2𝜆𝜋 ` 𝛼q ` cos 2𝜆𝜋 ´ cosp𝜆` 2q𝛼 cos𝜆p2𝜋 ´ 𝛼q,

𝜓2 “ p𝜆
2 ` 3𝜆` 2q sin2 𝛼 cos 2p𝜆` 1qp𝜋 ´ 𝛼q,

𝜓3 “ p𝜆` 1q2 sin2 𝛼` sinp𝜆` 1q𝛼 cos 2𝜆𝜋 sinp𝜆` 1qp2𝜋 ´ 𝛼q,
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𝜓4 “ 𝜆 sin2 𝛼` cos2 2𝜆𝜋 ´ cosp𝜆` 2q𝛼 cos𝜆𝛼,

𝜓5 “ 2𝜆p𝜆` 2q sin2 𝛼´ 2 sin𝜆𝛼 sinp𝜆` 2q𝛼`

`p1` 𝜅2qr𝜆 sin
2 𝛼` 1´ cos𝜆𝛼 cosp𝜆` 2q𝛼s,

𝜓6 “ p1` 𝜅2q cos 2p𝜆` 1q𝛼` 4 sin2p𝜆` 1q𝛼,

Δ1𝐵 “2p𝑒´ 1q𝑡3r2p𝑒´ 1q𝑡13 ` 𝑒p1` 𝜅2q sinp𝜆` 2q𝛼s´

´ p1` 𝜅1q𝑡13r4p𝑒´ 1q𝑡2 ` p1` 𝜅1qs ` 𝑒p1` 𝜅2qp1` 𝜅1q𝑡14,

𝑡2 “ sin2p𝜆` 1qp2𝜋 ´ 𝛼q,

𝑡3 “ p𝜆` 1q2 sin2 𝛼´ sin2p𝜆` 1qp2𝜋 ´ 𝛼q,

𝑡12 “ p𝜆` 2q sin𝜆𝛼` 2 sinp𝜆` 2q𝛼,

𝑡13 “ 𝜆 cosp𝜆` 1q𝛼 sin𝛼´ sin𝜆𝛼.

Введенi в (4) коефiцiєнти iнтенсивностi напружень 𝐾𝑖 через вiдсутнiсть симе-
трiї у будовi кусково-однорiдного тiла не зв’язнi з певними модами навантаження.
Надалi вважаємо їх заданими за умовою задачi i такими, що забезпечують сти-
скувальнi напруження на берегах контактної зони (𝜎0 p𝑟,2𝜋 ´ 𝛼q “ 𝜎0 p𝑟,´ 𝛼q ă 0
при răs).

Розв’язок сформульованої крайової задачi шукаємо у виглядi суми розв’язкiв
наступних двох задач. Перша задача вiдрiзняється вiд початкової тим, що замiсть
першої з умов (3) використовуємо умову

𝜃 “ p2𝜋 ´ 𝛼q
ď

p´𝛼q , 𝑟 ă 𝑠 :

B

B𝑢𝜃
B𝑟

F

“
4p1´ 𝜈21q

𝐸1

ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑟
𝜆𝑖 , (6)

а на нескiнченностi
@

B𝑢𝜃

B𝑟

D

„ 𝑜p1{𝑟q. Друга задача – аналогiчна задача без конта-
ктної зони, розв’язок якої вiдомий [4], тому достатньо знайти розв’язок першої
задачi.

2. Розв’язання задачi методом Вiнера—Хопфа. За допомогою iнте-
грального перетворення Меллiна сформульована крайова задача (1-4) зводиться
до функцiонального рiвняння Вiнера – Хопфа першої задачi у смузi ´𝜀1 ă 𝑅𝑒𝑝 ă
𝜀2 (𝜀1, 𝜀2 – достатньо малi позитивнi числа), що мiстить уявну вiсь:

Φ`p𝑝q ´
ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑠
𝜆𝑖

𝑝` 1` 𝜆𝑖
“ ´𝐺0p𝑝q

𝐵 sin 𝑝𝜋

sinp𝑝´ 𝜆0q𝜋
Φ´p𝑝q, (7)

Φ`p𝑝q “
𝐸1

2p1´ 𝜈21q

ˆ 8
1

B

B𝑢𝜃
B𝑟

F
⃒⃒⃒⃒

𝑟“𝜌𝑠
𝜃“2𝜋´𝛼

Ť

´𝛼

𝜌𝑝𝑑𝜌,

Φ´p𝑝q “

ˆ 1

0

𝜎𝜃p𝜌𝑠,2𝜋 ´ 𝛼q𝜌
𝑝𝑑𝜌,

𝐺0p𝑝q “
2𝐷0p𝑝q

𝐷p𝑝q

sinp𝑝´ 𝜆0q𝜋

𝐵p1` 𝜅1q sin 𝑝𝜋
, 𝐵 “

1` 𝜅1 ` 𝑒 p1` 𝜅2q

2 p1` 𝜅1q
,

𝐷0p𝑝q “ p1´ 𝑒q
3
2𝜇Δ1Δ2 ´ p1´ 𝑒q 𝑒

2 p1` 𝜅2q
2
Δ4 ´ p1´ 𝑒q

2
𝑒 p1` 𝜅2qΔ5`

`p1´ 𝑒q p1` 𝜅1q 𝑒 p1` 𝜅2qΔ6`

`p1´ 𝑒q p1` 𝜅1q
2
Δ7 ´ p1´ 𝑒q

2
p1` 𝜅1qΔ8 ` p1` 𝜅1q

2
𝑒 p1` 𝜅2qΔ9´

´p1` 𝜅1q 𝑒
2 p1` 𝜅2q

2
Δ10,
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𝛿 p𝑥q “ cos 𝑝𝑥` 𝜇 sin 𝑝𝑥, 𝛿1 “ 𝑝 sin𝛼 pcos𝛼` 𝜇 sin𝛼q ,

Δ4 “ 𝛿 p𝛼qΔ2 sin 𝑝𝛼,

Δ5 “ Δ4 `
`

𝛿1 ` 2𝜇 sin2 𝑝𝛼
˘

Δ2,

Δ6 “ 𝛿 p´𝛽qΔ1 sin 𝑝𝛽,

Δ7 “ 2𝛿 p𝛼´ 𝜋q
`

𝑝2 sin2 𝛼` sin 𝑝𝛼 sin 𝑝𝛽
˘

sin 𝑝 p𝛼´ 𝜋q´

´4 sin2 𝑝𝜋
`

𝛿1 cos
2 𝑝 p𝛼´ 𝜋q ` 𝜇 sin 𝑝𝛼 sin 𝑝𝛽

˘

,

Δ8 “ Δ6 ´
`

𝛿1 ` 2𝜇 sin2 𝑝𝛽
˘

Δ1,

Δ9 “ sin2 𝑝𝜋 ¨ p𝛿1 ´ 𝛿 p´𝛽q sin 𝑝𝛼q ,

Δ10 “ sin2 𝑝𝜋 ¨ p𝛿1 ` 𝛿 p𝛼q sin 𝑝𝛽q ,

𝜆0 “
1
𝜋 arccos

ˆ

´𝜇𝛽?
1`𝜇2𝛽2

˙

´ 1, 𝛽 “ p1`𝑒𝜅2q´p𝑒`𝜅1q

p1`𝑒𝜅2q`p𝑒`𝜅1q
— параметр Дундурса.

Функцiя 𝐺0p𝑖𝑡q має парну додатну дiйсну i непарну уявну частини, якi при
𝑡 Ñ ˘8 прямують до 1 i 0 вiдповiдно, тому iндекс функцiї 𝐺0p𝑝q по уявнiй вiсi
дорiвнює 0 i справедлива факторизацiя за формулою Гахова [5]:

𝐺0p𝑝q “
𝐺`0 p𝑝q

𝐺´0 p𝑝q
p𝑅𝑒𝑝 “ 0q , exp

„

1

2𝜋𝑖

ˆ `𝑖8

´𝑖8

ln𝐺p𝑧q

𝑧 ´ 𝑝
𝑑𝑧



“

"

𝐺`0 p𝑝q, 𝑅𝑒𝑝 ă 0,
𝐺´0 p𝑝q, 𝑅𝑒𝑝 ą 0.

(8)
З теорiї гамма-функцiй Ейлера випливає подання [6]:

sin 𝑝𝜋

sinp𝑝´ 𝜆0q𝜋
“

𝑝

p𝑝´ 𝜆0q𝑄`p𝑝q𝑄´p𝑝q
, 𝑄˘p𝑝q “

Γp1¯ 𝑝q

Γp1¯ 𝑝˘ 𝜆0q
(9)

Використовуючи (8) i (9), перепишемо (7) у виглядi:

Φ`p𝑝q𝑄`p𝑝q

𝑝𝐺`0 p𝑝q
´
ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑠
𝜆𝑖

𝑝` 1` 𝜆𝑖

„

𝑄`p𝑝q

𝑝𝐺`0 p𝑝q
`

𝑄`p´1´ 𝜆𝑖q

p1` 𝜆𝑖q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆𝑖q



“

“ ´
𝐵Φ´p𝑝q

p𝑝´ 𝜆0q𝐺
´
0 p𝑝q𝑄

´p𝑝q
´
ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑠
𝜆𝑖

𝑝` 1` 𝜆𝑖

𝑄`p´1´ 𝜆𝑖q

p1` 𝜆𝑖q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆𝑖q

p𝑅𝑒𝑝 “ 0q.

(10)
Лiва частина рiвняння (10) є аналiтичною функцiєю у пiвплощинi 𝑅𝑒𝑝 ă 0,

а права – у пiвплощинi 𝑅𝑒𝑝 ą 0. Тому, згiдно з принципом аналiтичного продов-
ження повинна iснувати єдина функцiя, яка є аналiтичною у всiй комплекснiй
площинi p i дорiвнює лiвiй i правiй частинам цього рiвняння у вiдповiдних пiв-
площинах. Щоб її знати дослiдимо асимптотичну поведiнку функцiй, що входять
в рiвняння (10) на нескiнченостi. За допомогою формули Стерлiнга отримаємо
𝑄˘p𝑝q „ 𝑒˘𝜆0 p¯𝑝q

¯𝜆0 , а з (8) випливає, що lim
𝑝Ñ8

𝐺˘0 p𝑝q “ 1. Врахуємо також, що у

вiдповiдностi iз загальними положеннями про поведiнку напружень i перемiщень
бiля концентраторiв в кiнцi контактної зони мають мiсце сингулярностi виду

𝜎𝜃p𝑟,2𝜋 ´ 𝛼
ď

´𝛼q „𝑀1p𝑠´ 𝑟q
´1´𝜆0 p𝑟 Ñ 𝑠´ 0q,

𝐸1

4p1´ 𝜈21q

B

B𝑢𝜃
B𝑟

F
⃒⃒⃒⃒
𝜃“2𝜋´𝛼

Ť

´𝛼

„𝑀2p𝑟 ´ 𝑠q
´1´𝜆0 p𝑟 Ñ 𝑠` 0q,
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де M 1, M 2 — деякi сталi. Тодi за теоремою абелева типу [7] знаходимо, що при
𝑝Ñ8

Φ´p𝑝q „𝑀1Γp´𝜆0q𝑠
´1´𝜆0𝑝𝜆0 ,Φ`p𝑝q „𝑀2Γp´𝜆0q𝑠

´1´𝜆0p´𝑝q𝜆0 . (11)

Пiдставляючи знайденi вище асимптотики 𝑄˘p𝑝q, 𝐺˘0 p𝑝q та Φ˘p𝑝q в (10), зна-
ходимо, що функцiї в її лiвiй i правiй частинах на нескiнченностi обертаються в
нуль. Отже, за теоремою Лiувiля єдина аналiтична функцiя тотожно дорiвнює
нулю у всiй комплекснiй площинi. Прирiвнюючи обидвi частини рiвняння (10) до
нуля, отримаємо його точний розв’язок:

Φ`p𝑝q “
𝑝𝐺`0 p𝑝q

𝑄`p𝑝q

ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑠
𝜆𝑖

𝑝` 1` 𝜆𝑖

„

𝑄`p𝑝q

𝑝𝐺`0 p𝑝q
`

𝑄`p´1´ 𝜆𝑖q

p1` 𝜆𝑖q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆𝑖q



p𝑅𝑒𝑝 ă 0q ,

Φ´p𝑝q “ ´
p𝑝´ 𝜆0q𝐺

´
0 p𝑝q𝑄

´p𝑝q

𝐵

ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑠
𝜆𝑖

𝑝` 1` 𝜆𝑖

𝑄`p´1´ 𝜆𝑖q

p1` 𝜆𝑖q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆𝑖q

p𝑅𝑒𝑝 ą 0q .

(12)
3. Розрахунок параметрiв контактної зони. З (12) випливає, що при

𝑝Ñ8

Φ´p𝑝q „ ´
𝑒´𝜆0𝑝𝜆0

𝐵

ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑠
𝜆𝑖𝑄`p´1´ 𝜆𝑖q

p1` 𝜆𝑖q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆𝑖q

p𝑅𝑒𝑝 ą 0q . (13)

Порiвнюючи (11) з (13), знаходимо:

𝑀1 “ ´
𝑒´𝜆0𝑠1`𝜆0

𝐵Γp´𝜆0q

ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑠
𝜆𝑖𝑄`p´1´ 𝜆𝑖q

p1` 𝜆𝑖q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆𝑖q

.

Оскiльки в кiнцi контактної зони нормальне напруження обертається в 0 (при
𝑟 ą 𝑠 трiщина вiдкрита), тому повинно бути 𝑀1 “ 0, що приводить до трансцен-
дентного рiвняння для визначення довжини контактної зони:

ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑠
𝜆𝑖𝑄`p´1´ 𝜆𝑖q

p1` 𝜆𝑖q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆𝑖q

“ 0. (14)

У цьому рiвняннi для пiдвищення точностi можна взяти довiльну кiлькiсть до-
данкiв з коренями характеристичного рiвняння (5), що задовольняють умову
𝑅𝑒𝜆𝑖 ą ´1, проте для маломасштабної зони з 𝑠 ! 𝐿 можна обмежитись лише
двома найбiльшими за модулем показниками сингулярностi 𝜆1,𝜆2 „ ´0,5, що
дозволяє отримати вираз для довжини контактної зони

𝑠 “

„

´
p2𝜋q𝜆1𝐾1𝐹 p𝜆1,𝛼q𝑄

`p´1´ 𝜆1q

p2𝜋q𝜆2𝐾2𝐹 p𝜆2,𝛼q𝑄`p´1´ 𝜆2q

p1` 𝜆2q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆2q

p1` 𝜆1q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆1q

1{p𝜆2´𝜆1q

. (15)

Даний вираз годиться як для дiйсних 𝜆1, 𝜆2, так i для комплексно спряжених
𝜆1 “ �̄�2. В останньому випадку в (15) використовуються комплексно спряженi
коефiцiєнти iнтенсивностi напружень 𝐾1 “ �̄�2.
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З розв’язку (12) визначили трансформанту нормального напруження на бе-
регах трiщини та, застосувавши до неї зворотне перетворення Меллiна i теорему
про лишки, знайшли вираз для контактного напруження:

𝜎𝜃p𝑟,2𝜋 ´ 𝛼q “
ÿ

𝑘

„

p1` 𝜅1q𝐷 p´1´ 𝜆
1
𝑘q

2𝐷10 p´1´ 𝜆
1
𝑘q

´𝑟

𝑠

¯𝜆1𝑘 p1` 𝜆1𝑘q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆

1
𝑘q

𝑄`p´1´ 𝜆1𝑘q
ˆ

ˆ
ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑠
𝜆𝑖𝑄`p´1´ 𝜆𝑖q

p𝜆𝑖 ´ 𝜆1𝑘q p1` 𝜆𝑖q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆𝑖q

ff

, (16)

де 𝜆1𝑘 - коренi рiвняння

𝐷0

`

´1´ 𝜆1𝑘
˘

“ 0 p𝑅𝑒𝜆1𝑘 ą ´1q, (17)

𝐷10 p𝑝q “ 𝑑𝐷0 p𝑝q {𝑑𝑝. Для забезпечення точностi при будь-яких 0 ď 𝑟 ď 𝑠 необ-
хiдно в сумах по k брати якомога бiльше доданкiв. Вираз (16) вказує на те, що
бiля вершини трiщини зберiгається концентрацiя напружень, яка характеризує-
ться показником сингулярностi 𝜆11.

4. Аналiз числових результатiв. Згiдно (14) i (15), довжина контактної
зони при незмiннiй конфiгурацiї зовнiшнього навантаження не залежить вiд його
модуля, який лiнiйно входить в коефiцiєнти iнтенсивностi напружень. Для дослi-
дження залежностi розмiрiв контактної зони вiд конфiгурацiї навантаження i
параметрiв композитного тiла розглянемо дiю зосереджених сил з нормальними
i дотичними компонентами P i Q, прикладених на вiдстанi 𝑎 ! 𝐿 вiд вершини
трiщини до її берегiв (рис. 1). Конфiгурацiя навантаження визначалась вiдно-
шенням n=P/Q. Коефiцiєнти iнтенсивностi для даного випадку визначенi в [4].
Результати числових розрахункiв довжини контактної зони для окремих пара-
метрiв тiла i навантаження поданi на рис. 2. В усiх розрахунках покладалось
𝜈1 “ 𝜈2 “ 0,3.

Довжина контактної зони стрiмко зменшується при зближеннi пружних хара-
ктеристик з’єднаних матерiалiв (рис. 2а) та зi збiльшенням вiдношення n=P/Q
розтягувальних зусиль до зсувних (рис. 2с), набуваючи екстремально малих зна-
чень, для яких контактна модель мiжфазної трiщини стає фiзично некоректною.
Навпаки, зусилля, що призводять до зсуву берега трiщини в менш жорсткому
матерiалi вiдносно протилежного берега в напрямку вiд вершини, зумовлюють
розмiри зони, зрiвняннi за порядком величини з довжиною трiщини, однак у цьо-
му випадку порушується прийнята в данiй роботi умова маломасштабностi зони,
i для великих її розмiрiв отриманий розв’язок стає необґрунтованим.

Залежнiсть розмiру контактної зони вiд тертя виявляється менш вираженою:
її довжина повiльно зростає зi збiльшенням тертя (рис. 2d), що узгоджується
з висновками робiт [3, 8, 9]. В той же час довжина областi контакту берегiв
iстотно залежить вiд кута зламу межi подiлу з’єднаних матерiалiв (рис.2с): в цiй
залежностi виявляється максимум при кутi зламу, близькому до 𝛼 « 1700.

Згiдно (16), напруження бiля вершини трiщини мають степеневу особливiсть
з дiйсним показником сингулярностi ´1 ă 𝜆11 ă 0 (рис. 3), що задовольняє рiвня-
ння (17). Таким чином, контактна зона усуває просторовi осциляцiї перемiщень
i напружень бiля вершини трiщини, характернi для класичної моделi мiжфазної
трiщини на ламанiй межi подiлу при кутах зламу в iнтервалi 600 ď 𝛼 ď 2700.
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Рис. 2. Залежнiсть довжини контактної зони вiд: а) вiдношення модулiв Юнга для
n=0,5, 𝜇 “ ´0,5; b) кута зламу межi подiлу для E1/E2=0,1, 𝜇 “ ´0,5; c) конфiгурацiї
навантаження для E1/E2=0,3, 𝜇 “ ´0,5; d) коефiцiєнта тертя для E1/E2=0,3, n=0,5.

Проте, при вiдмiнному вiд 0 коефiцiєнтi тертя показник сингулярностi на
порiвняно вузьких iнтервалах кутiв зламу може набути комплексних значень, якi
обумовлюють фiзично некоректнi просторовi осциляцiї перемiщень (штрихована
дiлянка на графiку 𝜆11p𝛼q для 𝜇 “ ´1, рис. 3).

Рис. 3. Залежнiсть показника сингулярностi напружень вiд кута зламу
межi подiлу для E1/E2=0,3.

Розв’язання цього протирiччя, у вiдповiдностi з комплексною моделлю мiж-
фазної трiщини [10], вбачаємо в утвореннi зони передруйнування в околi верши-
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ни. Зокрема, модель мiжфазної трiщини з контактом берегiв i бiчною пластичною
зоною передруйнування на плоскiй межi подiлу матерiалiв розглянута в [11].

Висновки. За допомогою методу Вiнера-Хопфа знайдено розв’язок задачi
про розрахунок розмiрiв маломасштабної областi контакту берегiв бiля вершини
мiжфазної трiщини, яка виходить з кутової точки ламаної межi подiлу двох рi-
зних однорiдних iзотропних матерiалiв. Мiж берегами трiщини передбачається
взаємодiя за законом сухого тертя. Отримано вирази для довжини контактної
зони i контактного напруження та виконано числовий аналiз їх залежностей вiд
пружних характеристик з’єднаних матерiалiв, кута зламу, конфiгурацiї зовнi-
шнього навантаження i коефiцiєнта тертя. Встановлено, що контакт берегiв трi-
щини усуває фiзично некоректнi просторовi осциляцiї перемiщень, передбачуванi
класичною теорiєю мiжфазних трiщин, за винятком досить вузького iнтервалу
кутiв зламу.
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Дудик М. В., Решетник Ю. В., Фенькив В. М.
Контакт берегов межфазной трещины, выходящей из угловой точки ломаной
границы раздела

Резюме

В условиях плоской деформации с помощью метода Винера-Хопфа найдено решение
задачи о расчете маломасштабной контактной зоны вблизи вершины межфазной тре-
щины, выходящей из угловой точки ломаной границы раздела двух разных однородных
изотропных материалов. Получены выражения для определения длины контактной зо-
ны и контактного напряжения и выполнен числовой анализ их зависимости от упругих
характеристик соединенных материалов, угла излома границы раздела сред, конфигу-
рации нагрузки и коэффициента трения.
Ключевые слова: контактная зона, ломаная граница раздела, межфазная трещина .

Dudyk M. V., Reshitnyk Yu. V., Fen’kiv V. M.
Contact of the faces of the interfacial crack outcoming from angular point
of the broken interface

Summary

The model of the interfacial crack outcoming from the angular point of the broken interface

of two different homogeneous isotropic materials has been developed. The model assumes

the existence of a near the tip of the crack small-scale contact region of the faces interacting

according to the law of dry friction. Owing to the small sizes of the contact zone the condition

on the infinity as a demand of the possibility of sewing together the sought solution with the

asymptotic solution near the crack tip of the analogous problem about an interfacial crack

without contact of faces was formulated. The solution of the suitable static boundary-value

problem of the theory of elasticity under the conditions of plane deformation is found by using

the Wiener – Hopf method. The equations for the determination of the length of the contact

zone and stress singularity index near the crack tip and an expression for the contact stress

were obtained. The numerical analysis of the dependence of the contact zone length and

stress singularity index on the external load configuration, friction and elastic characteristics

of the joined materials was made. The fact that the length of the contact zone decreases

impetuously under the normal component of the load increases or the moduli of elasticity

of the joined materials become closer was discovered. At the same time, its dependence on

the friction coefficient is less pronounced: with the enhancement of the friction of the faces,

the length of the contact zone increases slightly. We have established that the contact of the

faces eliminates the physically uncorrected spatial oscillation of the displacements predicted

by the classic theory of the interfacial cracks with the exception of a narrow enough interval

of the interfacial angle.

Key words: contact zone, broken interface, interfacial crack.
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