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ГIПЕРБОЛIЧНI РIВНЯННЯ З СИНГУЛЯРНИМИ
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Робота присвячена доведенню iснування слабкого розв’язку квазiлiнiйних диференцi-
альних рiвнянь з частковими похiдними в просторах 𝑊 𝑝

1 з вимiрними коефiцiєнтами.
Дослiдження проводиться з використанням методу Гальоркiна та методу форм i нелiнiй-
них монотонних операторiв. Умови на коефiцiєнти уточнюються в процесi дослiдження
властивостей нелiнiйних операторiв, що породженi формою, яка складена за лiвими ча-
стинами заданого рiвняння.
MSC: 35L81.
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Вступ.
Хвильовий процес — це складна модель руху реальних систем, що властива

всiм без винятку об’єктам матерiального свiту, стан яких залежить як вiд часової
так i вiд просторових змiнних, тому, як правило, його описують за допомогою
рiвнянь гiперболiчного типу.

В теорiї хвиль важливе значення має рiвняння вигляду:

𝑑2𝑢(𝑡)

𝑑𝑡2
−

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑢

)︂
+ 𝑏(𝑥,𝑢,∇𝑢) = 𝑓(𝑥,𝑡),

частинний випадок цього рiвняння має вигляд

1

𝑐2
𝑑2𝑢(𝑡)

𝑑𝑡2
−Δ𝑢− 𝑏(𝑥,𝑢,∇𝑢) = 𝑓(𝑥,𝑡),

де функцiя 𝑓(𝑥,𝑡) характеризує зовнiшнiй вплив на систему, що дослiджується.
В середовищах, пiдчас розповсюдження хвилi, вiдбуваються процеси передачi
енергiї хвилi частинкам середовища, також можливий випадок коли швидкiсть
розповсюдження хвилi є функцiєю частоти. Як правило, в залежностi вiд пев-
них механiзмiв взаємодiї хвилi з середовищем, подiбнi явища враховуються за
допомогою структурного вигляду нелiнiйної функцiї 𝑏(𝑥,𝑢,∇𝑢)

Робота присвячена дослiдженню слабкої розв’язуваностi квазiлiнiйних дифе-
ренцiальних рiвнянь в частинних похiдних гiперболiчного типу з гладкими та
вимiрними коефiцiєнтами, дослiдження базується на методах теорiї напiвгруп iз
застосуванням методу диференцiйних форм. Вивчення задачi проводиться за та-
кою схемою: спочатку вiд гiперболiчного рiвняння, за допомогою певної замiни,
здiйснюється перехiд до системи параболiчних рiвнянь спецiального вигляду i
далi дослiджується розв’язуванiсть цiєї системи, при цьому виникає потреба в
дослiдженнi рiвнянь елiптичного типу. Рiвняння елiптичного типу розглядаю-
ться за допомогою аналогу метода монотонних слабко компактних операторiв в
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роботi отримано аналог теореми типу Мiнтi—Браудера. При цьому розглядається
новий тип операторiв 𝐴𝑝𝜆 :𝑊 𝑝

1 →𝑊 𝑝
−1.

Основнi результати
1. Випадок задачi iз гладкими коефiцiєнтами в просторах 𝐿𝑝(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥).

Розглянемо випадок коли коефiцiєнти є нескiнченно гладкими функцiями своїх
аргументiв. За цих умов доведемо наступну теорему.

Теорема 1. Для довiльних елементiв {𝛾,𝜂} ⊂𝑊 𝑝
1

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀
iснує таке дiйсне

число 𝜇̃ > 0 , що для всiх 0 < 𝜇 < 𝜇̃ система рiвнянь:(︂
I 0
0 I

)︂(︂
𝑢
𝑣

)︂
− 𝜇

(︂
0 I
A 0

)︂(︂
𝑢
𝑣

)︂
=

(︂
𝛾
𝜂

)︂

має єдиний розв’язок
(︂
𝑢
𝑣

)︂
.

Доведення. Для доведення iснування розв’язку перепишемо систему у ви-
глядi:

𝑢 = 𝛾 + 𝜇𝑣,

𝑣 − 𝜇A𝑢 = 𝜂,

i пiдставимо 𝑢 = 𝛾 + 𝜇𝑣 в 𝑣 − 𝜇A𝑢 = 𝜂, тодi маємо:

𝑣 − 𝜇A(𝛾 + 𝜇𝑣) = 𝜂.

Або в розгорнутому виглядi:

𝑣 − 𝜇

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝛾 + 𝜇𝑣)

)︂
+ 𝜇𝑏(𝑥, (𝛾 + 𝜇𝑣) ,∇ (𝛾 + 𝜇𝑣)) = 𝜂

Розпишемо лiнiйний доданок:

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝛾 − 𝜇𝑣)

)︂
=

=

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝛾

)︂
+

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜇𝑣

)︂
,

тодi останнє рiвняння набуде вигляду:

𝑣 − 𝜇2
𝑙∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑣

)︂
+ 𝜇𝑏(𝑥, (𝛾 + 𝜇𝑣) ,∇ (𝛾 + 𝜇𝑣)) =

= 𝜂 +

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝛾

)︂
.

Далi зауважимо, що доданок елементу 𝛾 в нелiнiйнiй складовi рiвняння 𝑏(𝑥, (𝛾 + 𝜇𝑣),
∇ (𝛾 + 𝜇𝑣)) не впливає на характер умов тобто умови на не лiнiйнiсть матимуть
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той самий вигляд (з iншими функцiями 𝜇𝑖(𝑥), а отже з iншою форм – граню), а
саме:

|𝑏(𝑥, (𝛾 + 𝜇𝑣) ,∇ (𝛾 + 𝜇𝑣))| 6 𝜇 (𝜇1(𝑥)|∇𝑢|+ 𝜇2(𝑥)|𝑢|+ 𝜇3(𝑥)) ,

|𝑏(𝑥, (𝛾 + 𝜇𝑣) ,∇ (𝛾 + 𝜇𝑣))− 𝑏(𝑥, (𝛾 + 𝜇𝑤) ,∇ (𝛾 + 𝜇𝑤))| 6

6 𝜇 (𝜇4(𝑥)|𝑣 − 𝑤|+ 𝜇5(𝑥)|∇(𝑣 − 𝑤)|) .

Подiлимо його на 𝜇2, при цьому 1
𝜇2 позначимо через 𝜆, оскiльки 𝜇2 > 0, а праву

частину через 𝜓, при цьому змiняться лише позначення, а рiвняння залишиться
тим же, в спрощеному записi змiняться лише числовi сталi форм – гранi, що
не суттєво, оскiльки 𝜇2 → 0 залежить лише вiд початкових даних. Отже маємо
рiвняння:

𝜆𝑣 −
𝑙∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑣

)︂
+

1

𝜇
𝑏(𝑥, (𝛾 + 𝜇𝑣) ,∇ (𝛾 + 𝜇𝑣)) = 𝜓.

Це квазiлiнiйне елiптичне диференцiйне рiвняння в частинних з гладкими
повiльно зростаючими коефiцiєнтами. Дослiдимо його за допомогою аналога ме-
тоду монотонних слабко компактних операторiв iз застосуванням форм.

Схема метода. За рiвнянням складається спецiальна форма та дослiджу-
ються її властивостi, доводиться її обмеженiсть, пiсля цього встановлюється,
що ця форма породжує оператор, який дiє за правилом 𝐴𝑝𝜆 : 𝑊 𝑝

1 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥) →

𝑊 𝑝
−1(𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥) i дослiджуються властивостi цього оператора за допомогою фор-
ми, що його породжує, встановлюється обмеженiсть, коерцитивнiсть, акре-
тивнiсть та хемiнеперервнiсть цього оператора. Далi доводиться теорема про
iснування розв’язку рiвняння за яким складена форма, що породжує оператор,
який має властивостi обмеженостi, коерцитивностi, акретивностi та хемi-
неперервностi. При доведеннi теореми iснування використовується схема Га-
льоркiна, аналог леми про гострий кут, за допомогою якого будується послiдов-
нiсть наближення Гальоркiна та показується, що ця послiдовнiсть збiгається
до розв’язку рiвняння.

За рiвнянням складемо форму ℎ𝑝𝜆(𝑣,𝑤):

ℎ𝑝𝜆(𝑣,𝑤) ≡ 𝜆 ⟨𝑣,𝑤⟩+ ⟨𝑑𝑤 ∘ 𝑎 ∘ 𝑑𝑣⟩+
⟨
1

𝜇
𝑏(𝑥, (𝛾 + 𝜇𝑣) ,∇ (𝛾 + 𝜇𝑣)),𝑤

⟩
,

де 𝑣 ∈𝑊 𝑝(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥), 𝑤 ∈𝑊 𝑞
1,0(𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥). Справедлива лема.
Лема 1. Форма ℎ𝑝𝜆(𝑣,𝑤) є обмеженою.
Як наслiдок леми 1 маємо, що форма ℎ𝑝𝜆(𝑣,𝑤) породжує оператор𝐴𝑝𝜆 :𝑊 𝑝

1 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥) →

𝑊 𝑝
−1(𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥), який також є обмеженим, а отже ℎ𝑝𝜆 (𝑣,𝑤) = ⟨A𝑝𝜆 (𝑣) ,𝑤⟩ де 𝑣 ∈
𝑊 𝑝

1 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥), 𝑤 ∈𝑊 𝑞

1,0(𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥).

Означення. Оператор 𝐴𝑝𝜆 :𝑊 𝑝
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥) →𝑊 𝑝
−1(𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥) коерцитивний, якщо
форма ℎ𝑝𝜆 (𝑣,𝑤) = ⟨A𝑝𝜆 (𝑣) ,𝑤⟩ задовольняє умову

lim
||𝑣||𝑊𝑝

1
→∞

ℎ𝑝𝜆

(︁
𝑣,𝑣 |𝑣|𝑝−2

)︁
||𝑣||𝑊𝑝

1

= ∞.
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Лема 2. Оператор 𝐴𝑝𝜆 : 𝑊 𝑝
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥) → 𝑊 𝑝
−1(𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥) визначає коерцитивне
вiдображення.

Доведення. Оцiнимо форму ℎ𝑝𝜆 (𝑣,𝑤) = ⟨A𝑝𝜆 (𝑣) ,𝑤⟩, де елементи 𝑣 ∈𝑊 𝑝
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥), 𝑤 ∈
𝑊 𝑞

1,0(𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥):

ℎ𝑝𝜆

(︁
𝑣,𝑣 |𝑣|𝑝−2

)︁
=
⟨
A𝑝𝜆 (𝑣) ,𝑣 |𝑣|

𝑝−2
⟩
=

=

⟨
𝜆𝑣 −

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑣

)︂
+

1

𝜇
𝑏(𝑥, (𝛾 + 𝜇𝑣) ,∇ (𝛾 + 𝜇𝑣)),𝑣 |𝑣|𝑝−2

⟩
>

>

⟨
𝜆𝑣 −

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑣

)︂
− |𝜇1(𝑥)|∇𝑣|+ 𝜇2(𝑥)|𝑣|+ 𝜇3(𝑥)| ,𝑣 |𝑣|𝑝−2

⟩
>

> 𝜆||𝑣||𝑝𝑝 +
4(𝑝− 1)

𝑝2

⟨
𝑑(𝑣𝑛 |𝑣𝑛|

𝑝−1
2 ) ∘ 𝑎 ∘ 𝑑(𝑣𝑛 |𝑣𝑛|

𝑝−1
2 )
⟩
−

−
⟨
|𝜇1(𝑥)|∇𝑣|+ 𝜇2(𝑥)|𝑣|+ 𝜇3(𝑥)| ,𝑣 |𝑣|𝑝−2

⟩
.

Позначимо 𝑊 = 𝑣 |𝑣|
𝑝−2
2 i оцiнимо останнiй доданок:⟨

|𝜇1(𝑥)|∇𝑣|+ 𝜇2(𝑥)|𝑣|+ 𝜇3(𝑥)| ,𝑣 |𝑣|𝑝−2
⟩
6

6 2
𝑝 ||∇𝑊 ||2||𝜇1𝑊 ||2 + ||𝜇2𝑊 ||2||𝑊 ||2 + ‖𝜇3‖𝑝

⃦⃦⃦
𝑣 |𝑣|𝑝−2

⃦⃦⃦
𝑞
6

6 1
𝑝

(︀
𝜀2||∇𝑊 ||22 + 1

𝜀2

(︀
𝛽||∇𝑊 ||22 + 𝑐 (𝛽) ||𝑊 ||22

)︀)︀
+

+ 1
2

(︀
𝜀2||𝑊 ||22 + 1

𝜀2

(︀
𝛽||∇𝑊 ||22 + 𝑐 (𝛽) ||𝑊 ||22

)︀)︀
+ 1

𝑝𝜎𝑝 ‖𝜇3‖𝑝𝑝 +
𝜎𝑞

𝑞

⃦⃦⃦
𝑣 |𝑣|𝑝−2

⃦⃦⃦𝑞
𝑞
6

6

(︂√︀
𝛽

(︂
2

𝑝
+

1

2

)︂)︂
|∇𝑊 ||22 +

(︂√
𝛽

2
+
𝑐 (𝛽)

𝑝
√
𝛽
+
𝑐 (𝛽)

2
√
𝛽
+
𝜎𝑞

𝑞

)︂
||𝑊 ||22 +

1

𝑝𝜎𝑝
‖𝜇3‖𝑝𝑝 .

Далi групуємо вiдповiднi доданки, отримуємо твердження леми.
Означення. Оператор ℎ𝑝𝜆 (𝑣,𝑤) = ⟨A𝑝𝜆 (𝑣) ,𝑤⟩ є акретивним в 𝐿𝑝

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀
,

якщо виконується нерiвнiсть⟨
𝐴𝑝𝜆 (𝑣)−𝐴𝑝𝜆 (𝑤) , (𝑣 − 𝑤) |𝑣 − 𝑤|𝑝−2

⟩
> 0,_∀𝑣, 𝑤 ∈𝑊 𝑝

1,0

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀
.

Лема 3. Оператор 𝐴𝑝𝜆 : 𝑊 𝑝
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥) → 𝑊 𝑝
−1(𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥) визначає акретивне вiд-
ображення в 𝐿𝑝

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀
.

Доведення. Дiйсно, згiдно з означенням акретивностi, враховуючи умови,
маємо: ⟨

A𝑝𝜆(𝑢)−A𝑝𝜆(𝑣), (𝑢− 𝑣) |𝑢− 𝑣|𝑝−2
⟩
=

=

⟨
𝜆𝑣 −

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑣

)︂
+

1

𝜇
𝑏(𝑥,𝛾 + 𝜇𝑣,∇ (𝛾 + 𝜇𝑣)), (𝑣 − 𝑤) |𝑣 − 𝑤|𝑝−2

⟩
−

−

⟨
𝜆𝑤 −

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑤

)︂
+

1

𝜇
𝑏(𝑥,𝛾 + 𝜇𝑤,∇ (𝛾 + 𝜇𝑤)), (𝑣 − 𝑤) |𝑣 − 𝑤|𝑝−2

⟩
=
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= 𝜆||𝑢− 𝑣||𝑝𝑝 ++ 4(𝑝−1)
𝑝2

⟨
𝑑(𝑢𝑛 |𝑢𝑛|

𝑝−1
2 ) ∘ 𝑎 ∘ 𝑑(𝑢𝑛 |𝑢𝑛|

𝑝−1
2 )
⟩
+

+
⟨

1
𝜇𝑏(𝑥,𝛾 + 𝜇𝑣,∇ (𝛾 + 𝜇𝑣))− 1

𝜇𝑏(𝑥,𝛾 + 𝜇𝑤,∇ (𝛾 + 𝜇𝑤)), (𝑣 − 𝑤) |𝑣 − 𝑤|𝑝−2
⟩
,

оцiнимо останнiй доданок використовуючи початковi умови, форм обмеженiсть
коефiцiєнтiв i оцiнку Гельдера, покладаючи 𝑊 = (𝑣 − 𝑤) |𝑣 − 𝑤|

𝑝−2
2 , маємо:⃒⃒⃒⃒⟨

1

𝜇
𝑏(𝑥,𝛾 + 𝜇𝑣,∇ (𝛾 + 𝜇𝑣))− 1

𝜇
𝑏(𝑥,𝛾 + 𝜇𝑤,∇ (𝛾 + 𝜇𝑤)), (𝑣 − 𝑤) |𝑣 − 𝑤|𝑝−2

⟩⃒⃒⃒⃒
6

6
⟨
𝜇4(𝑥)|𝑢− 𝑣|+ 𝜇5(𝑥)|∇(𝑢− 𝑣)|, (𝑣 − 𝑤) |𝑣 − 𝑤|𝑝−2

⟩
6

6
⟨
𝜇4(𝑥) (𝑣 − 𝑤) , (𝑣 − 𝑤) |𝑣 − 𝑤|𝑝−2

⟩
+
⟨
𝜇5(𝑥)|∇ (𝑢− 𝑣) |, (𝑢− 𝑣) |𝑢− 𝑣|𝑝−2

⟩
6

6
2

𝑝
||∇𝑊 ||2||𝜇5𝑊 ||2 + ||𝜇4𝑊 ||2||𝑊 ||2 6

6
2

𝑝
||∇𝑊 ||

(︀
𝛽||∇𝑊 ||22 + 𝑐(𝛽)||𝑊 ||22

)︀ 1
2 + ||𝑊 ||2

(︀
𝛽||∇𝑊 ||22 + 𝑐(𝛽)||𝑊 ||22

)︀ 1
2 +

6
1

𝑝

(︂
𝜀21||∇𝑊 ||22 +

1

𝜀21
(𝛽 ||∇𝑊 ||22 + 𝑐(𝛽) ||𝑊 ||22

)︀)︂
+

+
1

2

(︂
𝜎2||𝑊 ||22 +

1

𝜎2
(𝛽 ||∇𝑊 ||22 + 𝑐(𝛽) ||𝑊 ||22

)︀)︂
6

6

(︂
2

𝑝
+

1

2

)︂√︀
𝛽||∇𝑊 ||22 +

(︂
1

𝑝

𝑐(𝛽)√
𝛽

+

√
𝛽

2
+

1

2

𝑐(𝛽)√
𝛽

)︂
||𝑊 ||22.

Використовуючи цi оцiнки доводимо лему.
Означення. Оператор 𝐴𝑝𝜆 : 𝑊 𝑝

1 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥) → 𝑊 𝑝

−1(𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥) визначає хемiнепе-

рервне вiдображення, якщо справджується властивiсть:
𝜔 − lim

𝑡→0
A𝑝𝜆 (𝑣 + 𝑡𝑤) = A𝑝𝜆 (𝑣), ∀𝑣,𝑤 ∈𝑊 𝑝

1,0

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀
в нормi 𝑊 𝑝

−1

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀
.

Лема 4. Нелiнiйний оператор 𝐴𝑝𝜆 : 𝑊 𝑝
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥) → 𝑊 𝑝
−1(𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥) визначає хе-
мiнеперервне вiдображення.

У випадку просторiв 𝐿𝑝(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥),𝑝 > 2, 𝑙 > 3 потрiбно застосовувати аналог
леми 3, а саме:

Лема 5 (про гострий кут). Нехай на сферi 𝑆𝑅 =

(︂
−
𝐶 : |

−
𝐶 | = 𝑅

)︂
, де 𝑅 >

0 – деяке вiдповiдним чином вибране число, задано неперервне вiдображення
→
𝐵 : 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛 для якого виконується аналог умови про гострий кут, тобто⟨

−
𝐵

(︂
−
𝐶

)︂
,
−*
𝐶

⟩
> 0. Тодi iснує принаймнi одна така точка

→
𝐶 : |

→
𝐶 | 6 𝑅, що

→
𝐵
(︁→
𝐶
)︁
= 0. Ця лема доводиться вiд супротивного.

Для того щоб показати, що елiптичне рiвняння має розв’язок використаємо
модифiкацiю метода Гальоркiна. Нехай {𝑤𝑖} i {𝑤*

𝑖 } – гладкi базиси просторiв
𝑊 𝑝

1,0(𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥), 𝑊 𝑞

1,0(𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥), вiдповiдно, i нехай [𝑤1,...𝑤𝑘] – лiнiйна оболонка ба-

зисних елементiв, така що виконується властивiсть: ⟨𝑣𝑘,𝑣*𝑘⟩ = ‖𝑣𝑘‖𝑝𝑝. Покладемо
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за визначенням 𝑣𝑘 =
∑︀𝑘
𝑖=1 𝑐𝑖𝑤𝑖, 𝑣

*
𝑘 =

∑︀𝑘
𝑖=1 𝑐

*
𝑖𝑤

*
𝑖 . Для знаходження послiдовностi

Гальоркiна складемо систему рiвнянь:

⟨A𝑝𝜆 (𝑤𝑘)− 𝜓,𝑤*
𝑖 ⟩ = 0, 𝑖 = 1,...,𝑘.

Ця система визначає неперервне вiдображення
→
𝐵 : 𝑅𝑘 → 𝑅𝑘, а отже має мiсце

аналог леми про гострий кут.
Скористаємося аналогом методу Гальоркiна. Покажемо, що система ця має

розв’язок в лiнiйнiй оболонцi перших 𝑘 елементiв базису {𝑤𝑖}. Дiйсно, вiдображе-
ння

→
𝐵
(︁→
𝐶
)︁
: 0 ⊂ 𝐵𝑖

(︁→
𝐶
)︁
= ⟨A𝑝𝜆 (𝑣𝑘)− 𝜓,𝑤*

𝑖 ⟩, 𝑖 = 1,...,𝑘, внаслiдок коерцитивностi

оператора A𝑝𝜆 :𝑊 𝑝
1

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀
→𝑊 𝑝

−1

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀
, задовольняє умови аналога леми про

гострий кут:⟨→
𝐵
(︁→
𝐶
)︁
,
→*
𝐶
⟩
=

⟨
A𝑝𝜆

(︃
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑤𝑖

)︃
− 𝜓,

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑐*𝑖𝑤
*
𝑖

⟩
=
⟨︀
A𝑝𝜆 (𝑣𝑘)− 𝜓,𝑣𝑘|𝑣𝑘|𝑝−2

⟩︀
>

>

(︃
ℎ𝑝𝜆
(︀
𝑣𝑘,𝑣𝑘|𝑣𝑘|𝑝−2

)︀
||𝑣𝑘|𝑣𝑘|𝑝−2||𝑊 𝑞

1

− ||𝜓||𝑊𝑝
−1

)︃
||𝑣𝑘|𝑣𝑘|𝑝−2||𝑊 𝑞

1
> 0.

Оскiльки A𝑝𝜆 : 𝑊 𝑝
1

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀
→ 𝑊 𝑝

−1

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀
– неперервне вiдображення на

скiнчених пiдпросторах простору 𝑊 𝑝
1,0, то внаслiдок аналога леми про гострий

кут для достатньо великих значень 𝑅 > 0 iснує такий елемент
→
𝐶, |

→
𝐶 | = 𝑅, що

→
𝐵
(︁→
𝐶
)︁
= 0.

Отже, вище вказано спосiб побудови послiдовностi {𝑣𝑘(𝑥)}, елементи якої є
розв’язками рiвняння. Далi покажемо, що послiдовнiсть {𝑣𝑘(𝑥)} збiгається до
розв’язку даного рiвняння.

Використавши коерцитивнiсть оператора A𝑝𝜆 : 𝑊 𝑝
1

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀
→ 𝑊 𝑝

−1

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀
,

одержимо нерiвнiсть ||A𝑝𝜆 (𝑣𝑘) ||𝑊𝑝
−1
6 ||𝜓||𝑊𝑝

1
.

Якщо доведемо нерiвнiсть ||𝑣𝑘||𝑊𝑝
1
< 𝐶, де стала 𝐶 залежить лише вiд фун-

кцiй 𝜇 (структури рiвняння), то тодi внаслiдок слабкої компактностi простору
𝑊 𝑝

1 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥) отримаємо, що iснує така пiдпослiдовнiсть {𝑣𝑘′ (𝑥)}, що має мiсце

властивiсть: 𝑣𝑘′ −−→
𝑊𝑝

1

𝑣0 слабко i A𝑝𝜆(𝑣𝑘′) −−→
𝑊𝑝

1

𝑦 слабко.

Покажемо, що 𝑦 = A𝑝𝜆 (𝑣0) = 𝜓. Звiдси випливатиме, що вiдображення A𝑝𝜆 :
𝑊 𝑝

1

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀
→ 𝑊 𝑝

−1

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀
є сюр’єктивним вiдображенням, тобто вiдображен-

ням «на». Складемо iнтегральнi тотожностi:

⟨A𝑝𝜆 (𝑣𝑘′) ,𝑤
*
𝑖 ⟩ = ⟨𝜓,𝑣*𝑖 ⟩ , 𝑖 = 1,...,𝑘′,

i перейдемо до границi при 𝑘′ → +∞. Тодi одержимо:

lim
𝑘′→∞

A𝑝𝜆 (𝑣𝑘′) = 𝑦 = 𝜓,

де границя береться за нормою простору 𝑊 𝑝
−1(𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥).
Оскiльки оператор A𝑝𝜆 :𝑊 𝑝

1

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀
→𝑊 𝑝

−1

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀
є акретивним в 𝐿𝑝(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥),

то має мiсце нерiвнiсть:⟨︀
A𝑝𝜆 (𝑣𝑘′)−A𝑝𝜆 (𝑤) , (𝑣𝑘′ − 𝑤) |𝑣𝑘′ − 𝑤|𝑝−2

⟩︀
> 0.
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Переходячи в останнiй нерiвностi до границi при 𝑘′ → ∞,одержимо нерiв-
нiсть: ⟨︀

𝑦 −A𝑝𝜆 (𝑤) , (𝑣0 − 𝑤) |𝑣0 − 𝑤|𝑝−2
⟩︀
> 0.

Поклавши 𝑤 = 𝑣0 − 𝑡𝑧, 𝑡 > 0, 𝑧 ∈𝑊 𝑝
1,0(𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥), i скоротивши обидвi частини
одержаної нерiвностi на 𝑡𝑝−1, отримаємо:⟨︀

𝑦 −A𝑝𝜆 (𝑣0 − 𝑡𝑧) ,𝑧|𝑧|𝑝−2
⟩︀
> 0.

З хемiнеперервностi оператора A𝑝𝜆 :𝑊 𝑝
1

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀
→𝑊 𝑝

−1

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀
, враховуючи

довiльнiсть елемента 𝑧 ∈ 𝑊 𝑝
1,0(𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥), одержимо 𝑦 = A𝑝𝜆 (𝑣0) = 𝜓, тобто для
заданих початкових даних побудовано послiдовнiсть {𝑣𝑘′} i доведено її збiжнiсть
до елементу 𝑣0 ∈𝑊 𝑝

1 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥), що реалiзує розв’язок рiвняння за даних умов.

Єдинiсть цього розв’язку випливає з властивостi акретивностi оператора𝐴𝑝𝜆(·).
Отже, функцiї 𝑢 = 𝛾+𝜇𝑣 i 𝑣 = 𝜂+𝜇A𝑢 є шуканими i такими, що задовольняють

систему
(︂

I 0
0 I

)︂(︂
𝑢
𝑣

)︂
− 𝜇

(︂
0 I
A 0

)︂(︂
𝑢
𝑣

)︂
=

(︂
𝛾
𝜂

)︂
.

Зауваження. Має мiсце оцiнка для{𝑢,𝑣} ⊂𝑊 𝑝
1

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀⋂︀
𝐶∞ (︀𝑅𝑙)︀ , якi за-

довольняють наступну нерiвнiсть:⟨
𝑢− 𝜆0A𝑢,𝑢 |𝑢|𝑝−2

⟩
+ 𝜆0 ‖𝑣‖𝑝𝑝 6

6 (1 + 𝑜 (𝜇))
(︁⟨
𝛾 − 𝜆0A𝛾,𝛾 |𝛾|𝑝−2

⟩
+ 𝜆0 ‖𝜂‖𝑝𝑝

)︁
,

причому додання стала 𝜆0 не залежать вiд числа 𝜇 i елементiв {𝛾,𝜂}.
Доведемо оцiнку. Оскiльки :
A𝑢 = 1

𝜇 (𝑣 − 𝜂), то A𝑣 = A (𝑢−𝛾)
𝜇 ,

а отже для {𝑢,𝑣} ⊂𝑊 𝑝
1

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀⋂︀
𝐶∞ (︀𝑅𝑙)︀:⟨

𝛾 − 𝜆0A𝛾,𝛾 |𝛾|𝑝−2
⟩
+ 𝜆0 ‖𝜂‖𝑝𝑝

=

⟨
𝛾 − 𝜆0

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝛾

)︂
+ 𝜆0𝑏(𝑥,𝛾,∇𝛾),𝛾 |𝛾|𝑝−2

⟩
=

=

⎛⎝⟨𝑢− 𝜆0

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑢)

)︂
+ 𝜆0𝑏(𝑥, (𝑢) ,∇ (𝑢)),𝑢 |𝑢|𝑝−2

⟩
+ 𝜆0 ‖𝑣‖𝑝𝑝

⎞⎠+

+

⎛⎝⟨𝑢− 𝜇𝑣 − 𝜆0

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑢− 𝜇𝑣)

)︂
+

+ 𝜆0𝑏(𝑥, (𝑢− 𝜇𝑣) ,∇ (𝑢− 𝜇𝑣)), (𝑢− 𝜇𝑣) |𝑢− 𝜇𝑣|𝑝−2
⟩
−

−

⟨
𝑢− 𝜆0

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑢)

)︂
+ 𝜆0𝑏(𝑥, (𝑢) ,∇ (𝑢)),𝑢 |𝑢|𝑝−2

⟩⎞⎠+
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+𝜆0

(︁⟨
𝑣 − 𝜇A𝑢, (𝑣 − 𝜇A𝑢) |𝑣 − 𝜇A𝑢|𝑝−2

⟩
−
⟨
𝑣,𝑣 |𝑣|𝑝−2

⟩)︁
.⟨

𝛾 − 𝜆0A𝛾,𝛾 |𝛾|𝑝−2
⟩
+ 𝜆0 ‖𝜂‖𝑝𝑝 =⟨

𝛾 − 𝜆0

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝛾

)︂
+ 𝜆0𝑏(𝑥,𝛾,∇𝛾),𝛾 |𝛾|𝑝−2

⟩
=

=
(︁⟨
𝑢− 𝜆0𝐴𝑢,𝑢 |𝑢|𝑝−2

⟩
+ 𝜆0 ‖𝑣‖𝑝𝑝

)︁
+

+
(︁⟨
𝑢− 𝜇𝑣 − 𝜆0𝐴(𝑢− 𝜇𝑣), (𝑢− 𝜇𝑣) |𝑢− 𝜇𝑣|𝑝−2

⟩
−
⟨
𝑢− 𝜆0𝐴𝑢,𝑢 |𝑢|𝑝−2

⟩)︁
+

+𝜆0

(︁⟨
𝑣 − 𝜇A𝑢, (𝑣 − 𝜇A𝑢) |𝑣 − 𝜇A𝑢|𝑝−2

⟩
−
⟨
𝑣,𝑣 |𝑣|𝑝−2

⟩)︁
=

=
(︁⟨
𝑢− 𝜆0𝐴𝑢,𝑢 |𝑢|𝑝−2

⟩
+ 𝜆0 ‖𝑣‖𝑝𝑝

)︁
+

+
⟨
𝑢, (𝑢− 𝜇𝑣) |𝑢− 𝜇𝑣|𝑝−2 − 𝑢 |𝑢|𝑝−2

⟩
−

+
⟨
𝑣,𝜆0 (𝑣 − 𝜇A𝑢) |𝑣 − 𝜇A𝑢|𝑝−2 − 𝜆0𝑣 |𝑣|𝑝−2 − 𝜇 (𝑢− 𝜇𝑣) |𝑢− 𝜇𝑣|𝑝−2

⟩
+

+𝜆0

(︁⟨
A𝑢,𝑢 |𝑢|𝑝−2 − 𝜇 (𝑣 − 𝜇A𝑢) |𝑣 − 𝜇A𝑢|𝑝−2

⟩
−

−
⟨
𝐴(𝑢− 𝜇𝑣), (𝑢− 𝜇𝑣) |𝑢− 𝜇𝑣|𝑝−2

⟩)︁
.

Звiдси випливає наведена вище нерiвнiсть.
Зауваження. Для {𝑢,𝑣} ⊂𝑊 𝑝

1

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀⋂︀
𝐶∞ (︀𝑅𝑙)︀можна використати наступнi

мiркування:⃒⃒⃒⟨
𝑣 − 𝜇A𝑢, (𝑣 − 𝜇A𝑢) |𝑣 − 𝜇A𝑢|𝑝−2

⟩
−
⟨
𝑣,𝑣 |𝑣|𝑝−2

⟩⃒⃒⃒
6

6
´
𝑅𝑙 ||𝑣 − 𝜇A𝑢|𝑝 − |𝑣|𝑝| 𝑑𝑥𝑙 =

´
𝑅𝑙 |𝑣|𝑝

⃒⃒⃒⃒⃒⃒
1− 𝜇 A𝑢

|𝑣|𝑝

⃒⃒⃒𝑝
− |1|

⃒⃒⃒
𝑑𝑥𝑙 6 𝜇𝑝 ‖A𝑢‖𝐿1 + 𝑜(𝜇2).

Теорема 2. Гiперболiчне рiвняння 𝑑2𝑢(𝑡)
𝑑𝑡2 ∈ A𝑢(𝑡), за початкових умов 𝑡 ∈

[0,𝑇 ], 𝑢(0) = 𝑢0 ∈ 𝐷(A), 𝑑𝑢(0)
𝑑𝑡 = 𝑣0 ∈ 𝐷(A), має розв’язок.

Доведення. Для доведення цього розглянемо прямий добуток просторiв
𝑊 𝑝

1 × 𝐿𝑝 елементами якого є вектори(︂
𝑢
𝑣

)︂
, 𝑢 ∈𝑊 𝑝

1 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥),𝑣 ∈ 𝐿𝑝(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥).

В цьому просторi можна ввести функцiю, що буде норму за наступним пра-
вилом: ⃦⃦⃦⃦

𝑢
𝑣

⃦⃦⃦⃦
=
(︁⟨
𝑢− 𝜆0A𝑢,𝑢 |𝑢|𝑝−2

⟩
+ 𝜆0

⟨
𝑣,𝑣 |𝑣|𝑝−2

⟩)︁ 1
𝑝

.

Область визначення оператора
(︂

0 I
A 0

)︂
є множина таких елементiв

(︂
𝑢
𝑣

)︂
, 𝑢 ∈

𝑊 𝑝
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥),𝑣 ∈ 𝐿𝑝(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥), , що елементи 𝑢,𝑣 задаються формулами 𝑢 = 𝛾 + 𝜇𝑣 i
𝑣 = 𝜂 + 𝜇A𝑢 i є такими, що задовольняють систему:(︂

I 0
0 I

)︂(︂
𝑢
𝑣

)︂
− 𝜇

(︂
0 I
A 0

)︂(︂
𝑢
𝑣

)︂
=

(︂
𝛾
𝜂

)︂
.
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Тодi коли додатне число 𝜇 достатньо мале область значень оператора
(︂

I 0
0 I

)︂
−

𝜇

(︂
0 I
A 0

)︂
мiстить всi елементи

(︂
𝛾
𝜂

)︂
, 𝛾,𝜂 ∈ 𝑊̂ 𝑝

1 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥), отже для мiнi-

мального замкнутого розширення оператора
(︂

0 I
A 0

)︂
в просторi 𝑊 𝑝

1 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥)×

𝐿𝑝(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥), оператор
(︂

I 0
0 I

)︂
− 𝜇

(︂
0 I
A 0

)︂
має розв’язний, якiй всюди визна-

чений на добутку просторiв 𝑊 𝑝
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥)× 𝐿𝑝(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥).

А отже, випливає, що вiдповiдне розширення оператора
(︂

0 I
A 0

)︂
є локаль-

ним генератором деякої напiвгрупи 𝑇𝑡 в 𝑊 𝑝
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥) × 𝐿𝑝(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥) i 𝑊 𝑝
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥) ⊂
𝐿𝑝(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥). Звiдси слiдує твердження теореми 1.

2. Випадок вимiрних коефiцiєнтiв в просторах 𝐿𝑝(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥), 𝑝 > 2, 𝑙 >

3. Розглянемо випадок коли коефiцiєнти в хвильовому рiвняннi вигляду: 𝑑
2𝑢(𝑡)
𝑑𝑡2 ∈

A𝑢(𝑡) є вимiрними, взагалi кажучи, не гладкими функцiями.
В цьому випадку дослiдження проводиться наступним чином: вiд гiперболi-

чного рiвняння перейдемо до системи параболiчних рiвнянь за допомогою насту-
пної пiдстановки: 𝑣 = 𝑑𝑢

𝑑𝑡 .
Тодi задача набуде вигляду:

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑢
𝑣

)︂
=

(︂
0 I
A 0

)︂(︂
𝑢
𝑣

)︂
, 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑢(0) = 𝑢0 ∈ 𝐷(A),

𝑣(0) = 𝑣0 ∈ 𝐷(A).

Отже, як i у випадку дослiдження рiвняння з гладкими коефiцiєнтами хви-
льове рiвняння звилося до еволюцiйної системи рiвнянь .

Дослiджуємо розв’язуванiсть наступної системи i доводимо, що для довiльних
елементiв {𝛾,𝜂} ⊂𝑊 𝑝

1 iснує таке дiйсне число 𝜇̃ > 0 , що для всiх малих 0 < 𝜇 < 𝜇̃
система нелiнiйних диференцiальних рiвнянь:(︂

I 0
0 I

)︂(︂
𝑢
𝑣

)︂
− 𝜇

(︂
0 I
A 0

)︂(︂
𝑢
𝑣

)︂
=

(︂
𝛾
𝜂

)︂

має єдиний розв’язок
(︂
𝑢
𝑣

)︂
.

Доведення. Для доведення iснування розв’язку перепишемо цю систему у
наступному виглядi:

𝑢 = 𝛾 + 𝜇𝑣,

𝑣 − 𝜇A𝑢 = 𝜂,

i пiдставимо 𝑢 = 𝛾 + 𝜇𝑣 в 𝑣 − 𝜇A𝑢 = 𝜂, тодi маємо:

𝑣 − 𝜇A(𝛾 + 𝜇𝑣) = 𝜂.

Або в розгорнутому виглядi:

𝑣 − 𝜇

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝛾 + 𝜇𝑣)

)︂
+ 𝜇𝑏(𝑥, (𝛾 + 𝜇𝑣) ,∇ (𝛾 + 𝜇𝑣)) = 𝜂
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Розпишемо лiнiйний доданок:

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝛾 − 𝜇𝑣)

)︂
=

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝛾

)︂
+

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜇𝑣

)︂
,

тодi останнє рiвняння набуде вигляду:

𝑣 − 𝜇2
𝑙∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑣

)︂
+ 𝜇𝑏(𝑥, (𝛾 + 𝜇𝑣) ,∇ (𝛾 + 𝜇𝑣)) =

= 𝜂 +

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝛾

)︂
.

Далi зауважимо, що доданок елементу 𝛾 в нелiнiйнiй складовi рiвняння 𝑏(𝑥, (𝛾 + 𝜇𝑣),
∇ (𝛾 + 𝜇𝑣)) не впливає на характер умов тобто умови на не лiнiйнiсть матимуть
той самий вигляд (з iншими функцiями 𝜇𝑖(𝑥), а отже з iншою форм — граню), а
саме:

|𝑏(𝑥, (𝛾 + 𝜇𝑣) ,∇ (𝛾 + 𝜇𝑣))| 6 𝜇 (𝜇1(𝑥)|∇𝑢|+ 𝜇2(𝑥)|𝑢|+ 𝜇3(𝑥)) ,

|𝑏(𝑥, (𝛾 + 𝜇𝑣) ,∇ (𝛾 + 𝜇𝑣))− 𝑏(𝑥, (𝛾 + 𝜇𝑤) ,∇ (𝛾 + 𝜇𝑤))| 6

6 𝜇 (𝜇4(𝑥)|𝑣 − 𝑤|+ 𝜇5(𝑥)|∇(𝑣 − 𝑤)|) .

Подiлимо його на 𝜇2, при цьому 1
𝜇2 позначимо через 𝜆, оскiльки 𝜇2 > 0, а праву

частину через 𝜓, при цьому змiняться лише позначення, а рiвняння залишиться
тим же, в спрощеному записi змiняться лише числовi сталi форм – гранi, що
не суттєво, оскiльки 𝜇2 → 0 залежить лише вiд початкових даних. Отже маємо
рiвняння:

𝜆𝑣 −
𝑙∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑣

)︂
+

1

𝜇
𝑏(𝑥, (𝛾 + 𝜇𝑣) ,∇ (𝛾 + 𝜇𝑣)) = 𝜓.

Це квазiлiнiйне елiптичне диференцiйне рiвняння в частинних з повiльно
зростаючими вимiрними коефiцiєнтами. Дослiджуємо його за допомогою методу
акретивних слабко компактних операторiв iз застосуванням 𝐿𝑝(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥) – форм.
Елiптичне рiвняння з вимiрними повiльно зростаючими коефiцiєнтами наближа-
ється (апроксимується) рiвняннями з обмеженими (зрiзаними) вимiрними коефi-
цiєнтами, наступним чином.

Означення. Нехай 𝑓(𝑥) – вимiрна за Лебегом функцiя на 𝑅𝑙. Тодi, визна-
чимо зрiзку 𝑓𝑛 функцiї 𝑓 за правилом:

𝑓𝑛 =

⎧⎨⎩ 𝑛, 𝑓 > 𝑛,
𝑓, |𝑓 | 6 𝑛,
−𝑛, 𝑓 < −𝑛;

Наступним кроком є згладжування уже обмежених коефiцiєнтiв елiптичного
рiвняння.



Гiперболiчнi рiвняння з сингулярними коефiцiєнтами 91

Означення. Нехай 𝑓(𝑥) – вимiрна за Лебегом функцiя на 𝑅𝑙. Тодi, функцiя
𝑓𝑚(𝑥) є "гладкою"апроксимацiю функцiї 𝑓(𝑥) , за аргументом 𝑥:

𝑓𝑚(𝑥) =

ˆ
𝑅𝑙

𝜌𝑚(𝑥− 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜌𝑚 * 𝑓,

де 𝜌𝑛(𝑡) – гладка невiд’ємна апроксимацiя 1 в 𝑅𝑙.
Тобто, отримано множину елiптичних рiвнянь, що залежать вiд двох нату-

ральних параметрiв, якi виникають пiд час «зрiзання» та «згладжування». За-
уважимо, що послiдовнiсть проведення операцiй «зрiзання» та «згладжування»
важлива, тобто спочатку отримуємо коефiцiєнти у виглядi обмежених функцiй,
а вже потiм їх наближаємо гладкими функцiями.

Далi дослiджуємо множину рiвнянь з гладкими коефiцiєнтами за допомогою
методiв, що були розробленi вище. Доведення проводяться дослiвно аналогiчно, з
урахуванням того моменту, що замiсть одного рiвняння розглядається сукупнiсть
при двох фiксованих натуральних параметрах, так наприклад, форма буде ви-
значатися наступним чином:

ℎ𝑝,𝑚𝑛𝜆 (𝑣,𝑤) ≡ 𝜆 ⟨𝑣,𝑤⟩+

+ ⟨𝑑𝑤 ∘ 𝑎𝑚,𝑛 ∘ 𝑑𝑣⟩+
⟨
1

𝜇
𝑏𝑚,𝑛(𝑥, (𝛾 + 𝜇𝑣) ,∇ (𝛾 + 𝜇𝑣)),𝑤

⟩
,

де 𝑤 ∈𝑊 𝑞
1,0(𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥). При цьому оцiнки при доведеннi лем не змiняться, оскiльки
там використовувались лише норми функцiй коефiцiєнтiв та властивiсть форм
– обмеженостi. Отже отримана множина розв’язкiв 𝑣𝑚,𝑛, що залежить вiд двох
натуральних параметрiв згладжування 𝑚 i зрiзання 𝑛, далi потрiбно зняти обме-
ження на згладжування та зрiзання, тобто перейти до границi по цим натураль-
ним параметрам. Важливим моментом доведення є те, що спочатку знiмаються
обмеження на згладжування, перехiд до границi за параметром 𝑚а потiм, обме-
женiсть коефiцiєнтiв, перехiд до границi за параметром 𝑛.

Переходимо до границi за параметром 𝑚. Переходимо до границi за параме-
тром 𝑛. А отже, iснують функцiї 𝑢 i 𝑣 є шуканими i такими, що задовольняють
систему: (︂

I 0
0 I

)︂(︂
𝑢
𝑣

)︂
− 𝜇

(︂
0 I
A 0

)︂(︂
𝑢
𝑣

)︂
=

(︂
𝛾
𝜂

)︂
.

Зауваження. Якщо елементи {𝑢,𝑣} ⊂ 𝑊 𝑝
1

(︀
𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥

)︀⋂︀
𝐶∞ (︀𝑅𝑙)︀, тодi є вiр-

ною наступна оцiнка:⟨
𝑢− 𝜆0A𝑢,𝑢 |𝑢|𝑝−2

⟩
+ 𝜆0 ‖𝑣‖𝑝𝑝 6 (1 + 𝑜 (𝜇))

(︁⟨
𝛾 − 𝜆0A𝛾,𝛾 |𝛾|𝑝−2

⟩
+ 𝜆0 ‖𝜂‖𝑝𝑝

)︁
,

причому додання стала 𝜆0 не залежать вiд числа 𝜇 i елементiв {𝛾,𝜂}.

1. Область визначення оператора
(︂

0 I
A 0

)︂
є множина таких елементiв

(︂
𝑢
𝑣

)︂
,

𝑢 ∈𝑊 𝑝
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥),𝑣 ∈ 𝐿𝑝(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥) , що елементи 𝑢,𝑣 є розв’язками системи:(︂
I 0
0 I

)︂(︂
𝑢
𝑣

)︂
− 𝜇

(︂
0 I
A 0

)︂(︂
𝑢
𝑣

)︂
=

(︂
𝛾
𝜂

)︂
.
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Тодi, коли додатне число 𝜇 достатньо мале область значень оператора
(︂

I 0
0 I

)︂
−

𝜇

(︂
0 I
A 0

)︂
мiстить всi елементи

(︂
𝛾
𝜂

)︂
, 𝛾,𝜂 ∈ 𝑊̂ 𝑝

1 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥) ⊂ 𝐿𝑝(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥), от-

же для мiнiмального замкнутого розширення оператора
(︂

0 I
A 0

)︂
в просторi

𝑊 𝑝
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥)× 𝐿𝑝(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥), оператор
(︂

I 0
0 I

)︂
− 𝜇

(︂
0 I
A 0

)︂
має розв’язний, якiй

всюди визначений на добутку просторiв 𝑊 𝑝
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥)× 𝐿𝑝(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥).

А отже, випливає, що вiдповiдне розширення оператора
(︂

0 I
A 0

)︂
є локаль-

ним генератором деякої нелiнiйної напiвгрупи 𝑇𝑡 в 𝑊 𝑝
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥) × 𝐿𝑝(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥) i
𝑊 𝑝

1 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥) ⊂ 𝐿𝑝(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥).

3. Дослiдження гладкостi розв’язку рiвняння гiперболiчного типу у
випадку коли коефiцiєнти не залежать вiд часової змiнної. Дослiджує-
ться гладкiсть розв’язкiв рiвняння:

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑢−

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗 (𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑢

)︂
+

𝑙∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑢+ 𝑐 (𝑥)𝑢+ 𝑢 |𝑢|𝜌 = 𝑓(𝑥,𝑡),

де коефiцiєнти 𝑎𝑖𝑗 (𝑥) , 𝑏𝑖(𝑥), 𝑐 (𝑥) - гладкi не залежнi вiд часу функцiї.
Теорема 4.

1. Якщо 𝑢0 ∈ 𝑊 2
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥), 𝑣0 ∈ 𝐿2(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥), 𝑓 ∈ 𝐿2
(︀
0,𝑇 ;𝐿2(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥)

)︀
, 𝜌 6

2
𝑙−2 , 𝑙 > 3, i

𝑢 ∈ 𝐿2
(︀
0,𝑇 ;𝑊 2

1 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥)

)︀
𝑢′ ∈ 𝐿2

(︀
0,𝑇 ;𝐿2(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥)

)︀
,

𝑢′′ ∈ 𝐿2
(︀
0,𝑇 ;𝑊 2

−1(𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥)

)︀
де функцiя 𝑢 є слабкий розв’язок Задачi Кошi:

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑢−

𝑙∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗 (𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑢

)︂
+

𝑙∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑢+ 𝑐 (𝑥)𝑢+ 𝑢 |𝑢|𝜌 = 𝑓(𝑥,𝑡),

𝑢(0) = 𝑢0,
𝑑

𝑑𝑡
𝑢(0) = 𝑣0.

Тодi 𝑢 ∈ 𝐿∞ (︀0,𝑇 ;𝑊 2
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥)
)︀
, 𝑢′ ∈ 𝐿∞ (︀0,𝑇 ;𝐿2(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥)

)︀
i є вiрною оцiнка:

𝑒𝑠𝑠 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

(︁
‖𝑢′(𝑡)‖𝐿2(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥)

+ ‖𝑢(𝑡)‖𝑊 2
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥)

)︁
6

6 𝐶
(︁
‖𝑢0‖𝑊 2

1 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥)

+ ‖𝑣0‖𝐿2(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥)
+ ‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ;𝐿2(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥))

)︁
.

1. Якщо 𝑢0 ∈ 𝑊 2
2 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥), 𝑣0 ∈ 𝑊 2
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥), 𝑓 ′ ∈ 𝐿2
(︀
0,𝑇 ;𝐿2(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥)

)︀
, 𝜌 6

2
𝑙−2 , 𝑙 > 3,

тодi 𝑢 ∈ 𝐿∞ (︀0,𝑇 ;𝑊 2
2 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥)
)︀
,𝑢′ ∈ 𝐿∞ (︀0,𝑇 ;𝑊 2

1 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥)

)︀
,

𝑢′′ ∈ 𝐿∞ (︀0,𝑇 ;𝐿2(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥)
)︀
,
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𝑢′′′ ∈ 𝐿∞ (︀0,𝑇 ;𝑊 2
−1(𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥)
)︀

i є вiрною оцiнка:

𝑒𝑠𝑠 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

(︁
‖𝑢(𝑡)‖𝑊 2

2 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥)

+ ‖𝑢′(𝑡)‖𝑊 2
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥)
+

‖𝑢′′(𝑡)‖𝐿2(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥)
+ ‖𝑢′′′(𝑡)‖𝐿2(0,𝑇 ;𝑊 2

−1(𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥))

)︁
6

6 𝐶
(︁
‖𝑢0‖𝑊 2

2 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥)

+ ‖𝑣0‖𝑊 2
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥)
+ ‖𝑓‖𝑊 2

1 (0,𝑇 ;𝐿2(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥))

)︁
.

Доведення. Перше твердження випливає з оцiнки «енергiї», якщо спрямувати
iндекс послiдовностi до нескiнченностi i перейти до границi у пiдпослiдовностi,
тобто

lim sup
𝑘→∞

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

(︁
‖𝑢′𝑘(𝑡)‖𝐿2(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥)

+ ‖𝑢𝑘(𝑡)‖𝑊 2
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥)

)︁
6

6 𝐶
(︁
‖𝑢0‖𝑊 2

1 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥)

+ ‖𝑣0‖𝐿2(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥)
+ ‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ;𝐿2(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥))

)︁
.

Перше твердження доведено.
Нехай множина {𝑤𝑖}є послiдовнiсть власних елементiв оператора −Δ в просторi
𝑊 2

1,0(𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥). Складемо iнтегральнi тотожностi 𝑢𝑘 =

∑︀𝑘
𝑖=1 𝑐𝑖 (𝑡)𝑤𝑖 𝑖 = 1,𝑘:⟨

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑢𝑘 −

𝑙∑︁
𝑟,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑟𝑗 (𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑟
𝑢𝑘

)︂
+

+

𝑙∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑢𝑘 + 𝑐 (𝑥)𝑢𝑘 + 𝑢𝑘 |𝑢𝑘|𝜌 ,𝑤𝑖

⟩
=

= ⟨𝑓(𝑥,𝑡),𝑤𝑖⟩ ,

i про диференцiюємо останню рiвнiсть за змiнною 𝑡, маємо:⟨
𝑑3

𝑑𝑡3
𝑢𝑘,𝑤𝑖

⟩
−

⟨
𝑙∑︁

𝑟,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑟𝑗 (𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑟
𝑢′𝑘

)︂
,𝑤𝑖

⟩
+

+

⟨
𝑙∑︁

𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑢′𝑘,𝑤𝑖

⟩
+

+ ⟨𝑐 (𝑥)𝑢′𝑘,𝑤𝑖⟩+ ⟨(𝜌+ 1) |𝑢𝑘|𝜌 𝑢′𝑘,𝑤𝑖⟩ = ⟨𝑓 ′(𝑥,𝑡),𝑤𝑖⟩ , 𝑖 = 1,𝑘.

Множимо на 𝑐′′𝑖 (𝑡) i сумуємо за iндексом 𝑖 = 1,𝑘, маємо:⟨
𝑑3

𝑑𝑡3
𝑢𝑘,𝑢

′′
𝑘

⟩
−

⟨
𝑙∑︁

𝑟,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑟𝑗 (𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑟
𝑢′𝑘

)︂
,𝑢′′𝑘

⟩
+

+

⟨
𝑙∑︁

𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑢′𝑘,𝑢

′′
𝑘

⟩
+
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+ ⟨𝑐 (𝑥)𝑢′𝑘,𝑢′′𝑘⟩+ (𝜌+ 1) ⟨|𝑢𝑘|𝜌 𝑢′𝑘,𝑢′′𝑘⟩ = ⟨𝑓 ′(𝑥,𝑡),𝑢′′𝑘⟩ .

Позначимо 𝑣𝑘 = 𝑢′𝑘, отже, в нових позначеннях, за виключенням не лiнiйного
доданку останнє рiвняння має той самий вигляд, для якого була доведена оцiнка
«енергiї» i для нього справедлива оцiнка:

𝑑

𝑑𝑡

(︁
‖𝑣′𝑘‖

2
2 + ⟨𝑑𝑣𝑘 ∘ 𝑎 ∘ 𝑑𝑣𝑘⟩+ ‖𝑣𝑘‖𝑞𝑞

)︁
6

6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
(︁
‖𝑣′𝑘𝑘‖

2
2 + ⟨𝑑𝑣𝑘 ∘ 𝑎 ∘ 𝑑𝑣𝑘⟩+ ‖𝑣𝑘‖𝑞𝑞 + ‖𝑓‖22

)︁
,𝑡 ∈ [0,𝑇 ] .

Отже, потрiбно оцiнити нелiнiйний доданок, використовуючи нерiвнiсть Гельде-
ра, маємо:

|⟨|𝑢𝑘|𝜌 𝑢′𝑘,𝑢′′𝑘𝑘⟩| 6 ‖|𝑢𝑘|𝜌‖𝑟 ‖𝑢
′
𝑘‖𝑞 ‖𝑢

′′
𝑘‖2 ,

1

𝑟
+

1

𝑞
+

1

2
= 1.

Оскiльки 𝜌𝑙 = (𝑝− 2)𝑙 6 𝑞, то маємо ‖|𝑢𝑘|𝜌‖𝑟 6 ‖𝑢𝑘‖𝜌 6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, а отже:

|⟨|𝑢𝑘|𝜌 𝑢′𝑘,𝑢′′𝑘𝑘⟩| 6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ‖𝑢′𝑘‖𝑞 ‖𝑢
′′
𝑘‖2 ,

тобто можна застосовувати нерiвнiсть Гронуола.
Далi запишемо:

−
⟨∑︀𝑙

𝑟,𝑗=1
𝜕
𝜕𝑥𝑗

(︁
𝑎𝑟𝑗 (𝑥)

𝜕
𝜕𝑥𝑟

𝑢𝑘

)︁
,𝑤𝑖

⟩
+
⟨∑︀𝑙

𝑗=1 𝑏𝑗(𝑥)
𝜕
𝜕𝑥𝑗

𝑢𝑘,𝑤𝑖

⟩
+

+ ⟨𝑐 (𝑥)𝑢𝑘,𝑤𝑖⟩+ ⟨𝑢𝑘 |𝑢𝑘|𝜌 ,𝑤𝑖⟩ = ⟨𝑓(𝑥,𝑡),𝑤𝑖⟩ −
⟨
𝑑2

𝑑𝑡2𝑢𝑘,𝑤𝑖

⟩
.

Помножимо на 𝜆𝑖𝑐𝑖(𝑡) - де 𝜆𝑖вiдповiднi власнi числа i сумуємо, маємо:

⟨𝑢′′𝑘 ,Δ𝑢𝑘⟩ =
=
⟨∑︀𝑙

𝑟,𝑗=1
𝜕
𝜕𝑥𝑗

(︁
𝑎𝑟𝑗 (𝑥)

𝜕
𝜕𝑥𝑟

𝑢𝑘

)︁
,Δ𝑢𝑘

⟩
−
⟨∑︀𝑙

𝑗=1 𝑏𝑗(𝑥)
𝜕
𝜕𝑥𝑗

𝑢𝑘,Δ𝑢𝑘

⟩
−

−⟨𝑐 (𝑥)𝑢𝑘,Δ𝑢𝑘⟩+ ⟨𝑢𝑘 |𝑢𝑘|𝜌 ,Δ𝑢𝑘⟩+ ⟨𝑓(𝑥,𝑡),Δ𝑢𝑘⟩ .

Отже, аналогiчно, маємо:

‖𝑢′′𝑘(0)‖
2
2 6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

(︁
‖𝑢0‖2𝑊 2

2 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥)

+ ‖𝑣0‖2𝑊 2
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥)
+ ‖𝑓‖22

)︁
.

Використовуючи нерiвнiсть Гронуола i позначення 𝑣𝑘 = 𝑢′𝑘, отримуємо:

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

(︁
‖𝑢𝑘(𝑡)‖2𝑊 2

2 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥)

+ ‖𝑢′𝑘(𝑡)‖
2
𝑊 2

1 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥)

+ ‖𝑢′′𝑘(𝑡)‖
2
𝐿2(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥)

)︁
6

6 𝐶
(︁
‖𝑢0‖2𝑊 2

2 (𝑅
𝑙,𝑑𝑙𝑥)

+ ‖𝑣0‖2𝑊 2
1 (𝑅

𝑙,𝑑𝑙𝑥)
+ ‖𝑓‖2𝑊 2

1 (0,𝑇 ;𝐿2(𝑅𝑙,𝑑𝑙𝑥))

)︁
.

Для завершення доведення перейдемо до границi по пiдпослiдовностi при 𝑘𝑚 −−−−→
𝑚→∞

∞ . Теорема 4 доведена.
Розглянемо приклад . Рiвняння телеграфного типу:
𝜗𝑢𝑡𝑡 − (𝜌𝑢𝑥)𝑥 − 𝜎𝑢𝑡 + 𝜁𝑢 = 0, де 𝜗 > 0, 𝜌 > 0, 𝜎 > 0, 𝜁 > 0, при всiх 𝑥 ∈ (𝑎,𝑏) .
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Введемо замiну 𝜐1 = 𝑢, 𝜐2 = 𝑢𝑥, 𝜐3 = 𝑢𝑡,тодi телеграфне рiвняння буде
записане у виглядi системи:⎧⎨⎩ 𝜐1 = 𝜐3,

𝜌𝜐2 = (𝜌𝜐3)𝑥 − 𝜌𝑥𝜐3,
𝜗𝜐3 = (𝜌𝜐2)𝑥 − 𝜁𝜐1 − 𝜎𝜐3.

Отже, якщо вектор (𝜐1, 𝜐2, 𝜐3) задовольняє дану систему i початковi данi
у виглядi 𝜐2(𝑥,0) = 𝜐1𝑥(𝑥,0), оскiльки, 𝜐2𝑡 = 𝜐1𝑡𝑥 = 𝜐3𝑥, тодi для всiх 𝑡 > 0
виконується рiвнiсть 𝜐2(𝑥,𝑡) = 𝜐1𝑥(𝑥,𝑡), для всiх розв’язкiв системи. Дана система
є диссипативною i її можна дослiджувати за допомогою теорiї напiвгруп стиску.

Висновки. Доведено iснування слабкого розв’язку квазiлiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь в частинних похiдних гiперболiчного типу з сингулярними ко-
ефiцiєнтами. Результати даної роботи можуть бути узагальненi на бiльш широкi
класи рiвнянь.
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Яременко Н. И.
Гиперболические уравнения с сингулярными коэффициентами

Резюме

Работа посвящена доказательству существования слабого решения квазилинейных диф-
ференциальных уравнений в частных производных в пространствах 𝑊 𝑝

1 с измеримыми
коэффициентами. Исследование проводится с использованием метода Галеркина и ме-
тода форм и нелинейных монотонных операторов. Условия на коэффициенты уточня-
ются в процессе исследования свойств нелинейных операторов, порожденных формой,



96 Яременко М. I.

составленной по левым частям заданного уравнения.
Ключевые слова: гиперболическое уравнение, сингулярные коэффициенты, метод форм.

Yaremenko M. I.
Hyperbolic equation with singular coefficient

Summary

Dedicated to research existence conditions of quasi-linear differential equations with measur-

able coefficients, ie the study limitations imposed by the non linearity in which the system

will have to research a solution and uniqueness of the solution of a certain class of functions.

We consider weak solvability of quasi-linear differential partial differential equations of hy-

perbolic type with smooth and measurable singular coefficients, research methods based on

the theory of semigroups using the method of differential forms. A new class of operators

𝐴𝑝
𝜆 : 𝑊 𝑝

1 → 𝑊 𝑝
−1 associated with a given differential equation and investigate the properties

of these operators.

Key words: hyperbolic equation, singular coefficient, metod form.
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