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АНАЛIЗ P-КРОКОВИХ МЕТОДIВ МIНIМIЗАЦIЇ ФУНКЦIЙ
БАГАТЬОХ ЗМIННИХ

Розглядається задача багатовимiрної мiнiмiзацiї неперервно диференцiйовної функцiї
при вiдсутностi обмежень. Iтерацiйний алгоритм розв’язування такої задачi називається
багатокроковим, якщо для знаходження наступного наближення до точки мiнiмуму ви-
користовуються значення функцiї або її градiєнта у двох або бiльше попереднiх точках.
Так, алгоритм методу спряжених градiєнтiв належить до двокрокових. Описується уза-
гальнений 𝑝-кроковий алгоритм, встановленi його властивостi у випадку квадратичної
цiльової функцiї. Показано, що даний метод належить до методiв спряжених напрям-
кiв. Метою обчислювального експерименту було порiвняння результатiв мiнiмiзацiї у
залежностi вiд кiлькостi доданкiв (крокiв) 𝑝 та виявлення «оптимального» значення
для 𝑝. Наводяться результати обчислень для деяких вiдомих тестових функцiй.
MSC: 90C30, 49M20.
Ключовi слова: p-кроковий алгоритм, спряженi напрямки, задача безумовної опти-
мiзацiї .

Вступ. Розглянемо задачу нелiнiйного програмування

𝜙(𝑥) → min, 𝑥 ∈ R𝑛, (1)

де 𝜙(𝑥) : R𝑛 → R1 є неперервно диференцiйовною функцiєю. Позначимо її градi-
єнт через 𝜙′(𝑥).

Одним iз класичних пiдходiв до розв’язування задачi (1) є метод спряжених
градiєнтiв. Його алгоритм має такий загальний вигляд:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛽𝑘𝑠
𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . ,

𝑠0 = −𝜙′(𝑥0), 𝑠𝑘 = −𝜙′(𝑥𝑘) + 𝛾𝑘−1𝑠
𝑘−1, 𝑘 = 1, 2, . . . ,

(2)

де 𝑥0, 𝑥1, . . . ,𝑥𝑘, . . .— послiдовнi наближення, 𝑠0, 𝑠1, . . . ,𝑠𝑘, . . .— напрямки спу-
ску, 𝛽𝑘 — величина кроку вздовж напрямку спуску, 𝛾𝑘−1 — числовий параметр.

Для обчислення напрямку спуску 𝑠𝑘+1 у алгоритмi (2) використовується не
лише iнформацiя поточного 𝑘-го, але й попереднього, (𝑘 − 1)-го кроку. Отже,
метод (2) належить до двокрокових методiв.

Одним iз можливих варiантiв вибору кроку 𝛽𝑘 є розв’язування задачi одно-
вимiрної мiнiмiзацiї:

𝛽𝑘 : min
𝛽>0

𝜙
(︀
𝑥𝑘 + 𝛽𝑠𝑘

)︀
. (3)

Так як розв’язування задачi (3) ускладнює процес пошуку точки мiнiмуму,
можна пiти iншим шляхом: iтеративно пiдбирати величину кроку так, щоб ця
величина задовольняла певну умову. Однiєю iз поширених є умова Вольфе:

𝜙
(︀
𝑥𝑘 + 𝛽𝑘𝑠

𝑘
)︀
− 𝜙

(︀
𝑥𝑘
)︀
6 𝛿𝛽𝑘

[︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀]︀⊤ 𝑠𝑘,[︀

𝜙′ (︀𝑥𝑘 + 𝛽𝑘𝑠
𝑘
)︀]︀⊤

𝑠𝑘 > 𝜎
[︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀]︀⊤ 𝑠𝑘, (4)
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де 0 < 𝛿 6 𝜎 < 1— деякi константи.
Рiзновиди методу (2) визначаються способом обчислення параметру 𝛾𝑘−1,

зокрема

• 𝛾𝑘−1 =
‖𝜙′(𝑥𝑘)‖2

‖𝜙′(𝑥𝑘−1)‖2 (метод Флетчера — Рiвза);

• 𝛾𝑘−1 =
(𝜙′(𝑥𝑘), 𝜙′(𝑥𝑘)−𝜙′(𝑥𝑘−1))

‖𝜙′(𝑥𝑘−1)‖2 (метод Полака — Рiб’єра — Поляка)

та iншi. Тут i далi ‖ · ‖ означає евклiдову норму вектора, а (·, ·)— скалярний
добуток векторiв.

Метод спряжених градiєнтiв вважається досить ефективним для задач вели-
кого вимiру. Вiн у бiльшiй мiрi порiвняно iз однокроковими методами враховує
геометричнi властивостi цiльової функцiї. Недолiком методу є чутливiсть до по-
хибок обчислень, особливо при великiй кiлькостi змiнних.

У статтi [4] нами було розглянуто трикроковий метод

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛽𝑘𝑠
𝑘, 𝑘 = 0,1, . . . ,

𝑠𝑘 =

⎧⎪⎨⎪⎩
−𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝑘 = 0,

−𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀+ 𝜉𝑘−1𝑠
𝑘−1, 𝑘 = 1,

−𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀+ 𝜉𝑘−1𝑠
𝑘−1 + 𝛾𝑘−2𝑠

𝑘−2, 𝑘 = 2, 3, . . .

(5)

та показано його переваги у порiвняннi з методом спряжених градiєнтiв на те-
стових функцiях переважно iз невеликою кiлькiстю змiнних (𝑛 6 20). Також
слiд вiдзначити, що використання ще одного доданку при визначеннi напрямку
спуску не збiльшує кiлькiсть обчислень функцiї та її градiєнта на однiй iтерацiї.

Метою даної роботи є узагальнення алгоритму (5) на будь-яку кiлькiсть до-
данкiв 𝑝.

Основнi результати
1. Теоретичнi положення методу.
Отже, повернемося до задачi нелiнiйного програмування (1). Розглянемо уза-

гальнений 𝑝-кроковий метод з таким алгоритмом:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛽𝑘𝑠
𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . ,

𝑠𝑘 =

{︃
−𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝑘 = 0,

−𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀+ 𝛾𝑘−1𝑠
𝑘−1 + . . .+ 𝛾𝑘−(𝑝−1)𝑠

𝑘−(𝑝−1), 𝑘 = 1, 2, . . . ,

(6)

де, як i ранiше, 𝑥0, . . ., 𝑥𝑘, . . .— послiдовнi наближення, 𝑠0, . . ., 𝑠𝑘, . . .— напрямки
спуску, 𝛽𝑘, 𝛾𝑘−1, . . ., 𝛾𝑘−(𝑝−1) — числовi параметри. Крок 𝛽𝑘 будемо визначати з
умови (3) або (4). Зазначимо, що при 𝑝 = 2 отримаємо класичний метод спряже-
них градiєнтiв, а при 𝑝 = 3— метод (5).

Означення 1. [5] Вектори 𝑠′ i 𝑠′′ називаються спряженими (вiдносно ма-
трицi 𝐴), якщо вони вiдмiннi вiд нуля i (𝐴𝑠′, 𝑠′′) = 0. Вектори 𝑠0, 𝑠1, . . . , 𝑠𝑘

називаються взаємно спряженими (вiдносно матрицi 𝐴), якщо всi вони вiд-
мiннi вiд нуля i

(︀
𝐴𝑠𝑖, 𝑠𝑗

)︀
= 0, 𝑖 ̸= 𝑗, 0 6 𝑖, 𝑗 6 𝑘. Матриця 𝐴 вважається

симетричною i додатно означеною (𝐴 > 0).
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Розглянемо деякi властивостi методу (6) за умови, що функцiя 𝜙(𝑥) є ква-
дратичною, тобто

𝜙(𝑥) =
1

2
(𝐴𝑥, 𝑥) + (𝑏, 𝑥) + 𝑐. (7)

Побудуємо систему взаємно спряжених напрямкiв за правилом (6).

0 =
(︀
𝑠𝑘, 𝐴𝑠𝑘−1

)︀
= −

(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝐴𝑠𝑘−1

)︀
+

+𝛾𝑘−1

(︀
𝑠𝑘−1, 𝐴𝑠𝑘−1

)︀
+ . . .+ 𝛾𝑘−(𝑝−1)

(︁
𝑠𝑘−(𝑝−1), 𝐴𝑠𝑘−1

)︁
.

Звiдси

𝛾𝑘−1 =

(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝐴𝑠𝑘−1

)︀
(𝑠𝑘−1, 𝐴𝑠𝑘−1)

. (8)

Знаменник у (8) не дорiвнює нулевi, так як матриця 𝐴 додатно означена.
Далi отримаємо

0 =
(︀
𝑠𝑘, 𝐴𝑠𝑘−2

)︀
= −

(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝐴𝑠𝑘−2

)︀
+ 𝛾𝑘−1

(︀
𝑠𝑘−1, 𝐴𝑠𝑘−2

)︀
+

+𝛾𝑘−2

(︀
𝑠𝑘−2, 𝐴𝑠𝑘−2

)︀
+ . . .+ 𝛾𝑘−(𝑝−1)

(︁
𝑠𝑘−(𝑝−1), 𝐴𝑠𝑘−2

)︁
.

Враховуючи взаємну спряженiсть векторiв 𝑠𝑗 , отримаємо

𝛾𝑘−2 =

(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝐴𝑠𝑘−2

)︀
(𝑠𝑘−2, 𝐴𝑠𝑘−2)

. (9)

Аналогiчно можна отримати, що

𝛾𝑘−𝑖 =

(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝐴𝑠𝑘−𝑖)︀
(𝑠𝑘−𝑖, 𝐴𝑠𝑘−𝑖)

, 𝑖 = 3, 4, . . . , 𝑝− 1. (10)

Теорема 1. Для квадратичної функцiї 𝜙(𝑥) послiдовнiсть
{︀
𝑥𝑘
}︀
, що побудо-

вана за алгоритмом (6), (3), (8), (9), (10), є такою, що(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘+1

)︀
, 𝑠𝑘
)︀
= 0, 𝑘 = 0, 1, . . . . (11)

Доведення. Враховуючи (6), отримаємо

𝐴𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 + 𝛽𝑘𝐴𝑠
𝑘.

Так як 𝜙′(𝑥) = 𝐴𝑥+ 𝑏, то остаточно маємо

𝜙′ (︀𝑥𝑘+1
)︀
= 𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀+ 𝛽𝑘𝐴𝑠

𝑘. (12)

З (3) отримаємо, що при 𝛽𝑘 > 0

𝑑

𝑑𝛽
𝜙
(︀
𝑥𝑘 + 𝛽𝑠𝑘

)︀⃒⃒⃒⃒
𝛽=𝛽𝑘

= 0,

а при 𝛽𝑘 = 0
𝑑

𝑑𝛽
𝜙
(︀
𝑥𝑘 + 𝛽𝑠𝑘

)︀⃒⃒⃒⃒
𝛽=0

> 0.
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Якщо 𝛽𝑘 > 0, то

0 =
𝑑

𝑑𝛽
𝜙
(︀
𝑥𝑘 + 𝛽𝑠𝑘

)︀⃒⃒⃒⃒
𝛽=𝛽𝑘

=
(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘 + 𝛽𝑘𝑠

𝑘
)︀
, 𝑠𝑘
)︀
=
(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘+1

)︀
, 𝑠𝑘
)︀
.

Отже, отримали, що
(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘+1

)︀
, 𝑠𝑘
)︀
= 0, 𝑘 = 0, 1, . . .

Доведення того, що спiввiдношення (11) справедливе i при 𝛽𝑘 = 0, проводимо
за iндукцiєю.

0 6
𝑑

𝑑𝛽
𝜙
(︀
𝑥0 + 𝛽𝑠0

)︀⃒⃒⃒⃒
𝛽=0

=
(︀
𝜙′ (︀𝑥1)︀, 𝑠0)︀=(︀𝜙′ (︀𝑥0)︀,−𝜙′ (︀𝑥0)︀)︀=−

⃦⃦
𝜙′ (︀𝑥0)︀⃦⃦2 ,

звiдки отримаємо рiвнiсть (︀
𝜙′ (︀𝑥1)︀ , 𝑠0)︀ = 0.

Нехай
(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝑠𝑘−1

)︀
= 0. Доведемо, що

(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘+1

)︀
, 𝑠𝑘
)︀
= 0 при 𝛽𝑘 = 0. Так як

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 (𝛽𝑘 = 0), то, враховуючи (6), отримаємо

0 6
𝑑

𝑑𝛽
𝜙
(︀
𝑥𝑘 + 𝛽𝑠𝑘

)︀⃒⃒⃒⃒
𝛽=0

=
(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘+1

)︀
, 𝑠𝑘
)︀
=
(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝑠𝑘)︀ =

=
(︁
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ ,− 𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀+ 𝛾𝑘−1𝑠

𝑘−1 + . . .+ 𝛾𝑘−(𝑝−1)𝑠
𝑘−(𝑝−1)

)︁
=

= −
⃦⃦
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀⃦⃦2 + 𝛾𝑘−1

(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝑠𝑘−1

)︀
+ . . .+ 𝛾𝑘−𝑖

(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝑠𝑘−𝑖)︀+

+ . . .+ 𝛾𝑘−(𝑝−1)

(︁
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝑠𝑘−(𝑝−1)

)︁
.

Враховуючи (12) i припущення iндукцiї, маємо(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝑠𝑘−𝑖)︀ = (︀𝜙′ (︀𝑥𝑘−1

)︀
+ 𝛽𝑘−1𝐴𝑠

𝑘−1, 𝑠𝑘−𝑖
)︀
=

=
(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘−1

)︀
, 𝑠𝑘−𝑖

)︀
+ 𝛽𝑘−1

(︀
𝐴𝑠𝑘−1, 𝑠𝑘−𝑖

)︀
=

=
(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘−1

)︀
, 𝑠𝑘−𝑖

)︀
= . . . =

(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘−𝑖+1

)︀
, 𝑠𝑘−𝑖

)︀
= 0.

Отже, ми отримали

0 6
(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘+1

)︀
, 𝑠𝑘
)︀
= −

⃦⃦
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀⃦⃦2 6 0.

Звiдси маємо, що
(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘+1

)︀
, 𝑠𝑘
)︀
= 0. Теорему доведено.

Теорема 2. Вектори 𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ i 𝜙′ (︀𝑥𝑘+1
)︀

ортогональнi, 𝑘 = 0, 1, . . ..

Доведення. Вiдомо [3], що квадратична функцiя (7) досягає мiнiмального
значення при

𝛽𝑘 = −
(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝑠𝑘)︀
(𝐴𝑠𝑘, 𝑠𝑘)

. (13)

Тодi, враховуючи (12) i (13), отримаємо(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘+1

)︀
, 𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀)︀ = (︀𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀+ 𝛽𝑘𝐴𝑠

𝑘, 𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀)︀ =
=

(︃
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀− (︀

𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝑠𝑘)︀
(𝐴𝑠𝑘, 𝑠𝑘)

𝐴𝑠𝑘, 𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀)︃ =

=
(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀)︀− (︀

𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝑠𝑘)︀
(𝐴𝑠𝑘, 𝑠𝑘)

(︀
𝐴𝑠𝑘, 𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀)︀ .
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Розглянемо
(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝑠𝑘)︀. У попереднiй теоремi ми довели, що(︀

𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝑠𝑘)︀ = −
(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀)︀ . (14)

Далi,(︀
𝐴𝑠𝑘, 𝑠𝑘

)︀
=
(︁
𝐴𝑠𝑘,−𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀+ 𝛾𝑘−1𝑠

𝑘−1 + . . .+ 𝛾𝑘−(𝑝−1)𝑠
𝑘−(𝑝−1)

)︁
=

= −
(︀
𝐴𝑠𝑘, 𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀)︀+ 𝛾𝑘−1

(︀
𝐴𝑠𝑘, 𝑠𝑘−1

)︀
+ . . .+ 𝛾𝑘−(𝑝−1)

(︁
𝐴𝑠𝑘, 𝑠𝑘−(𝑝−1)

)︁
=

= −
(︀
𝐴𝑠𝑘, 𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀)︀ .

(15)

З урахуванням (14) i (15), отримаємо(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘+1

)︀
, 𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀)︀ = (︀𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀)︀−

−
−
(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀)︀
− (𝐴𝑠𝑘, 𝜙′ (𝑥𝑘))

(︀
𝐴𝑠𝑘, 𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀)︀ = 0.

Теорему доведено.

Теорема 3. Нехай 𝑥0 ∈ R𝑛, точки 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1 i вектори 𝑠0, 𝑠1, . . ., 𝑠𝑛−1

отриманi за формулами (6), (3), (8), (9), (10) i 𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ ̸= 0 (𝑖 = 0, . . . , 𝑛 − 1).
Тодi вектори 𝑠0, 𝑠1, . . . , 𝑠𝑛−1 взаємно спряженi, а градiєнти 𝜙′ (︀𝑥0)︀, 𝜙′ (︀𝑥1)︀, . . .,
𝜙′ (︀𝑥𝑛−1

)︀
взаємно ортогональнi.

Доведення. Теорему доведемо методом математичної iндукцiї. Ортогональ-
нiсть векторiв 𝜙′ (︀𝑥0)︀ i 𝜙′ (︀𝑥1)︀ отримаємо за теоремою 2. Вектор 𝑠0 ̸= 0 за умовою
теореми; вектор 𝑠1 теж не дорiвнює нулевi, так як 𝑠1 = −𝜙′ (︀𝑥1)︀− 𝛾0𝜙

′ (︀𝑥0)︀ = 0,
а це неможливо, враховуючи ортогональнiсть 𝜙′ (︀𝑥0)︀ i 𝜙′ (︀𝑥1)︀. Спряженiсть 𝑠0 i
𝑠1 отримаємо з (8) i (9).

Припустимо, що 𝑘 6 𝑛 − 1, вектори 𝑠0, 𝑠1, . . . , 𝑠𝑘−1 взаємно спряженi, а гра-
дiєнти 𝜙′ (︀𝑥0)︀, 𝜙′ (︀𝑥1)︀, . . ., 𝜙′ (︀𝑥𝑘−1

)︀
взаємно ортогональнi. Тодi за теоремою 2(︀

𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝜙′ (︀𝑥𝑘−1
)︀)︀

= 0. При 𝑖 6 𝑘 − 2 маємо, використовуючи (12), iндукцiю та
(6), (︀

𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝜙′ (︀𝑥𝑖)︀)︀ = (︀𝜙′ (︀𝑥𝑘−1
)︀
, 𝜙′ (︀𝑥𝑖)︀)︀+ 𝛽𝑘−1

(︀
𝐴𝑠𝑘−1, 𝜙′ (︀𝑥𝑖)︀)︀ =

= 𝛽𝑘−1

(︁
𝐴𝑠𝑘−1,−𝑠𝑖 + 𝛾𝑖−1𝑠

𝑖−1 + . . .+ 𝛾𝑖−(𝑝−1)𝑠
𝑖−(𝑝−1)

)︁
= 0.

Отже, доведена взаємна ортогональнiсть векторiв 𝜙′ (︀𝑥0)︀, . . ., 𝜙′ (︀𝑥𝑛−1
)︀
.

Вектор 𝑠𝑘 ̸= 0, iнакше з (6) отримали б, що вектори 𝜙′ (︀𝑥0)︀, 𝜙′ (︀𝑥1)︀, . . ., 𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀
лiнiйно залежнi, що суперечить їх взаємнiй ортогональностi.

Доведемо, що вектори 𝑠0, . . . , 𝑠𝑘 взаємно спряженi. Дiйсно,(︀
𝑠𝑘, 𝐴𝑠𝑘−1

)︀
= 0 за (8). Враховуючи (13), отримаємо

𝛽𝑖 = −
(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑖)︀ , 𝑠𝑖)︀
(𝐴𝑠𝑖, 𝑠𝑖)

= −
(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑖)︀ ,−𝜙′ (︀𝑥𝑖)︀− 𝛾𝑖−1𝜙

′ (︀𝑥𝑖−1
)︀
− . . .

)︀
(𝐴𝑠𝑖, 𝑠𝑖)

=

=

(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑖)︀ , 𝜙′ (︀𝑥𝑖)︀)︀

(𝐴𝑠𝑖, 𝑠𝑖)
,
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i тому 𝛽𝑖 ̸= 0, 𝑖 6 𝑘. Тодi з (12) отримаємо

𝐴𝑠𝑖 =
𝜙′ (︀𝑥𝑖+1

)︀
− 𝜙′ (︀𝑥𝑖)︀
𝛽𝑖

. (16)

При 𝑖 6 𝑘 − 2, використовуючи (6), iндукцiю, (16) та доведену взаємну орто-
гональнiсть градiєнтiв, отримаємо(︀

𝑠𝑘, 𝐴𝑠𝑖
)︀
=
(︀
−𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀+ 𝛾𝑘−1𝑠

𝑘−1 + . . .+ 𝛾𝑘−(𝑝−1)𝑠
𝑘−(𝑝−1), 𝐴𝑠𝑖

)︀
=

= −
(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝐴𝑠𝑖)︀ = −

(︂
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝜙′(𝑥𝑖+1)−𝜙′(𝑥𝑖)

𝛽𝑖

)︂
= 0.

Теорему доведено.
Отже, розглянутий 𝑝-кроковий метод належить до методiв спряжених на-

прямкiв.
Сформулюємо тепер 𝑝-кроковий метод для мiнiмiзацiї неквадратичних фун-

кцiй. Для цього перетворимо формулу (10) так, щоб до неї не входила матриця
𝐴:

𝛾𝑘−𝑖 =

(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝐴𝑠𝑘−𝑖)︀
(𝑠𝑘−𝑖, 𝐴𝑠𝑘−𝑖)

=

(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝜙′ (︀𝑥𝑘−𝑖+1

)︀
− 𝜙′ (︀𝑥𝑘−𝑖)︀)︀

(𝑠𝑘−𝑖, 𝜙′ (𝑥𝑘−𝑖+1)− 𝜙′ (𝑥𝑘−𝑖))
=

=

(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝜙′ (︀𝑥𝑘−𝑖+1

)︀
− 𝜙′ (︀𝑥𝑘−𝑖)︀)︀

− (𝜙′ (𝑥𝑘−𝑖)− 𝛾𝑘−𝑖−1𝜙′ (𝑥𝑘−𝑖−1)− . . . , 𝜙′ (𝑥𝑘−𝑖+1)− 𝜙′ (𝑥𝑘−𝑖))
=

=

(︀
𝜙′ (︀𝑥𝑘)︀ , 𝜙′ (︀𝑥𝑘−𝑖+1

)︀
− 𝜙′ (︀𝑥𝑘−𝑖)︀)︀

‖𝜙′ (𝑥𝑘−𝑖)‖2
.

(17)

2. Обчислювальний експеримент.
Зробимо аналiз роботи описаного 𝑝-крокового методу при рiзних значеннях 𝑝.

Для порiвняння використаємо такi показники, як точнiсть отриманого розв’язку
та кiлькiсть проведених iтерацiй. Пiд кiлькiстю iтерацiй будемо розумiти кiль-
кiсть отриманих послiдовних наближень до розв’язку задачi. Зауважимо, що
кiлькiсть обчислень значень функцiї та її градiєнту у 𝑝-кроковому методi не змi-
нюється порiвняно iз класичним двокроковим методом спряжених градiєнтiв.

Обчислення проводилися на тестових функцiях iз точнiстю 𝜀 = 10−6. Крите-
рiєм зупинки обох алгоритмiв було одночасне виконання трьох умов:⃒⃒

𝜙
(︀
𝑥𝑘−1

)︀
− 𝜙

(︀
𝑥𝑘
)︀⃒⃒
6 𝜀

(︀
1 +

⃒⃒
𝜙
(︀
𝑥𝑘
)︀⃒⃒)︀

,⃦⃦
𝑥𝑘−1 − 𝑥𝑘

⃦⃦
6

√
𝜀
(︀
1 +

⃦⃦
𝑥𝑘
⃦⃦)︀
,⃦⃦

𝜙′ (︀𝑥𝑘+1
)︀⃦⃦
6 3

√
𝜀
(︀
1 +

⃒⃒
𝜙
(︀
𝑥𝑘
)︀⃒⃒)︀

.

Розрахунки проводилися за допомогою вiдкритої системи комп’ютерної матема-
тики Sage [2].

Задача 1. Функцiя [6, стор. 476], кiлькiсть змiнних 𝑛 = 3:

𝜙(𝑥) = 100

[︃
𝑥3 −

(︂
𝑥1 + 𝑥2

2

)︂2
]︃2

+ (1− 𝑥1)
2
+ (1− 𝑥2)

2
,

початковi точки 𝑥10 = (−1.2, 2, 0)⊤, 𝜙(𝑥10) = 8.40 та 𝑥20 = (−2, 2, 4)⊤, 𝜙(𝑥20) = 1610;
точний розв’язок задачi 𝑥* = (1, 1, 1)⊤, 𝜙(𝑥*) = 0.
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Початкова
точка

Вибiр
𝛽𝑘

Кiлькiсть
доданкiв 𝑝 𝜙 (𝑥*) ‖𝜙′ (𝑥*)‖ Кiлькiсть

iтерацiй

𝑥10
умова
min

2
3
4
5
7
10

2.70e-5
9.86e-8
2.52e-5
2.28e-7
1.23e-9
1.23e-9

0.0097
0.0042
0.0074
0.0084
0.0004
0.0004

148
34
33
56
82
115

𝑥10
умова

Вольфе

2
3
4
5
7
10

8.16e-6
6.97e-8
9.02e-8
1.87e-6
4.81e-7
3.63e-6

0.0046
0.0082
0.0010
0.0022
0.0014
0.0042

26
20
40
37
69
77

𝑥20
умова
min

2
3
4
5
7
10

3.11e-5
2.79e-7
6.78e-7
2.96e-6
4.23e-6
4.28e-6

0.0095
0.0011
0.0017
0.0029
0.0028
0.0028

93
35
44
45
61
85

𝑥20
умова

Вольфе

2
3
4
5
7
10

5.94e-8
3.49e-8
6.28e-6
1.84e-7
1.75e-5
9.75e-8

0.0030
0.0026
0.0031
0.0049
0.0054
0.0037

27
41
32
56
64
131

Задача 2. Функцiя Пауелла [6, стор. 475], кiлькiсть змiнних 𝑛 = 4:

𝜙(𝑥) = (𝑥1 + 10𝑥2)
2 + 5(𝑥3 − 𝑥4)

2 + (𝑥2 − 2𝑥3)
4 + 10(𝑥1 − 𝑥4)

4,

початковi точки 𝑥10 = (3,−1, 0, 1)⊤, 𝜙(𝑥10) = 215 та 𝑥20 = (1, 1, 1, 1)⊤,
𝜙(𝑥10) = 125; точний розв’язок задачi 𝑥* = (0, 0, 0, 0)⊤, 𝜙(𝑥*) = 0.

Початкова
точка

Вибiр
𝛽𝑘

Кiлькiсть
доданкiв 𝑝 𝜙 (𝑥*) ‖𝜙′ (𝑥*)‖ Кiлькiсть

iтерацiй

𝑥10
умова
min

2
3
4
5
7
10

1.25e-5
6.07e-7
2.92e-5
1.14e-5
1.11e-6
6.15e-6

0.0053
0.0005
0.0067
0.0024
0.0005
0.0048

46
28
34
20
45
75
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Початкова
точка

Вибiр
𝛽𝑘

Кiлькiсть
доданкiв 𝑝 𝜙 (𝑥*) ‖𝜙′ (𝑥*)‖ Кiлькiсть

iтерацiй

𝑥20
умова
min

2
3
4
5
7
10

8.11e-6
5.47e-7
1.99e-6
4.05e-6
3.62e-7
1.27e-5

0.0021
0.0007
0.0010
0.0043
0.0065
0.0066

25
21
33
32
46
51

Задача 3. Узагальнена функцiя Розенброка, кiлькiсть змiнних 𝑛 = 8:

𝜙(𝑥) =

4∑︁
𝑖=1

[︁
(1− 𝑥2𝑖−1)

2
+ 100

(︀
𝑥2𝑖 − 𝑥22𝑖−1

)︀2]︁
,

початкова точка 𝑥0 = (2, 4, 2, 4, . . .)⊤, 𝜙(𝑥0) = 58831; точний розв’язок задачi
𝑥* = (1, 1, . . .)⊤, 𝜙(𝑥*) = 0.

Початкова
точка

Вибiр
𝛽𝑘

Кiлькiсть
доданкiв 𝑝 𝜙 (𝑥*) ‖𝜙′ (𝑥*)‖ Кiлькiсть

iтерацiй

𝑥0
умова
min

2
3

2.47e-6
2.34e-6

0.0098
0.0056

152
60

𝑥0
умова

Вольфе
2
3

2.53e-7
1.49e-5

0.0072
0.0052

98
77

Задача 4. Узагальнена функцiя Розенброка, кiлькiсть змiнних 𝑛 = 20:

𝜙(𝑥) =

10∑︁
𝑖=1

[︁
(1− 𝑥2𝑖−1)

2
+ 100

(︀
𝑥2𝑖 − 𝑥22𝑖−1

)︀2]︁
,

початковi точки 𝑥10 = (−1.2, 1,−1.2, 1, . . .)⊤, 𝜙(𝑥10) = 4598; 𝑥20 = (0, 0, . . .)⊤, 𝜙(𝑥20) =
19; точний розв’язок задачi 𝑥* = (1, 1, . . .)⊤, 𝜙(𝑥*) = 0.

Початкова
точка

Вибiр
𝛽𝑘

Кiлькiсть
доданкiв 𝑝 𝜙 (𝑥*) ‖𝜙′ (𝑥*)‖ Кiлькiсть

iтерацiй

𝑥10
умова
min

2
3

1.70e-6
2.07e-6

0.0098
0.0098

283
268

𝑥20
умова
min

2
3

4.67e-6
1.76e-6

0.0094
0.0085

105
93
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Задача 5. Узагальнена функцiя Бiла (Beale) [1], 𝑛 = 100:

𝜙(𝑥) =

𝑛/2∑︁
𝑖=1

[︁
(1.5− 𝑥2𝑖−1 (1− 𝑥2𝑖))

2
+
(︀
2.25− 𝑥2𝑖−1

(︀
1− 𝑥22𝑖

)︀)︀2
+

+
(︀
2.625− 𝑥2𝑖−1

(︀
1− 𝑥32𝑖

)︀)︀2]︁
,

початкова точка 𝑥0 = (1, 0.8 . . . , 1, 0.8)⊤.

Початкова
точка

Вибiр
𝛽𝑘

Кiлькiсть
доданкiв 𝑝 𝜙 (𝑥*) ‖𝜙′ (𝑥*)‖ Кiлькiсть

iтерацiй

𝑥0
умова
min

2
3

4.85e-8
4.85e-8

0.0020
0.0020

11
8

Задача 6. Узагальнена функцiя Манєвича (Manevich) [1], 𝑛 = 200:

𝜙(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖=1

(1− 𝑥𝑖)
2

2𝑖

початкова точка 𝑥0 = (0, . . . , 0)⊤.

Початкова
точка

Вибiр
𝛽𝑘

Кiлькiсть
доданкiв 𝑝 𝜙 (𝑥*) ‖𝜙′ (𝑥*)‖ Кiлькiсть

iтерацiй

𝑥0
умова
min

2
3

9.78e-4
9.78e-4

0.0020
0.0020

9
9

В задачах 3–6 данi експериментiв при 𝑝 > 3 не наводяться, тому що вони
подiбнi або гiршi за результати при 𝑝 = 3.

Висновки. У роботi розглянуто узагальнений 𝑝-кроковий метод для задач
безумовної мiнiмiзацiї, обґрунтована його належнiсть до методiв спряжених на-
прямкiв. Метою обчислювального експерименту було виявлення «оптимальної»
кiлькостi крокiв (доданкiв) 𝑝 для обчислення нового напрямку спуску.

1. Результати в цiлому вказують на переваги методу при 𝑝 = 3 у порiвняннi
з класичним методом спряжених градiєнтiв (𝑝 = 2).

2. Для тестових функцiй iз кiлькiстю змiнних 𝑛 6 20 бачимо досить вагомi
переваги трикрокового методу: алгоритм дає бiльш точний розв’язок при
суттєво меншiй кiлькостi крокiв.

3. Збiльшення кiлькостi доданкiв 𝑝 у бiльшостi випадкiв призводило до по-
гiршення результатiв: кiлькiсть iтерацiй росте, точнiсть зменшується.

4. Для задач великої розмiрностi (𝑛 = 100, 200) вказанi переваги трикроко-
вого методу спостерiгаються в меншiй мiрi.
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Страхов Е. М., Яровой А. Т.
Анализ p-шаговых методов минимизации функций многих переменных

Резюме

Рассматривается задача многомерной минимизации непрерывно дифференцируемой функ-
ции при отсутствии ограничений. Итерационный алгоритм решения такой задачи на-
зывается многошаговым, если для нахождения следующего приближения к точке ми-
нимума используются значения функции или ее градиента в двух или более преды-
дущих точках. Так, алгоритм метода сопряженных градиентов относится к двухшаго-
вым. Описывается обобщенный 𝑝-шаговый алгоритм, установлены его свойства в слу-
чае квадратичной целевой функции. Показано, что данный метод относится к методам
сопряженных направлений. Целью вычислительного эксперимента было сравнение ре-
зультатов минимизации в зависимости от количества слагаемых (шагов) 𝑝 и выявления
«оптимального» значения для 𝑝. Приводятся результаты вычислений для некоторых
известных тестовых функций.
Ключевые слова: p-шаговый алгоритм, сопряженные направления, задача безусловной
оптимизации .

Strakhov Ye. M., Yaroviy A. T.
The analysis of p-term algorithms for unconstrained optimization

Summary

Consider the multidimensional unconstrained minimization problem in a case of continu-

ously differentiable function. An iterative algorithm for solving such a problem is called a

multi-term if in order to find the next approximation to the optimal point we need to com-

pute values of the function or its gradient in two or more previous points. So that, conjugate

gradient algorithm is a two-term algorithm. The aim of this paper is to study a generalized

𝑝-term method for unconstrained optimization. One substantiates the properties of this algo-

rithm for quadratic functions and proves that it relates to conjugate direction methods. The

goal of computational experiment was to compare the results of minimization with different

number of terms 𝑝 and find the “optimal” value for the 𝑝. The numerical results for some

well-known test functions are given.

Key words: p-term algorithm, conjugate directions, unconstrained optimization.
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