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ОЦIНКИ НОРМ ПОХIДНИХ ЗА РIССОМ ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ
ЗМIННИХ

Нехай Δ = 𝜕2

𝜕𝑥1
+ ...+ 𝜕2

𝜕𝑥𝑚
– оператор Лапласа. Позначимо через 𝐿𝑠(R𝑚) (1 6 𝑠 6 ∞)

простори вимiрних функцiй 𝑓 : R𝑚 → R зi скiнченою нормою ‖𝑓‖𝑠. Нехай 𝐹 i 𝐸 – iде-
альнi решiтки на R𝑚 зi скiнченими нормами ‖ · ‖𝐹 i ‖ · ‖𝐸 . Через 𝐿Δ

𝐹,𝐸(R𝑚) позначимо
простiр функцiй 𝑓 ∈ 𝐹 таких, що Δ𝑓 ∈ 𝐸. Якщо 𝐹 = 𝐿𝑠(R𝑚) (1 6 𝑠 6 ∞), то будемо
використовувати позначення 𝐿Δ

𝑠,𝐸 , або 𝐿Δ
𝑠,𝑠 якщо, крiм цього, 𝐸 = 𝐿𝑠(R𝑚). В роботi

отримано новi нерiвностi типу Колмогорова для норм похiдних за Рiссом 𝐷𝛼𝑓 фун-
кцiй 𝑓 ∈ 𝐿Δ

∞,𝐸(R𝑚). Як наслiдок, отриманi такi нерiвностi для функцiй 𝑓 ∈ 𝐿Δ
𝑠,𝑠(R𝑚).

Розв’язано задачу про наближення необмеженого оператора 𝐷𝛼 обмеженими на класi
функцiй 𝑓 таких, що ‖Δ𝑓‖𝐸 6 1.
MSC: 26D10, 35A23, 41A17, 41A35, 41A65.
Ключовi слова: дробова похiдна, нерiвностi для похiдних, наближення необмежених
операторiв обмеженими, iдеальнi решiтки .

Вступ. Нерiвностi типу Ландау—Колмогорова вiдiграють важливу роль в
багатьох галузях математики i її застосувань. На теперiшнiй час вiдомо багато
точних нерiвностей такого типу для функцiй однiєї змiнної (див. [1], а також [2]–
[4] i монографiї [5, 6]). Значно менше точних нерiвностей отримано для функцiй
багатьох змiнних (див., напр., [7]– [12]), а також для похiдних нецiлого порядку
(див., напр., [13]– [22], [23, гл. 2] i вiдповiдну бiблiографiю).

Задача про точнi нерiвностi типу Колмогорова тiсно пов’язана iз задачею Стє-
чкiна про наближення необмеженого оператора на класi 𝑄 обмеженими (див. [3,
4], а також [5, § 7.1]).

В данiй роботi розглядаються вказанi задачi для функцiй, заданих на R𝑚, у
випадках, коли лапласiани вказаних функцiй (або i самi функцiї також) належать
iдеальним решiткам. При цьому оцiнюються норми похiдних Рiсса цих функцiй.
Представленi в роботi результати є продовженням дослiджень, розпочатих в [20]–
[22].

Основнi результати
1. Означення. Нехай R𝑚 (𝑚 ∈ N) — евклiдiв простiр точок 𝑥 = (𝑥1, . . . ,𝑥𝑚),

|𝑥| =
(︀ 𝑚∑︀
𝑖=1

𝑥2𝑖
)︀1/2, S(R𝑚) — простiр вимiрних функцiй 𝑓 : R𝑚 → R. Через 𝐿𝑠 =

𝐿𝑠(R𝑚), 1 6 𝑠 6 ∞, позначимо простори функцiй 𝑓 ∈ S(R𝑚) зi скiнченною
нормою

‖𝑓‖𝑠 = ‖𝑓‖𝐿𝑠(R𝑚) =

⎧⎨⎩
(︂ ´
R𝑚

|𝑓(𝑡)|𝑠 𝑑𝑡
)︂1/𝑠

, 1 6 𝑠 <∞,

ess sup{|𝑓(𝑡)| : 𝑡 ∈ R𝑚}, 𝑠 = ∞,
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а через 𝐶 = 𝐶(R𝑚) – простiр неперервних, обмежених функцiй 𝑓 : R𝑚 → R з
нормою

‖𝑓‖𝐶 = ‖𝑓‖𝐶(R𝑚) := sup{|𝑓(𝑡)| : 𝑡 ∈ R𝑚}.

Нехай

Δ =
𝜕2

𝜕𝑥21
+ ...+

𝜕2

𝜕𝑥2𝑚

– оператор Лапласа. Для локально iнтегровних на R𝑚 функцiй 𝑓 i 𝑔 будемо
писати

Δ𝑓 = 𝑔,

якщо для будь-якої фiнiтної нескiнченно диференцiйовної функцiї 𝜙
ˆ

R𝑚

Δ𝜙(𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

ˆ

R𝑚

𝜙(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Через 𝐿Δ
𝑝,𝑠 = 𝐿Δ

𝑝,𝑠(R𝑚) (1 6 𝑝,𝑠 6∞)позначимо сукупнiсть функцiй 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 таких,
що Δ𝑓 ∈ 𝐿𝑠. Через 𝑊Δ

𝑝,𝑠 =𝑊Δ
𝑝,𝑠(R𝑚) позначимо клас функцiй 𝑓 iз 𝐿Δ

𝑝,𝑠 таких, що
‖Δ𝑓‖𝑠 6 1.

Похiдна Рiсса порядку 𝛼 (0 < 𝛼 < 2) функцiї 𝑓 : R𝑚 → R означається
рiвнiстю (див. [24, с. 367–368])

(𝐷𝛼𝑓)(𝑥) :=
1

𝑑𝑚,2(𝛼)

ˆ

R𝑚

2𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥− 𝑡)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
𝑑𝑡,

де

𝑑𝑚,2(𝛼) =
21−𝛼𝜋1+𝑚

2

sin
(︀
𝛼𝜋
2

)︀
Γ
(︀
1 + 𝛼

2

)︀
Γ
(︀
𝑚+𝛼

2

)︀
- нормуючий множник [24, с. 373]. Вiдзначимо, що похiдна Рiсса 𝐷𝛼 реалiзує [24,
с. 368] дробовий степеiнь (−△)𝛼/2 оператора Лапласа.

Для ℎ > 0 зрiзаною похiдною Рiсса порядку 𝛼 ∈ (0,2) функцiї 𝑓 : R𝑚 → R
називається

(𝐷𝛼
ℎ𝑓)(𝑥) :=

1

𝑑𝑚,2(𝛼)

ˆ

R𝑚∖𝐵ℎ

2𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥− 𝑡)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
𝑑𝑡

(тут i скрiзь нижче 𝐵ℎ = {𝑥 ∈ R𝑚 : |𝑥| 6 ℎ} – куля радiуса ℎ з центром в початку
координат).

Лiнiйний простiр 𝐸 = S(R𝑚) з нормою ‖·‖𝐸 називається iдеальною решiткою
на R𝑚 (див. [25, розд. 2, §2]), якщо для кожної функцiї 𝑓 ∈ 𝐸 i 𝑔 ∈ S(R𝑚) таких,
що |𝑔(𝑥)| 6 |𝑓(𝑥)| майже скрiзь на R𝑚, випливає, що 𝑔 ∈ 𝐸 i ‖𝑔‖𝐸 6 ‖𝑓‖𝐸 .

Множина 𝐴(𝐸) ⊂ R𝑚 називається носiєм iдеальної решiтки 𝐸, якщо 𝑓(𝑥) = 0
для всiх 𝑓 ∈ 𝐸 i 𝑥 /∈ 𝐴(𝐸).

Через 𝐸1 позначимо асоцiйований пiдпростiр до 𝐸 (див. [25, розд. 2, §3]),
тобто простiр функцiй 𝑔 ∈ S(R𝑚), такий що supp𝑔 ⊂ 𝐴(𝐸) i

‖𝑔‖𝐸1 := sup
𝑓∈𝐸

‖𝑓‖𝐸61

ˆ

R𝑚

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 <∞.
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Зрозумiло, що 𝐸1 є iдеальною решiткою на R𝑚 i пiдпростором в просторi, спря-
женому до 𝐸.

Iдеальнi решiтки утворюють багато важливих просторiв, таких як простiр
𝐿𝑝(R𝑚), 1 6 𝑝 6 ∞, простiр Орлiча [26], простiр Лоренца [25], простiр Марцин-
кевича [25] та iн.

В подальшому ми будемо також говорити, що iдеальна решiтка 𝐸 є напiв-
iнварiантною вiдносно зсуву, якщо для кожної 𝑓 ∈ 𝐸 i 𝑥 ∈ R𝑚 виконується
𝑓(·+ 𝑥) ∈ 𝐸, а також ‖𝑓(·+ 𝑥)‖𝐸 = ‖𝑓‖𝐸 .

Нехай 𝐹 i 𝐸 – iдеальнi решiтки. Через 𝐿Δ
𝐹,𝐸 = 𝐿Δ

𝐹,𝐸(R𝑚) позначимо простiр
функцiй 𝑓 ∈ 𝐹 таких, що Δ𝑓 ∈ 𝐸. Через 𝑊Δ

𝐹,𝐸 позначимо клас функцiй 𝑓 iз 𝐿Δ
𝐹,𝐸 ,

для яких ‖Δ‖𝐸 6 1.
Якщо 𝐹 = 𝐿𝑝(R𝑚), то будемо використовувати позначення 𝐿Δ

𝑝,𝐸 i 𝑊Δ
𝑝,𝐸 вiд-

повiдно.
Нехай 𝑋 i 𝑌 – банаховi простори, 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 – оператор (не обов’язково

лiнiйний) з областю визначення 𝐷𝐴 ⊂ 𝑋, 𝑄 ⊂ 𝐷𝐴 – деяка множина. Через
ℒ = ℒ(𝑋,𝑌 ) будемо позначати простiр лiнiйних обмежених операторiв 𝑆 : 𝑋 → 𝑌 .
Для 𝑁 > 0 покладаємо

𝐸𝑁 (𝐴,𝑄) = inf
𝑆∈ℒ(𝑋,𝑌 )
‖𝑆‖6𝑁

sup
𝑓∈𝑄

‖𝐴𝑓 − 𝑆𝑓‖𝑌 . (1)

Задача С.Б. Стєчкiна про найкраще наближення оператора 𝐴 на множинi 𝑄
лiнiйними обмеженими операторами полягає в тому, щоб при довiльному 𝑁 > 0
знайти величину (1), а також вказати екстремальний оператор, тобто оператор,
що реалiзує точну нижню межу в правiй частинi (1). Постановка цiєї задачi i її
розв’язання для диференцiальных операторiв малих порядкiв представленi в [27].
Огляд подальших результатiв i вiдповiднi посилання можна знайти в [3, 4].

2. Оцiнка норми i вiдхилення вiд 𝐷𝛼 оператора 𝑈𝛼ℎ на класi 𝑊Δ
∞,𝐸.

Нехай ℎ > 0. Через ̃︀𝐺ℎ(𝑥,𝑦) будемо позначати функцiю Грiна кулi 𝐵ℎ (див., [28, c.
265]), тобто для 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵ℎ, 𝑥 ̸= 𝑦, у випадку 𝑚 > 3

�̃�ℎ(𝑥,𝑦) =
1

𝜎𝑚−1(𝑚− 2)

(︂
1

|𝑥− 𝑦|𝑚−2
− ℎ𝑚−2|𝑦|𝑚−2

|𝑥|𝑦|2 − ℎ2𝑦|𝑚−2

)︂
,

i у випадку 𝑚 = 2 ̃︀𝐺ℎ(𝑥,𝑦) = 1

2𝜋
ln

⃒⃒⃒⃒
ℎ2 − 𝑥𝑦

ℎ(𝑥− 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
(тут i скрiзь нижче 𝜎𝑚−1 – площа поверхнi одиничної сфери 𝑆𝑚−1 простору R𝑚).

Для 𝜌 > 0 покладемо

𝐺ℎ(𝜌) =

⎧⎨⎩
1

𝜎𝑚−1(𝑚−2)

(︁
1

𝜌𝑚−2 − 1
ℎ𝑚−2

)︁
+
, 𝑚 > 3,

1
2𝜋

(︁
ln ℎ

𝜌

)︁
+
, 𝑚 = 2,

( 𝑎+ := max{𝑎,0}).
Вiдзначимо, що для 𝑦 ∈ 𝐵ℎ, 𝑦 ̸= 0,

̃︀𝐺ℎ(0,𝑦) = 𝐺ℎ(|𝑦|).
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Усередненням функцiї 𝑓 в точцi 𝑥 по сферi радiуса ℎ назвемо величину

̃︀𝑓(𝑥,ℎ) = 1

𝜎𝑚−1

ˆ

𝑆𝑚−1

𝑓(𝑥+ ℎ𝑦)𝑑𝑠𝑦

де 𝑑𝑠𝑦 – елемент площi поверхнi сфери 𝑆𝑚−1.
Вiдомо (див., напр., [28, c. 289]), що для будь-якої двiчi неперервно диферен-

цiйовної функцiї 𝑓 справедливе зображення

𝑓(𝑥) = ̃︀𝑓(𝑥,ℎ) + ˆ
𝐵ℎ

̃︀𝐺ℎ(𝑥,𝑦)(−Δ𝑓(𝑦)) 𝑑𝑦. (2)

В [22] показано, що для довiльної двiчi неперервно диференцiйовної функцiї
𝑓 :

𝑓(𝑥) = ̃︀𝑓(𝑥,ℎ) + ˆ
𝐵ℎ

𝐺ℎ(|𝑦|)(−Δ𝑓(𝑥± 𝑦)) 𝑑𝑦.

Для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝐸 i будь-якої фiнiтної нескiнченно диференцi-

йовної функцiї 𝜙 маємо:

ˆ

R𝑚

𝜙(𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

ˆ

R𝑚

𝑓(𝑥)

⎡⎣̃︀𝜙(𝑥,ℎ) + ˆ
𝐵ℎ

𝐺ℎ(|𝑦|)(−Δ𝜙(𝑥∓ 𝑦)) 𝑑𝑦

⎤⎦ 𝑑𝑥 =

=

ˆ

R𝑚

𝜙(𝑥)

⎡⎣ ̃︀𝑓(𝑥,ℎ) + ˆ
𝐵ℎ

𝐺ℎ(|𝑦|)(−Δ𝑓(𝑥± 𝑦)) 𝑑𝑦

⎤⎦ 𝑑𝑥.
Тобто для 𝑓 ∈ 𝐿Δ

∞,𝐸 i майже всiх 𝑥 ∈ R𝑚 буде

𝑓(𝑥) = ̃︀𝑓(𝑥,ℎ) + ˆ
𝐵ℎ

𝐺ℎ(|𝑦|)(−Δ𝑓(𝑥± 𝑦)) 𝑑𝑦. (3)

Введемо також функцiю

𝐹ℎ(𝑡) =

⎧⎨⎩
ℎ́

𝑡

𝐺𝜌(𝑡)
𝑑𝜌
𝜌𝛼+1 , 𝑡 ∈ (0,ℎ],

0, 𝑡 > ℎ.

Неважко бачити, що для функцiй 𝐺ℎ(|𝑦|) и 𝐹ℎ(|𝑦|) мають мiсце спiввiдношення
(див. [22])

𝐺ℎ(|𝑦|) = ℎ2−𝑚𝐺1(|𝑦|/ℎ)

i
𝐹ℎ(|𝑦|) = ℎ2−𝛼−𝑚𝐹1(|𝑦|/ℎ).

Для 𝑡 > 0 покладемо

𝐺(𝑡) =

{︂
1

𝑡𝑚+𝛼−2 , 𝑚 > 3
ln 𝑡
𝑡𝛼 , 𝑚 = 2
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Скрiзь нижче ми припускаємо, що

𝐺(|𝑡|)𝜒[−1,1] ∈ 𝐸1 (4)

i
lim
ℎ→0+

‖𝐺(|𝑡|)𝜒[−ℎ,ℎ]‖𝐸1 = 0. (5)

Зазначимо, що при виконаннi цих умов при будь-якому 𝑐 ∈ R функцiя 𝐹ℎ(|𝑦|)−
𝑐𝐺ℎ(|𝑦|) належить простору 𝐸1.

Оберемо 𝑐 = 𝑐ℎ з умови
ˆ

𝐵ℎ

(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦 = 0. (6)

Як неважко зрозумiти, для будь-якого ℎ > 0 буде

𝑐ℎ = ℎ−𝛼𝑐1. (7)

Нехай ℎ > 0 i ̃︀𝜓ℎ(𝜌) – деяка функцiя однiєї змiнної з supp ̃︀𝜓ℎ = [0,ℎ], в се-
редньому рiвна нулю. Припустимо, що iснує функцiя 𝜓ℎ ∈ 𝐸 (supp𝜓ℎ = 𝐵ℎ,
𝜓ℎ(𝑦) = ̃︀𝜓ℎ(|𝑦|), ‖𝜓‖𝐸 = 1) така, що справджується рiвнiсть:

ˆ

R𝑚

(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) ̃︀𝜓ℎ(|𝑦|) 𝑑𝑦 = ‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1 . (8)

Означимо функцiю ̃︀𝜙ℎ,2(𝜌) в такий спосiб. Для 𝜌 ∈ (0,ℎ] покладемо

̃︀𝜙ℎ,2(𝜌) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1
2

(︃
�́�

0

−
ℎ́

𝜌

)︃
ℎ́

𝑡

𝑢𝑚−1 ̃︀𝜓ℎ(𝑢) 𝑑𝑢 𝑑𝑡
𝑡𝑚−1 , 𝜌 ∈ [0,ℎ]

1
2

ℎ́

0

ℎ́

𝑡

𝑢𝑚−1 ̃︀𝜓ℎ(𝑢) 𝑑𝑢 𝑑𝑡
𝑡𝑚−1 , 𝜌 > ℎ.

(9)

Для 𝑦 ∈ R𝑚 покладемо
𝜙ℎ,2(𝑦) = ̃︀𝜙ℎ,2(|𝑦|). (10)

Враховуючи зображення оператора Лапласа для радiальних функцiй

Δ𝜙(𝜌) = 𝜙′′(𝜌) +
𝑚− 1

𝜌
𝜙′(𝜌),

неважко перевiрити, що 𝜙ℎ,2 ∈𝑊Δ
∞,𝐸 ∩ 𝐶(R𝑚) i Δ𝜙ℎ,2(𝑦) = 𝜓ℎ(𝑦). Крiм того,

max
𝑦∈R𝑚

𝜙ℎ,2(𝑦) = − min
𝑦∈R𝑚

𝜙ℎ,2(𝑦).

Для заданого ℎ > 0 розглянемо оператор

𝑈𝛼ℎ 𝑓(𝑥) = 𝐷𝛼
ℎ𝑓(𝑥) +

2𝑐ℎ𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)
(𝑓(𝑥)− ̃︀𝑓(𝑥,ℎ)), (11)

де 𝑐ℎ обрано з умови (6). Так само, як в [22] доводиться твердження
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Лема 1. Нехай 0 < 𝛼 < 2, 𝐸 – iдеальна напiвiнварiантна вiдносно зсуву
решiтка на R𝑚, що задовольняє умови (4) i (5), 𝐸1 – асоцiйований пiдпростiр
до 𝐸. Тодi при виконаннi умов (8)–(10) для довiльного ℎ > 0

‖𝑈𝛼ℎ ‖ =
4𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
ℎ−𝛼

𝛼
+ 𝑐ℎ

)︂
=

‖𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2‖∞
‖𝜙ℎ,2‖∞

= ℎ−𝛼
‖𝑈𝛼1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞

.

Тепер для функцiй 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝐸 ми отримаємо оцiнку величини ‖𝐷𝛼𝑓 −𝑈𝛼ℎ 𝑓‖∞.

В [22] показано, що для довiльної фiнiтної нескiнченно диференцiйовної фун-
кцiї 𝜙 i довiльного 𝑥 ∈ R𝑚

𝐷𝛼𝜙(𝑥)− 𝑈𝛼ℎ 𝜙(𝑥) =
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

ˆ

𝐵ℎ

(−Δ𝜙(𝑥+ 𝑦))(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦. (12)

Враховуючи (8), легко бачити, що для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝐸 i довiльної

фiнiтної нескiнченно диференцiйовної функцiї 𝜙
ˆ

R𝑚

𝜙(𝑥)(𝐷𝛼𝑓(𝑥)− 𝑈𝛼ℎ 𝑓(𝑥)) 𝑑𝑥 =

ˆ

R𝑚

𝑓(𝑥)(𝐷𝛼𝜙(𝑥)− 𝑈𝛼ℎ 𝜙(𝑥)) 𝑑𝑥.

Звiдси i iз (8) виводимо, що для 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝐸 при майже всiх 𝑥 ∈ R𝑚 має мiсце

зображення

𝐷𝛼𝑓(𝑥)− 𝑈𝛼ℎ 𝑓(𝑥) =
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

ˆ

𝐵ℎ

(−Δ𝑓(𝑥+ 𝑦))(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦. (13)

Використовуючи (13) i нерiвнiсть Гельдера, отримаємо, що для майже всiх
𝑥 ∈ R𝑚

|𝐷𝛼𝑓(𝑥)− 𝑈𝛼ℎ 𝑓(𝑥)| 6
2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖Δ𝑓‖𝐸 ‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1

i, значить,

‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼ℎ 𝑓‖∞ 6
2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖Δ𝑓‖𝐸 ‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1 . (14)

В силу (14) маємо

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2‖∞ 6
2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1 . (15)

Враховуючи, що для функцiї 𝜙ℎ,2 зображення (3) має мiсце в кожнiй точцi 𝑥 ∈
R𝑚, аналогiчно (8), встановлюємо, що для 𝜙ℎ,2 при всiх 𝑥 ∈ R𝑚 справедлива
рiвнiсть

𝐷𝛼𝜙ℎ,2(𝑥)− 𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2(𝑥) =
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

ˆ

𝐵ℎ

(−Δ𝜙ℎ,2(𝑥+ 𝑦))(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦.
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Як згортка функцiй Δ𝜙ℎ,2 ∈ 𝐸 i 𝐹ℎ(|𝑦|)−𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|) ∈ 𝐸1 функцiя 𝐷𝛼𝜙ℎ,2−𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2
неперервна в будь-якiй точцi 𝑥 ∈ R𝑚. Функцiя 𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2(𝑥) також буде неперервною
в кожнiй точцi 𝑥 ∈ R𝑚. Значить, неперервною буде i 𝐷𝛼𝜙ℎ,2(𝑥).

Враховуючи неперервнiсть функцiї 𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2 i означення функцiї 𝜓ℎ,
отримаємо

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2‖∞ > |𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)− 𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2(0)| =

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ˆ
𝐵ℎ

𝜓ℎ(|𝑦|)(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1 .

Звiдси i iз (15)отримаємо

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2‖∞ = |𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)− 𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2(0)| =

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)‖𝐸1 . (16)

Вiдзначимо, що при виконаннi умови (5) ‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2−𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2‖∞ → 0, ℎ→ 0. Зiстав-
ляючи (14) i (16), бачимо, що справедлива

Лема 2. Нехай виконуються умови леми 1. Тодi при виконаннi умов (8)–
(10) для довiльного ℎ > 0 i для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ

∞,𝐸

‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼ℎ 𝑓‖∞ 6 ‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2‖∞‖Δ𝑓‖𝐸 . (17)

Нерiвнiсть (17) перетворюється на рiвнiсть для 𝑓(𝑡) = 𝜙ℎ,2(𝑡).

Iз лем 1 i 2 випливає

Лема 3. Нехай виконуються умови леми 1 i для 𝑁 > 0

ℎ𝑁 =

(︂
‖𝑈𝛼1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞𝑁

)︂ 1
𝛼

.

Тодi при виконаннi умов (8)–(10) ‖𝑈𝛼ℎ𝑁
‖ = 𝑁 i

𝐸𝑁 (𝐷𝛼,𝑊Δ
∞,𝐸) 6 sup

𝑓∈𝑊Δ
∞,𝐸

‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼ℎ𝑁
𝑓‖∞ = ‖𝐷𝛼𝜙ℎ𝑁 ,2 − 𝑈𝛼ℎ𝑁

𝜙ℎ𝑁 ,2‖∞.

3. Нерiвностi Колмогорова: оцiнка рiвномiрної норми похiдної Рiс-
са. Припустимо, що виконуються умови (8)–(10). Iз лем 1 i 2 для 𝑓 ∈ 𝐿Δ

∞,𝐸 при
умовах (4) i (5) випливає, що для будь-якого ℎ > 0

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ 6 ‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼ℎ 𝑓‖∞ + ‖𝑈𝛼ℎ 𝑓‖∞ 6

6 ‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2‖∞‖Δ𝑓‖𝐸 +
‖𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2‖∞
‖𝜙ℎ,2‖∞

‖𝑓‖∞. (18)

Покажемо, що нерiвнiсть (18) перетворюється на рiвнiсть для
функцiї 𝜙ℎ,2(𝑦). Оскiльки функцiя 𝐷𝛼𝜙ℎ,2(𝑦) неперервна в точцi 0, маємо:

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2‖∞ > |𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)| = |𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)− 𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2(0) + 𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2(0)|.



Оцiнки норм похiдних за Рiссом функцiй багатьох змiнних 53

Оскiльки 𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)− 𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2(0) i 𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2(0) одного знаку, можемо написати, ви-
користовуючи (16):

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2‖∞ ≥ |𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)− 𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2(0)|+ |𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2(0)| =

= ‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2‖∞ + ℎ−𝛼
‖𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2‖∞
‖𝜙ℎ,2‖∞

‖𝜙ℎ,2‖∞.

Отже, нерiвнiсть (18) точна, i нами доведена

Теорема 1. Нехай 0 < 𝛼 < 2, 𝐸 – iдеальна напiвiнварiантна вiдносно зсуву
решiтка на R𝑚, що задовольняє умови (4) i (5), 𝐸1 – асоцiйований пiдпростiр
до 𝐸. Тодi, якщо виконуються умови (8)–(10), то для довiльної 𝑓 ∈ 𝐿Δ

∞,𝐸 i ℎ > 0

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ 6 ℎ−𝛼
‖𝑈𝛼1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞

· ‖𝑓‖∞ + ‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2 − 𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,2‖∞ · ‖Δ𝑓‖𝐸 . (19)

Нерiвнiсть (19) є точною i перетворюється на рiвнiсть для функцiї 𝜙ℎ,2(𝑦).

Припустимо тепер, що умови (8)–(10) не виконуються. В цьому випадку оцiн-
ку для ‖𝐷𝛼𝑓‖∞ запишемо у виглядi (див. (14) i (2.6) iз [22]):

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ 6 ‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼ℎ 𝑓‖∞ + ‖𝑈𝛼ℎ 𝑓‖∞ 6

6
2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1‖Δ𝑓‖𝐸 +

4𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)
ℎ−𝛼(1/𝛼+ 𝑐1)‖𝑓‖∞ =

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)
(2ℎ−𝛼𝜎𝑚−1(1/𝛼+ 𝑐1)‖𝑓‖∞ + ‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1‖Δ𝑓‖𝐸).

Для кожного 𝜀 > 0 iснує функцiя 𝜓ℎ,𝜀 ∈ 𝐸, ‖𝜓ℎ,𝜀‖𝐸 6 1, така що
ˆ

𝐵ℎ

(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|))𝜓ℎ,𝜀(𝑦) 𝑑𝑦 > ‖𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)‖𝐸1 − 𝜀.

i
𝜓ℎ,𝜀(𝑦) = ̃︀𝜓ℎ,𝜀(|𝑦|), 𝑦 ∈ R𝑚,

де ̃︀𝜓ℎ,𝜀(𝜌) в середньому дорiвнює нулю i supp ̃︀𝜓ℎ,𝜀(·) = [0,ℎ].
Далi ми означимо ̃︀𝜙ℎ,2(𝜌) формулою (9) з функцiєю ̃︀𝜓ℎ,𝜀 замiсть ̃︀𝜓ℎ i покла-

демо:
𝜙ℎ,𝜀,2(𝑦) = ̃︀𝜙ℎ,𝜀,2(|𝑦|), 𝑦 ∈ R𝑚.

Зрозумiло, що 𝜙ℎ,𝜀,2 ∈𝑊Δ
∞,𝐸(R𝑚),

max
𝑦∈R𝑚

𝜙ℎ,𝜀,2(𝑦) = − min
𝑦∈R𝑚

𝜙ℎ,𝜀,2(𝑦)

i ˆ

R𝑚

(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|))Δ𝜙ℎ,𝜀,2(𝑦) 𝑑𝑦 =
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=

ˆ

𝐵ℎ

(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|))𝜓ℎ,𝜀(𝑦) 𝑑𝑦 > ‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1 − 𝜀.

Мiркуючи, як i в попередньому випадку, в силу неперервностi функцiї𝐷𝛼𝜙ℎ,𝜀,2(𝑦)
в точцi 0 маємо:

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,𝜀,2‖∞ > |𝐷𝛼𝜙ℎ,𝜀,2(0)| = |𝐷𝛼𝜙ℎ,𝜀,2(0)− 𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,𝜀,2(0) + 𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,𝜀,2(0)|.

= |𝐷𝛼𝜙ℎ,𝜀,2(0)− 𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,𝜀,2(0)|+ |𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,𝜀,2(0)| =

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ˆ
𝐵ℎ

𝜓ℎ,𝜀(𝑦)(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+ |𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,𝜀,2(0)| >

>
2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1 − 𝜀+ ‖𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,𝜀,2‖∞ =

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1 − 𝜀+

4𝜎𝑚−1ℎ
−𝛼

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
1

𝛼
+ 𝑐1

)︂
‖𝜙ℎ,𝜀,2‖∞.

Рiвнiсть
‖𝑈𝛼ℎ 𝜙ℎ,𝜀,2‖∞
‖𝜙ℎ,𝜀,2‖∞

=
4𝜎𝑚−1ℎ

−𝛼

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
1

𝛼
+ 𝑐1

)︂
встановлюється аналогiчно до вiдповiдної рiвностi в лемi 1. Отже, можемо сфор-
мулювати теорему

Теорема 2. Нехай 0 < 𝛼 < 2, 𝐸 – iдеальна напiвiнварiантна вiдносно зсуву
решiтка на R𝑚, що задовольняє умови (4) i (5), 𝐸1 – асоцiйований пiдпростiр
до 𝐸. Тодi для довiльних 𝑓 ∈ 𝐿Δ

∞,𝐸 i ℎ > 0 виконується точна нерiвнiсть

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ 6
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
2𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
1

𝛼
+ 𝑐1

)︂
ℎ−𝛼 · ‖𝑓‖∞+

+‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1 · ‖Δ𝑓‖𝐸) . (20)

Вiдзначимо, що у випадку 𝐸 = 𝐿𝑠(R𝑚),
𝑚

2
< 𝑠 < ∞, результати теорем 1 i 2

отриманi в [22].
4. Найкраще наближення оператора 𝐷𝛼 обмеженими операторами.

Нехай виконуються умови (8) – (10). Покладемо ℎ𝑁 =

(︂
4𝜎𝑚−1( 1

𝛼+𝑐1)
𝑑𝑚,2(𝛼)𝑁

)︂1/𝛼

=(︁
‖𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞𝑁

)︁ 1
𝛼

для 𝑁 > 0. Iз леми 3 випливає, що

𝐸𝑁 (𝐷𝛼,𝑊Δ
∞,𝐸) 6

2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1 = ‖𝐷𝛼𝜙ℎ𝑁 ,2 − 𝑈𝛼1 𝜙ℎ𝑁 ,2‖∞,

а iз точностi нерiвностi (19) випливає, що для оператора 𝐷𝛼 виконується умова
(7.1.12) теореми 7.1.1 iз [5] з оператором 𝑇 = 𝑈𝛼ℎ𝑁

i функцiєю 𝑓(𝑡) = 𝜙ℎ𝑁 ,2. Отже
справедлива
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Теорема 3. Нехай 0 < 𝛼 < 2, 𝑁 > 0, 𝐸 – iдеальна напiвiнварiантна вiд-
носно зсуву решiтка на R𝑚, що задовольняє умови (4) i (5), 𝐸1 – асоцiйований
пiдпростiр до 𝐸. Тодi при виконаннi умов (8) – (10) справджується рiвнiсть:

𝐸𝑁 (𝐷𝛼,𝑊Δ
∞,𝐸) =

2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐸1 = ‖𝐷𝛼𝜙ℎ𝑁 ,2 − 𝑈𝛼1 𝜙ℎ𝑁 ,2‖∞.

При цьому оператор 𝑈𝛼ℎ з ℎ = ℎ𝑁 є екстремальним оператором.

5. Нерiвностi Колмогорова: оцiнка норми похiдної Рiсса в iдеальнiй
структурi. В цьому роздiлi ми узагальнимо результат теореми 1 iз [21].

Для ℎ > 0 i функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ
𝐸,𝐸 розглянемо оператор (11). Застосовуючи уза-

гальнену нерiвнiсть Мiнковського, маємо:

‖𝑈𝛼ℎ ‖𝐸 =
1

𝑑𝑚,2(𝛼)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ˆ
R𝑚 𝐵ℎ

2𝑓(·)− 𝑓(·+ 𝑡)− 𝑓(· − 𝑡)

|𝑡|𝑚+𝛼
𝑑𝑡+ 2𝑐ℎ𝜎𝑚−1(𝑓(·)− ̃︀𝑓(·,ℎ))

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐸

6

6
1

𝑑𝑚,2(𝛼)
· 4‖𝑓‖𝐸

⎧⎨⎩
ˆ

R𝑚 𝐵ℎ

𝑑𝑡

|𝑡|𝑚+𝛼
+ 𝑐ℎ𝜎𝑚−1

⎫⎬⎭ =
4‖𝑓‖𝐸𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
ℎ−𝛼

𝛼
+ 𝑐ℎ

)︂
.

Тепер для функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ
𝐸,𝐸 отримаємо оцiнку ввеличини ‖𝐷𝛼𝑓(·) − 𝑈𝛼ℎ 𝑓(·)‖𝐸 .

По-перше покажемо, що для 𝑓 ∈ 𝐿Δ
𝐸,𝐸 має мiсце зображення

𝐷𝛼𝑓(𝑥)− 𝑈𝛼ℎ 𝑓(𝑥) =
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

ˆ

𝐵ℎ

(−Δ𝑓(𝑥+ 𝑦))(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦. (21)

Дiйсно, оскiльки Δ𝑓 ∈ 𝐸, то використовуючи нерiвнiсть Гельдера, з урахуванням
умови (4), вiдзначимо, що⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ˆ
𝐵ℎ

(−Δ𝑓)(𝑥+ 𝑦)(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 ‖Δ𝑓‖𝐸‖𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)‖𝐸1 . (22)

Як в [21], встановлюємо, що для довiльної фiнiтної нескiнченно диференцiйовної
функцiї 𝜙 i для 𝑓 ∈ 𝐿Δ

𝐸,𝐸 має мiсце зображення
ˆ

R𝑚

𝜙(𝑥)(𝐷𝛼𝑓(𝑥)− 𝑈𝛼ℎ 𝑓(𝑥)) 𝑑𝑥 =

=
1

𝑑𝑚,2(𝛼)

ˆ

R𝑚

𝜙(𝑥)

ˆ

𝐵ℎ

(−Δ𝑓(𝑥+ 𝑦))(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦 𝑑𝑥,

звiдки з урахуванням (22), маємо (21).
Використовуючи (21) i узагальнену нерiвнiсть Мiнковського, одержимо оцiн-

ку:

‖𝐷𝛼𝑓(·)− 𝑈𝛼ℎ 𝑓(·)‖𝐸 6
2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖Δ𝑓‖𝐸

ˆ

𝐵ℎ

|𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)| 𝑑𝑦.
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Тепер для ‖𝐷𝛼𝑓‖𝐸 можемо написати

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐸 6 ‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼ℎ 𝑓‖𝐸 + ‖𝑈𝛼ℎ 𝑓‖𝐸 6

6
2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖Δ𝑓‖𝐸‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐿1

+
4‖𝑓‖𝐸𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
ℎ−𝛼

2
+ 𝑐ℎ

)︂
=

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
2𝜎𝑚−1

(︂
1

𝛼
+ 𝑐1

)︂
ℎ−𝛼 · ‖𝑓‖𝐸 + ‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐿1

· ‖Δ𝑓‖𝐸
)︂
.

Таким чином, нами доведена

Теорема 4. Нехай 0 < 𝛼 < 2, 𝐸 – iдеальна напiвiнварiантна вiдносно зсуву
решiтка на R𝑚, що задовольняє умови (4) i (5), 𝐸1 – асоцiйований пiдпростiр
до 𝐸. Тодi для довiльних 𝑓 ∈ 𝐿Δ

𝐸,𝐸 i ℎ > 0 виконується нерiвнiсть

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐸 6
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
2𝜎𝑚−1

(︂
1

𝛼
+ 𝑐1

)︂
ℎ−𝛼 · ‖𝑓‖𝐸+

+‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐿1 · ‖Δ𝑓‖𝐸) .

Iз теореми 4 одразу випливає

Наслiдок 1. Нехай 𝑚/2 < 𝑠 < ∞ i 0 < 𝛼 < 2 −𝑚/𝑠 або 𝑠 = ∞ i 0 < 𝛼 < 2.
Тодi для довiльних функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ

𝑠,𝑠 i ℎ > 0 виконується нерiвнiсть

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐿𝑠
6

2

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
2𝜎𝑚−1

(︂
1

𝛼
+ 𝑐1

)︂
ℎ−𝛼 · ‖𝑓‖𝐿𝑠

+

+‖𝐹ℎ(| · |)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(| · |)‖𝐿1
· ‖Δ𝑓‖𝐿𝑠

) . (23)

При 𝑠 = ∞ нерiвнiсть є точною.

Вiдзначимо, що нерiвнiсть (23) можна переписати у виглядi

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐿𝑠
6

‖𝑈𝛼1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞

ℎ−𝛼‖𝑓‖𝐿𝑠
+ ‖𝐷𝛼𝜙1,2 − 𝑐1𝑈

𝛼
1 𝜙1,2‖∞ℎ2−𝛼‖Δ𝑓‖𝐿𝑠

. (24)

Пiсля мiнiмiзацiї по ℎ остання нерiвнiсть набуває вигляду

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐿𝑠
6

‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖1−𝛼/2∞

‖Δ𝑓‖
𝛼
2

𝐿𝑠
‖𝑓‖1−

𝛼
2

𝐿𝑠
. (25)

В (24) i (25) функцiя 𝜙1,2 означена в такий спосiб (див. [21]). Нехай для 𝜌 > 0 i
𝛿 = 𝑚

√
2

𝜓(𝜌) =

⎧⎨⎩
1

2𝑚 (𝜌2 − 1/𝛿2 − 𝜎𝐺1(1/𝛿) + 1/2), 0 6 𝜌 6 1/𝛿
1

2𝑚 (−𝜌2 − 2𝜎𝑚−1𝐺1(𝜌) + 1/𝛿2 + 𝜎𝑚−1𝐺1(1/𝛿) + 1/2), 1/𝛿 < 𝜌 6 1
𝜓(1), 𝜌 > 1.

Для ℎ > 0 i 𝑥 ∈ R𝑚 покладемо

𝜙ℎ,2(𝑥) = ℎ−2𝜓(ℎ|𝑥|).

Отже, маємо
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Наслiдок 2. Нехай 𝑚/2 < 𝑠 < ∞ i 0 < 𝛼 < 2 −𝑚/𝑠 або 𝑠 = ∞ i 0 < 𝛼 < 2.
Тодi для довiльних функцiї 𝑓 ∈ 𝐿Δ

𝑠,𝑠 i ℎ > 0 виконується нерiвнiсть

‖𝐷𝛼𝑓‖𝑠 6 ‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖1−𝛼/2∞

‖Δ𝑓‖
𝛼
2

𝐿𝑠
‖𝑓‖1−

𝛼
2

𝐿𝑠
.

При 𝑠 = ∞ нерiвнiсть є точною.

Вiдзначимо, що у випадку 𝑠 = ∞ результати наслiдкiв 1 i 2 отриманi в [21].
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Парфинович Н. В.
Оценки норм производных по Риссу функций многих переменных

Резюме

Пусть Δ = 𝜕2

𝜕𝑥1
+ ... + 𝜕2

𝜕𝑥𝑚
– оператор Лапласа. Обозначим через 𝐿𝑠(R𝑚) (1 6 𝑠 6 ∞)

пространства измеримых функций 𝑓 : R𝑚 → R с конечной нормой ‖𝑓‖𝑠. Пусть 𝐹 i 𝐸 –
идеальные решетки на R𝑚 с конечными нормами ‖·‖𝐹 , ‖·‖𝐸 . Через 𝐿Δ

𝐹,𝐸(R𝑚) обозначим
пространство функций 𝑓 ∈ 𝐹 таких, что Δ𝑓 ∈ 𝐸. Если 𝐹 = 𝐿𝑠(R𝑚) (1 6 𝑠 6 ∞),
то будем использовать обозначения 𝐿Δ

𝑠,𝐸 , или 𝐿Δ
𝑠,𝑠 если, кроме этого, 𝐸 = 𝐿𝑠(R𝑚). В

работе получены новые неравенства типа Колмогорова для норм производных по Риссу
𝐷𝛼𝑓 функций 𝑓 ∈ 𝐿Δ

∞,𝐸(R𝑚). В качестве следствия получены такие неравенства для
функций 𝑓 ∈ 𝐿Δ

𝑠,𝑠(R𝑚). Решена задача о приближении неограниченного оператора 𝐷𝛼

ограниченными на классе функций 𝑓 таких, что ‖Δ𝑓‖𝐸 6 1.
Ключевые слова: дробная производная, неравенства для производных, приближения
неограниченных операторов ограниченными, идеальные решетки .

Parfinovych N. V.
Estimates of the norms of Riesz derivatives of multivariate functions

Summary

Let Δ = 𝜕2

𝜕𝑥1
+ ... + 𝜕2

𝜕𝑥𝑚
be the Laplace operator. We denote by 𝐿𝑠(R𝑚) (1 6 𝑠 6 ∞) the

spaces of measurable functions 𝑓 : R𝑚 → R with a finite norm ‖𝑓‖𝑠. Let 𝐹 and 𝐸 be ideal

lattices on R𝑚 with finite norms ‖ · ‖𝐹 and ‖ · ‖𝐸 . By 𝐿Δ
𝐹,𝐸(R𝑚) we denote the space of

functions 𝑓 ∈ 𝐹 such that Δ𝑓 ∈ 𝐸. If 𝐹 = 𝐿𝑠(R𝑚) (1 6 𝑠 6 ∞), then we use the notation

𝐿Δ
𝑠,𝐸 , or 𝐿Δ

𝑠,𝑠 if, in addition, 𝐸 = 𝐿𝑠(R𝑚). We obtain new Kolmogorov-type inequalities for

the norms of the Riesz derivatives 𝐷𝛼𝑓 of functions 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,𝐸(R𝑚). As a corollary, we obtain

inequalities for the functions 𝑓 ∈ 𝐿Δ
𝑠,𝑠(R𝑚). The problem on approximation an unbounded

operator 𝐷𝛼 by bounded ones on a class of functions 𝑓 such that ‖Δ𝑓‖𝐸 6 1 is solved.

Key words: fractional derivative, inequalities for derivatives, approximation of unbounded

operator by bounded, ideal latties.
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