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ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧI НЕЙМАНА ДЛЯ
НЕСКIНЧЕННОЇ ЗГОРТКОВОЇ СИСТЕМИ ЕЛIПТИЧНИХ
РIВНЯНЬ МЕТОДОМ ГРАНИЧНИХ ЕЛЕМЕНТIВ

У тривимiрних областях з лiпшицевою межею розглянуто крайову задачу Неймана
для нескiнченної згорткової системи елiптичних рiвнянь, яка виникає в результатi за-
стосування перетворення Лагера за часовою змiнною до початково-крайових задач для
еволюцiйних рiвнянь. За допомогою q-згортки послiдовностей побудовано iнтегральне
подання узагальненого розв’язку задачi i отримано еквiвалентну систему граничних iн-
тегральних рiвнянь. Доведено iснування i єдинiсть чисельного розв’язку, який шукають
методом граничних елементiв, а також дослiджено його апрiорну похибку. Наведено ре-
зультати, обчисленi при розв’язуваннi модельних задач.
MSC: 35J25, 31B10, 65N38.
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Вступ. Крайовi задачi для нескiнченних трикутних систем, якi складаю-
ться з елiптичних рiвнянь, виникають у рiзних пiдходах щодо врахування зале-
жностi вiд часової змiнної в еволюцiйних задачах, зокрема, при застосуваннi до
таких задач iнтегрального перетворення Лаґера за часом [1,2,5]. У працi [11] по-
дано огляд робiт, у яких використовувалося таке перетворення при розв’язуван-
нi початково-крайових задач для однорiдних еволюцiйних рiвнянь, насамперед
хвильового, теплопровiдностi та телеграфного. Трикутна структура отриманих
систем дає змогу побудувати iнтегральне подання їхнiх узагальнених розв’язкiв.
Обґрунтуванню такого подання, а також дослiдженню граничних iнтегральних
рiвнянь (ГIР), якi є еквiвалентними вихiдним крайовим задачам, присвячено пра-
цi [4, 11,12].

Метою даної роботи є чисельне розв’язування задачi Неймана для дослiджу-
ваної системи. В першому роздiлi розглянуто формулювання крайової задачi,
дано означення узагальненого розв’язку i отримано еквiвалентну систему ГIР.
Для цього використано iнтегральне подання розв’язку у виглядi аналога потен-
цiалу подвiйного шару, з яким мають справу в елiптичних рiвняннях. У другому
роздiлi система ГIР перетворена до вигляду, який дає змогу ефективно засто-
сувати до неї схему методу Бубнова-Гальоркiна i обґрунтувати збiжнiсть набли-
женого розв’язку, а також розробити чисельну реалiзацiю вiдповiдно до методу
граничних елементiв (МГЕ) i дослiдити похибку апроксимацiї шуканого розв’яз-
ку. Третiй роздiл присвячений апробацiї розробленого методу на серiї модельних
задач. В заключнiй секцiї зроблено висновки стосовно запропонованого методу
чисельного розв’язування задачi Неймана для нескiнченних систем елiптичних
рiвнянь, якi мають згорткову структуру.
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Основнi результати
1. Узагальнений розв’язок крайової задачi. Нехай Ω ⊂ R3 – обмежена

однозв’язна область з лiпшицевою межею Γ. Розглянемо в Ω нескiнченну систему
елiптичних рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐0𝑢0 −Δ𝑢0 = 0,
𝑐1𝑢0 + 𝑐0𝑢1 −Δ𝑢1 = 0,
𝑐2𝑢0 + 𝑐1𝑢1 + 𝑐0𝑢2 −Δ𝑢2 = 0,
. . . . . . . . . . .

𝑐𝑘𝑢0 + 𝑐𝑘−1𝑢1 + ...+ 𝑐0𝑢𝑘 −Δ𝑢𝑘 = 0,
. . . . . . . . . . . . .

(1)

де 𝑢0, 𝑢1, ..., 𝑢𝑘, ... – невiдомi функцiї, 𝑐0, 𝑐1, ..., 𝑐𝑘, ... – заданi сталi, 𝑐0 > 0,

Δ =
3∑︀
𝑖=1

𝜕2/𝜕𝑥2𝑖 – оператор Лапласа. Будемо шукати розв’язок цiєї системи, який

задовольняє на поверхнi Γ крайову умову

𝜕𝜈𝑢𝑘|Γ = 𝑔𝑘, 𝑘 ∈ N0 := N ∪ {0}, (2)

де 𝑔𝑘 (𝑘 ∈ N0) – заданi на Γ функцiї, 𝜕𝜈 – оператор похiдної за вектором нор-
малi 𝜈(𝑥) у точках 𝑥 ∈ Γ, яка є зовнiшньою вiдносно Ω. Надалi задачу (1), (2)
називатимемо задачею Неймана.

Нехай 𝑋 – довiльний лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел, Z – множина
цiлих чисел. Позначимо 𝑋∞ лiнiйний простiр вiдображень u : Z→ 𝑋, для яких
𝑢(𝑘) = 0 при 𝑘 < 0. Для довiльного елемента u ∈ 𝑋∞ маємо 𝑢𝑘 ≡ (u)𝑘 := u(𝑘), 𝑘 ∈
Z, i писатимемо u := (𝑢0, 𝑢1,...,𝑢𝑘,...)

⊤. Елементи простору 𝑋∞ називатимемо
послiдовностями.

Нехай ̃︀E(𝑥) =
(︀ ̃︀𝐸0(𝑥), ̃︀𝐸1(𝑥), ...

)︀⊤
, 𝑥 ∈ R3 ∖{0}, – фундаментальний розв’язок

системи (1). Зазначимо, що

̃︀𝐸0(𝑥) =
𝑒−

√
𝑐0|𝑥|

4𝜋 |𝑥|
,

а вигляд iнших компонентiв див., наприклад, [12]. Розглянемо в областi Ω послi-
довнiсть W𝜉(𝑥) =

(︀
𝑊0𝜉(𝑥), 𝑊1𝜉(𝑥), ...

)︀⊤, компонентами якої є функцiї

𝑊𝑗𝜉(𝑥) :=
(︀
𝑊𝑗𝜉

)︀
(𝑥) =

ˆ

Γ

𝜉(𝑦) 𝜕𝜈(𝑦)𝐸𝑗(𝑥− 𝑦)𝑑Γ𝑦, 𝑗 ∈ N0, 𝑥 ∈ Ω, (3)

де 𝜉 – iнтегровна з квадратом на Γ функцiя, а послiдовнiсть E(𝑥) =
(︀
𝐸0(𝑥), 𝐸1(𝑥), ...

)︀⊤
отримана з фундаментального розв’язку за формулою

𝐸𝑖(𝑥) := ̃︀𝐸𝑖(𝑥)− ̃︀𝐸𝑖−1(𝑥), 𝑖 ∈ N, 𝐸0(𝑥) = ̃︀𝐸0(𝑥), 𝑥 ∈ R3. (4)

Побудуємо послiдовнiсть u(𝑥) =
(︀
𝑢0(𝑥), 𝑢1(𝑥), ...

)︀⊤, де

𝑢𝑘(𝑥) =

𝑘∑︁
𝑗=0

𝑊𝑗𝜆𝑘−𝑗(𝑥), 𝑘 ∈ N0, 𝑥 ∈ Ω, (5)
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а 𝜆 = (𝜆0, 𝜆1, ...)
⊤ – довiльна послiдовнiсть iнтегровних з квадратом на Γ фун-

кцiй. Вiдомо [12], що побудована послiдовнiсть є розв’язком системи (1) в областi
Ω. Щоб u була розв’язком задачi Неймана, достатньо знайти таку послiдовнiсть
𝜆, щоб u задовольняла i крайову умову (2).

Позначимо через 𝐿2(Ω) i 𝐻1(Ω) простори, вiдповiдно, Лебега i Соболєва фун-
кцiй, якi набувають дiйсних значень, а також 𝐻1/2(Γ) – простiр слiдiв елементiв
𝐻1(Ω) та задамо в них звичайнi скалярнi добутки i породженi ними норми. У про-
сторi 𝐻1(Ω) розглядатимемо пiдпростiр 𝐻1(Ω,Δ) :=

{︀
𝑣 ∈ 𝐻1(Ω) |Δ𝑣 ∈ 𝐿2(Ω)

}︀
з

нормою графiку

‖𝑣‖𝐻1(Ω,Δ) :=
(︁
‖𝑣‖2𝐻1(Ω) + ‖Δ𝑣‖2𝐿2(Ω)

)︁1/2
.

Як вiдомо [6], в 𝐻1(Ω,Δ) можна визначити лiнiйний неперервний оператор 𝛾1 :
𝐻1(Ω,Δ) → 𝐻−1/2(Γ), який на елементах 𝑢 ∈ 𝐻2(Ω) ⊂ 𝐻1(Ω,Δ) спiвпадає з 𝜕𝜈 ,
за що його також називають нормальною похiдною. Тут 𝐻−1/2(Γ) :=

(︀
𝐻1/2(Γ)

)︀′.
Далi ⟨·, ·⟩Γ означатиме вiдношення двоїстостi для просторiв 𝐻−1/2(Γ) i 𝐻1/2(Γ),
𝛾1u :=

(︀
𝛾1𝑢0, 𝛾1𝑢1, ...

)︀⊤.
Нехай 𝑋 – гiльбертiв простiр зi скалярним добутком (·, ·)𝑋 i породженою ним

нормою || · ||𝑋 . Позначимо

𝑙2(𝑋) :=
{︀
v ∈ 𝑋∞ |

∞∑︁
𝑗=0

‖𝑣𝑗‖2𝑋 < +∞
}︀

гiльбертiв простiр зi скалярним добутком (v,w) :=
∞∑︀
𝑗=0

(𝑣𝑗 , 𝑤𝑗)𝑋 , v,w ∈ 𝑙2(𝑋), i

нормою ||v||𝑙2(𝑋) :=

(︂ ∞∑︀
𝑗=0

‖𝑣𝑗‖2𝑋
)︂1/2

, v ∈ 𝑙2(𝑋).

Означення 1. Нехай g ∈ 𝑙2(𝐻−1/2(Γ)). Послiдовнiсть u ∈ 𝑙2(𝐻1(Ω,Δ)) на-
зивається узагальненим розв’язком задачi Неймана, якщо вона задовольняє си-
стему (1) в сенсi розподiлiв i крайову умову

𝛾1u = g в 𝑙2(𝐻−1/2(Γ)). (6)

Розглянемо послiдовнiсть W :=
(︀
𝑊0, 𝑊1, ... 𝑊𝑘, ...

)︀⊤, яка складається з
операторiв 𝑊𝑘 : 𝐻1/2(Γ) → 𝐻1(Ω,Δ), 𝑘 ∈ N0, що дiють за правилом (3), а також
послiдовнiсть D :=

(︀
𝐷0, 𝐷1, ... 𝐷𝑘, ...

)︀⊤ операторiв 𝐷𝑘 : 𝐻1/2(Γ) → 𝐻−1/2(Γ)
таких, що 𝐷𝑘 := 𝛾1 ∘𝑊𝑘, 𝑘 ∈ N0. Тодi, пiдставляючи (5) у крайову умову (6),
отримаємо нескiнченну трикутну систему ГIР⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐷0𝜆0 = 𝑔0,
𝐷1𝜆0 +𝐷0𝜆1 = 𝑔1,
𝐷2𝜆0 +𝐷1𝜆1 +𝐷0𝜆2 = 𝑔2,
. . . . . . . . . . .

𝐷𝑘𝜆0 +𝐷𝑘−1𝜆1 + ...+𝐷0𝜆𝑘 = 𝑔𝑘,
. . . . . . . . . . . . .

(7)
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де кожну рiвнiсть трактуємо в сенсi простору 𝐻−1/2(Γ).
З метою компактного запису наведених вище виразiв будемо використовувати

поняття 𝑞-згортки послiдовностей.

Означення 2 ( [11]). Нехай 𝑋, 𝑌 i 𝑍 – довiльнi множини i 𝑞 : 𝑋×𝑌 → 𝑍 –
деяке вiдображення. 𝑞-згорткою послiдовностей u ∈ 𝑋∞ i v ∈ 𝑌∞ називається
послiдовнiсть w ∈ 𝑍∞, компоненти якої визначенi за правилом

𝑤𝑖 :=

𝑖∑︁
𝑗=0

𝑞 (𝑢𝑖−𝑗 ,𝑣𝑗) , 𝑖 ∈ N0; (8)

𝑞-згортку u i v коротко записують w = u ∘
𝑞
v.

Нехай 𝑋 = ℒ(𝑌,𝑍) – простiр лiнiйних операторiв, якi дiють з простору 𝑌 у
простiр 𝑍, i 𝑞(𝐴,𝑣) := 𝐴𝑣, 𝐴 ∈ ℒ(𝑌,𝑍), 𝑣 ∈ 𝑌 . Тодi для компонентiв q-згортки
довiльних послiдовностей A ∈

(︀
ℒ(𝑌,𝑍)

)︀∞ i v ∈ 𝑌∞ матимемо формулу

𝑤𝑗 =

𝑗∑︁
𝑖=0

𝐴𝑗−𝑖𝑣𝑖, 𝑗 ∈ N0, (9)

i писатимемо w := A ∘
𝑍
v.

З використанням поняття q-згортки послiдовнiсть, задану формулою (5), мо-
жна подати у виглядi

u(𝑥) = W ∘
𝐻1(Ω)

𝜆(𝑥), 𝑥 ∈ Ω. (10)

За аналогiєю з теорiєю елiптичних рiвнянь, q-згортку (10) називатимемо потен-
цiалом подвiйного шару для системи (1).

Мiркуючи аналогiчно, систему ГIР (7) можна записати так

D ∘
𝐻−1/2(Γ)

𝜆 = g в 𝑙2(𝐻−1/2(Γ)). (11)

Про системи виду (11), якi можна подати за допомогою q-згортки, будемо гово-
рити, що вони мають згорткову структуру i називатимемо їх згортковими. Легко
бачити, що система елiптичних рiвнянь (1) також є згортковою, оскiльки в нiй
вирази лiвої частини (що не вiдносяться до оператора Лапласа) є компонентами
q-згортки послiдовностей c i u.

В працi [11] доведено еквiвалентнiсть задачi Неймана i системи ГIР (11).

Теорема 1 ( [11]). Для довiльної послiдовностi g ∈ 𝑙2(𝐻−1/2(Γ)) iснує єдиний
узагальнений розв’язок задачi Неймана u ∈ 𝑙2(𝐻1(Ω,Δ)). Його можна подати
за допомогою потенцiалу подвiйного шару (10), густина якого 𝜆 ∈ 𝑙2(𝐻1/2(Γ)) є
розв’язком системи ГIР (11).

Зауваження 1. Запропонований пiдхiд до розв’язування задачi Неймана вiд-
носиться до так званих непрямих [10] методiв граничних iнтегральних рiв-
нянь. В [11] отримано також i iншi форми подання розв’язку системи (1),
зокрема, аналог формули Грiна, яку використовують при розв’язуваннi крайо-
вих задач для елiптичних рiвнянь. Крiм того, для побудови розв’язку задачi в
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областях з певним типом симетрiї замiсть фундаментального розв’язку си-
стеми (1) можна використати вiдповiднi функцiї Грiна. Такий пiдхiд розгляну-
то в [3], вiн дає змогу ефективно розв’язувати задачi у випадках, коли гранична
поверхня має необмеженi фрагменти.

2. Виведення основних спiввiдношень МГЕ. Трикутний вигляд системи
ГIР (11) є наслiдком згорткової структури системи (1) i використання q-згортки
у визначеннi потенцiалу подвiйного шару. Тепер скористаємося цiєю властивi-
стю для побудови покрокового процесу чисельного розв’язування системи (11).
Її можна подати у виглядi послiдовностi рiвнянь

𝐷0𝜆𝑘 = 𝑔𝑘 в 𝐻−1/2(Γ), 𝑘 ∈ N0, (12)

де

𝑔0 := 𝑔0; 𝑔𝑘 := 𝑔𝑘 −
𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝐷𝑘−𝑖𝜆𝑖, 𝑘 ∈ N. (13)

Як бачимо, систему звели до послiдовностi рiвнянь, що мають вигляд

𝐷0𝜂 = 𝑓 в 𝐻−1/2(Γ). (14)

Вони володiють двома важливими для чисельного розв’язування властивостями.
По-перше, при усiх значеннях iндексу 𝑘 ∈ N лiва частина iнтегрального рiвняння
(12) задана тим самим граничним оператором 𝐷0, а права залежить вiд даних
з крайової умови, а також вiд розв’язкiв рiвнянь з попереднiми номерами 𝑖 =
0, 𝑘 − 1. Врахування цих обставин пiд час реалiзацiї методу дає змогу побудувати
ефективнi алгоритми для чисельного розв’язування як отриманої послiдовностi
ГIР (12), так i обчислення розв’язкiв крайової задачi.

Другою властивiстю отриманих систем є те, що граничнi iнтегральнi опера-
тори у лiвiй частинi рiвнянь вiдповiдають елiптичному операторовi 𝑐0𝐼 − Δ, де
𝐼 – тотожнiй оператор, i є добре дослiдженими в теоретичному планi. У нашо-
му випадку це дає змогу не лише обґрунтувати iснування та єдинiсть розв’яз-
кiв отриманої послiдовностi ГIР, а й отримати вiдповiднi чисельнi розв’язки за
допомогою МГЕ, який тут розглядаємо як представник сiм’ї методiв Бубнова-
Гальоркiна [9]. Велика кiлькiсть публiкацiй (див., наприклад, огляд лiтератури
в [10, 13]) пiдтверджує ефективнiсть та унiверсальнiсть цього методу стосовно
чисельного розв’язування крайових задач для рiзних видiв елiптичних рiвнянь.

Дослiдження розв’язкiв ГIР (14) та апроксимацiї за схемою Бубнова-Гальор-
кiна спирається на елiптичнiсть та обмеженiсть граничного оператора 𝐷0:

⟨𝐷0𝜂, 𝜂⟩Γ > 𝑐1||𝜂||2𝐻1/2(Γ)), ||𝐷0𝜂||𝐻−1/2(Γ)) 6 𝑐2||𝜂||𝐻1/2(Γ)) ∀𝜂 ∈ 𝐻1/2(Γ)).

де 𝑐1 > 0 i 𝑐2 > 0 – деякi сталi.
Розглянемо в 𝐻1/2(Γ) послiдовнiсть скiнченно-вимiрних пiдпросторiв 𝑋𝑀 ⊂

𝐻1/2(Γ), 𝑀 ∈ N, що є лiнiйними оболонками функцiй {𝜑𝑖}𝑀𝑖=1, якi утворюють
базис у 𝑋𝑀 . Вiдповiдно до методу Бубнова-Гальоркiна чисельний розв’язок рiв-
няння (14) шукаємо у виглядi лiнiйної комбiнацiї

𝜂𝑀 :=

𝑀∑︁
𝑖=1

𝜂𝑖𝜑𝑖 ∈ 𝑋𝑀 (15)
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як розв’язок такого варiацiйного рiвняння

⟨𝐷0𝜂
𝑀 , 𝜂⟩Γ = ⟨𝑓, 𝜂⟩Γ ∀𝜂 ∈ 𝑋𝑀 . (16)

Якщо в ньому взяти у ролi тестових функцiй елементи базису 𝜑𝑗 , то для знахо-
дження вектора невiдомих коефiцiєнтiв 𝜂[𝑀 ] := {𝜂𝑖}𝑀𝑖=1 ∈ R𝑀 отримаємо систему
лiнiйних алгебричних рiвнянь (СЛАР)

𝐷
[𝑀 ]
0 𝜂[𝑀 ] = f[𝑀 ], (17)

де 𝐷[𝑀 ]
0 [𝑗,𝑖] := ⟨𝐷0𝜑𝑖, 𝜑𝑗⟩Γ, 𝑓 [𝑀 ]

𝑗 := ⟨𝑓, 𝜑𝑗⟩Γ, 𝑖, 𝑗 = 1,𝑀 .
Вiдзначимо, що матриця отриманої системи є симетричною. Крiм того, як

наслiдок 𝐻1/2(Γ)-елiптичностi оператора 𝐷0, вона є додатньо-визначеною. Тому
при довiльнiй правiй частинi ∀𝑀 ∈ N система (17) матиме єдиний розв’язок
i функцiя, знайдена за формулою (15), буде наближеним розв’язком рiвняння
(14). За лемою Cea (див., наприклад, [13, Теорема 8.1]) цей розв’язок задовольняє
нерiвнiсть

||𝜂𝑀 ||𝐻1/2(Γ) 6 𝑐1||𝑓 ||𝐻−1/2(Γ)), (18)

i для його похибки справедлива оцiнка

||𝜂 − 𝜂𝑀 ||𝐻1/2(Γ) 6
𝑐2
𝑐1

inf
𝜉∈𝑋𝑀

||𝜂 − 𝜉||𝐻1/2(Γ). (19)

Звiдси випливає збiжнiсть в 𝐻1/2(Γ) наближеного розв’язку 𝜂𝑀 → 𝜂 ∈ 𝐻1/2(Γ)
при 𝑀 → ∞, де 𝜂 – розв’язок вiдповiдного ГIР у послiдовностi (12). Зазначимо,
що достатньою умовою збiжностi є вимога до скiнченно-вимiрного пiдпростору
𝑋𝑀 бути апроксимуючим для простору 𝐻1/2(Γ).

Подану вище чисельну схему (17) конкретизуємо, застосовуючи МГЕ [9, 13].
Нехай Γ̃︁𝑀 =

⋃︀̃︁𝑀
𝑙=1 𝜏 𝑙 – деяке наближення поверхнi Γ, утворене з трикутних гра-

ничних елементiв {𝜏𝑙}
̃︁𝑀
𝑙=1 з вершинами {𝑥[𝑙1], 𝑥[𝑙2], 𝑥[𝑙3]}. Вважаємо також, що усi

вершини трикутникiв мають глобальну нумерацiю {𝑥𝑘}𝑀
*

𝑘=1 i з кожною точкою 𝑥𝑘
пов’язана множина ℐ(𝑘) номерiв тих трикутникiв, в яких ця точка є вершиною.

Величину ℎ := max
𝑙=1,̃︁𝑀

(︂ ´
𝜏𝑙
d𝑠

)︂1/2

розглядаємо як параметр апроксимацiї.

Зазначимо, що з використанням даних про вершини кожен трикутник можна
вiдобразити на “стандартний” трикутник

𝜏 := {𝜉 := (𝜉1, 𝜉2) ∈ R2 : 0 < 𝜉1 < 1, 0 < 𝜉2 < 1− 𝜉1}.

Використовуючи функцiї 𝜑11(𝜉) := 1 − 𝜉1 − 𝜉2, 𝜑12(𝜉) := 𝜉1 i 𝜑13(𝜉) := 𝜉2, заданi
локально на трикутнику 𝜏 , утворимо множину

{︀
𝜙1
𝑖

}︀𝑀
𝑖=1

,𝑀 = 𝑀*, яка мiстить
лiнiйно-незалежнi на Γ̃︁𝑀 функцiї. Для побудови кожної з функцiй 𝜙1

𝑖 будемо
використовувати по однiй вiдповiднiй функцiї 𝜑1𝑗 на кожному з трикутникiв, но-
мери яких входять до множини ℐ(𝑖) так, щоб отримати “шапочки” Куранта. В
результатi матимемо базис з кусково-лiнiйних i глобально-неперервних функцiй,
причому supp𝜙1

𝑖 =
⋃︀
𝑙∈ℐ(𝑖) 𝜏 𝑙 =: 𝜏*𝑖 .
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Розглянемо тепер послiдовнiсть ГIР (12). Компоненти 𝜆ℎ𝑘 (𝑘 ∈ N0) її чисель-
ного розв’язку 𝜆ℎ :=

(︀
𝜆ℎ0 , 𝜆

ℎ
1 , ...

)︀⊤ будемо шукати у виглядi лiнiйної комбiнацiї
неперервних кусково-лiнiйних функцiй

𝜆ℎ𝑘 =

𝑀∑︁
𝑙=1

𝜆ℎ𝑘,𝑙𝜙
1
𝑙 ∈ 𝑆1

ℎ(Γ), 𝑘 ∈ N0, (20)

де
{︁
𝜆ℎ𝑘,𝑙

}︁𝑀
𝑙=1

– невiдомi коефiцiєнти, 𝑆1
ℎ(Γ) – лiнiйна оболонка функцiй

{︀
𝜙1
𝑖

}︀𝑀
𝑖=1

.

Тодi СЛАР (17) для знаходження вектора 𝜆ℎ𝑘 :=
{︁
𝜆ℎ𝑘,𝑙

}︁𝑀
𝑙=1

∈ R𝑀 набуде такого
вигляду:

Dℎ
0𝜆

ℎ
𝑘 = gℎ𝑘 −

𝑘−1∑︁
𝑖=0

Dℎ
𝑘−𝑖𝜆

ℎ
𝑖 , 𝑘 ∈ N0. (21)

Тут Dℎ
𝑗 – матриця, що вiдповiдає граничному оператору 𝐷𝑗 , 𝑗 = 0,𝑘, ї ї елементи

визначенi так:

𝐷ℎ
𝑗 [𝑖,𝑙] =

ˆ
𝜏*
𝑖

𝜙1
𝑖 (𝑥)𝜕𝜈(𝑥)

ˆ
𝜏*
𝑙

𝜙1
𝑙 (𝑦)𝜕𝜈(𝑦)𝐸𝑗(𝑥− 𝑦)d𝑠𝑦d𝑠𝑥, 𝑖,𝑙 = 1,𝑀, (22)

а елементи вектора правої частини мають вигляд

𝑔ℎ𝑘 [𝑖] =

ˆ
𝜏*
𝑖

𝜙1
𝑖 (𝑥)𝑔𝑘(𝑥)d𝑠𝑥. (23)

Вiдзначимо, що усi умови леми Сеа виконуються стосовно отриманої системи
(21) для усiх значень 𝑘 ∈ N0, тому на кожному кроцi розв’язок 𝜆ℎ𝑘 iснує та є єди-
ним, а побудована з його використанням апроксимацiя вiдповiдного компонента
розв’язку ГIР задовольняє нерiвностi (18) та (19).

Пiсля знаходження чергового вектора 𝜆ℎ𝑘 можна обчислювати (беручи до ува-
ги формулу (20)) вiдповiдний компонент чисельного розв’язку uℎ :=

(︀
𝑢ℎ0 , 𝑢

ℎ
1 , ...

)︀⊤
задачi Неймана в довiльнiй точцi 𝑥 ∈ Ω

𝑢ℎ𝑘(𝑥) =

𝑘∑︁
𝑗=0

𝑊𝑗𝜆
ℎ
𝑘−𝑗(𝑥), 𝑘 ∈ N0, 𝑥 ∈ Ω. (24)

Виведемо апрiорну оцiнку похибки чисельного розв’язку, ввiвши попередньо,
слiдуючи [10], необхiднi простори Соболєва для функцiй, заданих на межi Γ.
Нехай Γ можна подати як об’єднання Γ =

⋃︀ ̃︀𝑁
𝑖=1 Γ𝑖 поверхонь Γ𝑖 (Γ𝑖 ∩ Γ𝑗 = ⊘ при

𝑖 ̸= 𝑗), кожна з яких має достатньо гладку параметризацiю

Γ𝑖 :=
{︀
𝑥 ∈ R3 : 𝑥 = ̃︀𝜒𝑖(𝜉), 𝜉 ∈ ̃︀𝜏𝑖 ⊂ R2

}︀
.

Тодi, використовуючи множину невiд’ємних функцiй 𝜑𝑖 ∈ 𝐶∞
0 (R3) таких, що

̃︀𝑁∑︁
𝑖=1

𝜑𝑖(𝑥) = 1 ∀𝑥 ∈ Γ, 𝜑𝑖(𝑥) = 0 ∀𝑥 ∈ Γ ∖ Γ𝑖,
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довiльну задану на межi Γ функцiю 𝑣 можна подати у виглядi

𝑣(𝑥) =

̃︀𝑁∑︁
𝑖=1

𝜑𝑖(𝑥)𝑣(𝑥) =

̃︀𝑁∑︁
𝑖=1

𝑣𝑖(𝑥) ∀𝑥 ∈ Γ, (25)

де 𝑣𝑖(𝑥) := 𝜑𝑖(𝑥)𝑣(𝑥) ∀𝑥 ∈ Γ𝑖. Враховуючи параметризацiю фрагментiв Γ𝑖, бу-
демо розглядати при 𝑚 ∈ N0 простори Соболєва 𝐻𝑚(̃︀𝜏𝑖), елементами яких є
функцiї ̃︀𝑣𝑖(𝜉) := 𝑣𝑖(̃︀𝜒𝑖(𝜉)) при 𝜉 ∈ ̃︀𝜏𝑖, з нормою i пiвнормою

||̃︀𝑣𝑖||𝐻𝑚(̃︀𝜏𝑖) :=
(︂ ∑︁

|𝛼|6𝑚

||𝜕𝛼̃︀𝑣𝑖||2𝐿2(̃︀𝜏𝑖)
)︂1/2

; |̃︀𝑣𝑖|𝐻𝑚(̃︀𝜏𝑖) :=
(︂ ∑︁

|𝛼|=𝑚

|𝜕𝛼̃︀𝑣𝑖|2𝐿2(̃︀𝜏𝑖)
)︂1/2

.

(26)
Тут 𝜕𝛼 – позначення частинної похiдної з мультиiндексом 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2). Тодi для
функцiй, якi заданi на усiй поверхнi Γ, використовуватимемо простори Соболєва
𝐻𝑚(Γ) з нормою

||𝑣||𝐻𝑚(Γ) :=

(︂ ̃︀𝑁∑︁
𝑖=1

||̃︀𝑣𝑖||2𝐻𝑚(̃︀𝜏𝑖)
)︂1/2

; |𝑣|𝐻𝑚(Γ) :=

(︂ ̃︀𝑁∑︁
𝑖=1

|̃︀𝑣𝑖|2𝐻𝑚(̃︀𝜏𝑖)
)︂1/2

. (27)

Для нецiлих значень iндексiв 𝑠 = 𝑚+ 𝜎, 𝑚 ∈ N0, 𝜎 ∈ (0, 1), використовуватиме-
мо простори Соболєва-Слободецького 𝐻𝑠(̃︀𝜏𝑖) i 𝐻𝑠(Γ) з вiдповiдними пiвнормами
i нормами

|̃︀𝑣𝑖|𝐻𝑠(̃︀𝜏𝑖) :=
(︂ ∑︁

|𝛼|=𝑚

ˆ
̃︀𝜏𝑖
ˆ
̃︀𝜏𝑖

|𝜕𝛼̃︀𝑣𝑖(𝜉)− 𝜕𝛼̃︀𝑣𝑖(𝜂)|2
|𝜉 − 𝜂|2+2𝜎

𝑑𝑠𝜉𝑑𝑠𝜂

)︂1/2

,

||̃︀𝑣𝑖||𝐻𝑠(̃︀𝜏𝑖) :=
(︂
||̃︀𝑣𝑖||2𝐻𝑚(̃︀𝜏𝑖) + |̃︀𝑣𝑖|2𝐻𝑠(̃︀𝜏𝑖)

)︂1/2

,

|𝑣|𝐻𝑠(Γ) :=

(︂ ̃︀𝑁∑︁
𝑖=1

|̃︀𝑣𝑖|2𝐻𝑠(̃︀𝜏𝑖)
)︂1/2

, ||𝑣||𝐻𝑠(Γ) :=

(︂
||𝑣||2𝐻𝑚(Γ) + |𝑣|2𝐻𝑠(Γ)

)︂1/2

.

(28)

Лема 1. Нехай 𝜆 ∈
(︀
𝐻𝑠(Γ)

)︀∞ – розв’язок системи (12) при деякому 𝑠 ∈[︀
1
2 , 2
]︀
, який задовольняє нерiвнiсть

∞∑︁
𝑗=0

|𝜆𝑗 |𝐻𝑠(Γ) < +∞. (29)

Тодi для отриманих за допомогою МГЕ (з неперервними кусково-лiнiйними ба-
зисними функцiями) компонентiв чисельних розв’язкiв системи ГIР (12) та
задач Неймана виконуються асимптотичнi оцiнки⃦⃦

𝜆𝑘 − 𝜆ℎ𝑘
⃦⃦
𝐻1/2(Γ)

6 𝑐𝑘ℎ
𝑠−1/2|𝜆𝑘|𝐻𝑠(Γ), 𝑘 ∈ N0, (30)

|𝑢𝑘(𝑥)− 𝑢ℎ𝑘(𝑥)| 6 𝑐𝑘ℎ𝑠−1/2
𝑘∑︁
𝑗=0

|𝜆𝑗 |𝐻𝑠(Γ), 𝑥 ∈ Ω, 𝑘 ∈ N0, (31)

де 𝑐𝑘 i 𝑐𝑘 – величини, якi не залежать вiд параметра ℎ.
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Доведення. Справедливiсть твердження щодо нерiвностi (30) випливає з
теореми 12.8 в [13]. Для довiльного 𝑘 ∈ N0 апрiорну похибку 𝑘-того компонента
чисельного розв’язку в довiльнiй точцi 𝑥 ∈ Ω можна визначити так:

|𝑢𝑘(𝑥)− 𝑢ℎ𝑘(𝑥)| = |
𝑘∑︁
𝑖=0

𝑊𝑘−𝑖
(︀
𝜆𝑖 − 𝜆ℎ𝑖

)︀
(𝑥)| =

⃒⃒ 𝑘∑︁
𝑖=0

⟨𝜕𝜈(·)𝐸𝑘−𝑖(𝑥− ·),
(︀
𝜆𝑖 − 𝜆ℎ𝑖

)︀
⟩Γ
⃒⃒
.

Справедливою є така оцiнка

|𝑢𝑘(𝑥)− 𝑢ℎ𝑘(𝑥)| 6
𝑘∑︁
𝑖=0

⃒⃒
⟨𝜕𝜈(·)𝐸𝑘−𝑖(𝑥− ·),

(︀
𝜆𝑖 − 𝜆ℎ𝑖

)︀
⟩Γ
⃒⃒
6

6
𝑘∑︁
𝑖=0

⃦⃦
𝜕𝜈(·)𝐸𝑘−𝑖(𝑥− ·)

⃦⃦
𝐻−1/2(Γ)

⃦⃦
𝜆𝑖 − 𝜆ℎ𝑖

⃦⃦
𝐻1/2(Γ)

.

Оскiльки для довiльної точки 𝑥 ∈ Ω усi функцiї 𝐸𝑗(𝑥−𝑦) є нескiнченно-диференцi-
йовними i обмеженими разом з усiма частинними похiдними на Γ, то

⃦⃦
𝜕𝜈(·)𝐸𝑗(𝑥−

·)
⃦⃦
𝐻−1/2(Γ)

6 𝑐*𝑗 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 у випадку достатньо гладкої граничної поверхнi. Врахо-
вуючи (30), матимемо

|𝑢𝑘(𝑥)− 𝑢ℎ𝑘(𝑥)| 6 ℎ𝑠−1/2
𝑘∑︁
𝑖=0

𝑐*𝑘−𝑖𝑐𝑖|𝜆𝑖|𝐻𝑠(Γ) 6 𝑐𝑘ℎ
𝑠−1/2

𝑘∑︁
𝑖=0

|𝜆𝑖|𝐻𝑠(Γ),

де 𝑐𝑘 = max
06𝑖6𝑘

{𝑐*𝑘−𝑖𝑐𝑖} – величини, якi не залежать вiд параметра ℎ.

Розглянемо тепер обчислення елементiв матрицi (21), яка вiдповiдає грани-
чному оператору 𝐷0. Зауважимо, що поява гiперсингулярностi не дає змогу без-
посередньо внести зовнiшню нормальну похiдну пiд внутрiшнiй iнтеграл. Для
практичної реалiзацiї методу ефективним виявився пiдхiд, описаний у [7, гл.XI,
§2], в основi якого лежить перехiд до похiдних у дотичних до Γ площинах, в яких,
зокрема, лежать граничнi елементи:

𝐷ℎ
0 [𝑖,𝑙] =

1

4𝜋

ˆ
𝜏*
𝑖

ˆ
𝜏*
𝑙

𝑒−𝜅|𝑥−𝑦|

|𝑥− 𝑦|
(︀
rotΓ𝜙

1
𝑖 (𝑥), rotΓ𝜙

1
𝑙 (𝑦)

)︀
𝑑𝑠𝑦 𝑑𝑠𝑥+

+
𝜅2

4𝜋

ˆ
𝜏*
𝑖

𝜙1
𝑖 (𝑥)

ˆ
𝜏*
𝑙

𝑒−𝜅|𝑥−𝑦|

|𝑥− 𝑦|
𝜙1
𝑙 (𝑦)

(︀
𝜈(𝑥),𝜈(𝑦)

)︀
𝑑𝑠𝑦 𝑑𝑠𝑥, 𝑖,𝑙 = 1,𝑀.

(32)

Тут позначено
rotΓ𝜙

1(𝑦) := 𝜈(𝑦)×∇𝜙1(𝑦), 𝑦 ∈ Γ. (33)

Це вектори в дотичнiй площинi, якi ставлять у вiдповiднiсть заданiй на Γ функцiї
𝜙1, а 𝜙1– формальне продовження функцiї 𝜙1 вздовж нормалi 𝜈 у приграничну
область сталим значенням. Оскiльки на кожному трикутнику нормаль, а також
частиннi похiднi лiнiйних функцiй 𝜙1 є сталими, то вираз

(︀
rotΓ𝜙

1
𝑖 (𝑥), rotΓ𝜙

1
𝑙 (𝑦)

)︀
можна винести з-пiд iнтегралiв у першому доданку (32) i отримати iнтеграли зi
слабкою особливiстю.

Внутрiшнiй iнтеграл у другому доданку в (32) також зi слабкою особливi-
стю в ядрi. Його вигляд можна спростити, якщо винести з-пiд iнтегралу вираз
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𝜈(𝑥),𝜈(𝑦)

)︀
, оскiльки нормалi є незмiнними на кожному граничному елементi.

Тодi отримаємо iнтеграли

̃︀𝐽𝑙(𝑥) = ˆ
𝜏*
𝑙

𝑒−𝜅|𝑥−𝑦|𝜙1
𝑙 (𝑦)

|𝑥− 𝑦|
𝑑𝑠𝑦, 𝑙 = 1,𝑀, (34)

з яких адитивно виокремлюємо iнтеграли по граничних елементах, що входять
до носiя функцiй 𝜙1

𝑙 , якi аналiтично iнтегруємо. До решти iнтегралiв, у тому
числi тих, що вiдповiдають граничному оператору 𝐷𝑘, 𝑘 ∈ N, застосовуємо ква-
дратурнi формули Гауса.

Зауваження 2. Усi отриманi вище результати щодо побудови узагальне-
ного розв’язку задачi Неймана в областi Ω та його наближення за допомогою
методу граничних елементiв можна перенести без суттєвих змiн на випадок,
коли задачу розглядають в нескiнченнiй областi Ω+ := R

3 ∖ Ω. Зазначимо, що
тодi за нормаль братимемо вектор 𝜈+ = −𝜈. Далi задачi в областi Ω назива-
тимемо внутрiшнiми, а в Ω+ – зовнiшнiми.

3. Результати обчислювального експерименту. Продемонструємо засто-
сування запропонованого методу для знаходження чисельних розв’язкiв деяких
модельних задач Неймана. Вважаємо, що в системi (1) 𝑐𝑘 = (𝑘 + 1)𝜅, де 𝜅 – де-
який параметр, 𝑘 ∈ N0, а в крайовiй умовi (2) компоненти 𝑔𝑘, 𝑘 ∈ N0 мають
вигляд 𝑔𝑘 = 𝜕𝜈𝑣𝑘 для внутрiшнiх задач i 𝑔𝑘 = −𝜕𝜈𝑣𝑘 – для зовнiшнiх, де

𝑣𝑘(𝑥) =
𝑒−𝜅(|𝑥−𝑥

*|−1)
(︀
𝐿𝑘(𝜅(|𝑥− 𝑥*|)− 𝐿𝑘−1(𝜅(|𝑥− 𝑥*|)

)︀
|𝑥− 𝑥*|

, 𝑘 ∈ N,

𝑣0(𝑥) =
𝑒−𝜅(|𝑥−𝑥

*|−1)

|𝑥− 𝑥*|
, 𝑥 ∈ Γ.

(35)

Тут 𝐿𝑘 (𝑘 ∈ N0) – полiноми Лаґера [8], а точка 𝑥* є параметром. Прикладами
областей при моделюваннi будуть куб Ω := (−1, 1) × (−1, 1) × (−1, 1) i його зов-
нiшнiсть Ω+ := R3 ∖ Ω. Зазначимо, що з точнiстю до множника послiдовнiсть v
спiвпадає з фундаментальним розв’язком системи (1), тому використовуватиме-
мо її для побудови аналiтичного розв’язку крайових задач, причому братимемо
𝑥* = (0, 0, 0) для зовнiшньої задачi i 𝑥* = (2, 0, 0) – для внутрiшньої.

Розглянемо спочатку модельнi крайовi задачi для першого рiвняння системи
(1).

Приклад 1. Знайти чисельний розв’язок 𝑢ℎ0 зовнiшньої i внутрiшньої задач
Неймана при 𝜅 = 2.

У таблицi ?? подано результати обчислень розв’язку, отриманi з використа-
нням МГЕ для послiдовностi розбиттiв поверхнi куба. Вони демонструють збi-
жнiсть чисельного розв’язку до аналiтичного при збiльшеннi кiлькостi граничних
елементiв, тобто при зменшеннi значення параметра ℎ.

Щоб з’ясувати залежнiсть похибки чисельного розв’язку задачi вiд параметра
ℎ, який характеризує розбиття граничної поверхнi на елементи, будемо розгля-
дати величини 𝛿ℎ := ||𝑢ℎ0 − 𝑢0||𝐿2(𝑎,𝑏) i 𝜖ℎ := 𝛿ℎ

||𝑢0||𝐿2(𝑎,𝑏)
· 100%, де (𝑎,𝑏) – вiдрiзок,
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Кiлькiсть граничних елементiв Аналiтичний
𝑥1 588 1200 1728 розв’язок
1.2 4.97567× 10−1 5.16241× 10−1 5.23443× 10−1 5.58600× 10−1

1.5 2.19226× 10−1 2.26607× 10−1 2.29583× 10−1 2.45252× 10−1

2.0 6.07058× 10−2 6.25240× 10−2 6.32929× 10−2 6.76676× 10−2

3.0 5.50191× 10−3 5.64833× 10−3 5.71311× 10−3 6.10521× 10−3

4.0 5.59834× 10−4 5.73967× 10−4 5.80360× 10−4 6.19688× 10−4

Таблиця 1. Розв’язки 𝑢ℎ
0 (𝑥) зовнiшньої задачi Неймана (приклад 1), отриманi за

допомогою МГЕ на рiзних розбиттях.

на якому беруть точки спостереження 𝑥 = (𝑥1, 0, 0). Також будемо обчислювати
величину передбачуваного порядку збiжностi

𝑒𝑜𝑐 :=
ln 𝛿ℎ𝑗 − ln 𝛿ℎ𝑗+1

lnℎ𝑗 − lnℎ𝑗+1
, (36)

де ℎ𝑗 i ℎ𝑗+1 параметри двох послiдовних розбиттiв граничної поверхнi на грани-
чнi елементи. Похибки розв’язкiв та значення величини 𝑒𝑜𝑐 наведенi в таблицi
??. Зазначимо, що результати обчислень свiдчать про однаковi порядки похибок
чисельних розв’язкiв зовнiшнiх i внутрiшнiх задач.

Зовнiшня задача Внутрiшня задача
𝑀 𝛿ℎ 𝑒𝑜𝑐 𝜖ℎ(%) 𝛿ℎ 𝑒𝑜𝑐 𝜖ℎ(%)

300 0.03539 8.34 0.02959 8.28
588 0.02565 0.957 5.92 0.02076 1.053 7.41
768 0.02254 0.967 5.16 0.01788 1.117 4.81
972 0.02011 0.969 4.58 0.01560 1.156 4.16

1200 0.01815 0.985 4.11 0.01376 1.164 3.65
1728 0.01518 0.992 3.32 0.01095 1.201 2.88

Таблиця 2. Аналiз похибок чисельних розв’язкiв 𝑢ℎ
0 (𝑥) внутрiшньої та зовнiшньої

задач Неймана (приклад 1).

Тепер продемонструємо знаходження розробленим методом компонентiв чи-
сельного розв’язку задачi Неймана з iншими значеннями iндексiв.

Приклад 2. Знайти 𝑁 компонентiв чисельного розв’язку 𝑢ℎ𝑖 , 𝑖 = 0, 𝑁,
зовнiшньої задачi Неймана при 𝜅 = 2.

Отриманi для 𝑁 = 20 значення компонентiв чисельного розв’язку задачi є
добре узгодженими з аналiтичним розв’язком i свiдчать про швидке заникання
функцiй 𝑢ℎ𝑖 (𝑥) з ростом значення iндексу 𝑖. В таблицi ?? наведено компоненти
чисельного розв’язку при 𝑖 = 10 та 𝑖 = 20, якi отриманi при розбиттi поверхнi
куба на 𝑀 = 1200 граничних елементiв. Також в таблицi подано поточкову вiдно-
сну похибку компонентiв чисельних розв’язкiв. Зазначимо, що для компонентiв
𝑢ℎ𝑖 (𝑥) при 𝑖 = 1,20 такi похибки є спiврозмiрними з вiдповiдною похибкою 𝑢ℎ0 (𝑥).
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𝑥1 𝑢10(𝑥) 𝑢ℎ10(𝑥) 𝜖(%)
1.5 8.8570× 10−2 9.1204× 10−2 2.97
2.0 5.6502× 10−2 5.6438× 10−2 0.11
3.0 −1.9676× 10−2 −1.9356× 10−2 1.63
4.0 4.3413× 10−3 4.1735× 10−3 3.97
𝑥1 𝑢20(𝑥) 𝑢ℎ20(𝑥) 𝜖(%)
1.5 −7.6672× 10−2 −7.5437× 10−2 0.93
2.0 4.0784× 10−2 4.1496× 10−2 1.61
3.0 −1.0549× 10−2 −1.0756× 10−2 1.96
4.0 2.9939× 10−3 3.0127× 10−3 0.63

Таблиця 3. Порiвняння аналiтичного 𝑢𝑖(𝑥) i чисельного 𝑢ℎ
𝑖 (𝑥), 𝑖 = 10,20, розв’язкiв

зовнiшньої задачi Неймана (приклад 2) при 𝑀 = 1200.

Висновки. Побудоване на основi 𝑞-згортки функцiйних послiдовностей iн-
тегральне подання узагальненого розв’язку крайової задачi Неймана для нескiн-
ченної згорткової системи елiптичних рiвнянь (1) дає змогу звести таку задачу
до послiдовностi ГIР, в якiй кожне з рiвнянь має один i той самий граничний
оператор у лiвiй частинi i рекурентнi правi частини. Такий пiдхiд дає змогу ско-
ристатися вiдомими перевагами [10] граничних iнтегральних рiвнянь при розв’я-
зуваннi крайових задач для елiптичних рiвнянь. Отриманi результати для мо-
дельних задач пiдтверджують ефективнiсть розроблених чисельних методiв для
знаходження розв’язкiв як отриманих ГIР, так i вихiдної крайової задачi Нейма-
на.
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Музычук Ю. А.
Численное решение задачи Неймана для бесконечной сверточной системы
эллиптических уравнений методом граничных элементов

Резюме

В трехмерных областях с липшицевой границей рассмотрена краевая задача Неймана
для бесконечной сверточной системы эллиптических уравнений, получаемой в резуль-
тате применения преобразования Лагерра по времени к начально-краевым задачам для
эволюционных уравнений. С помощью q-свертки последовательностей построено инте-
гральное представление обобщенного решения задачи и получено эквивалентную си-
стему граничных интегральных уравнений. Доказано существование и единственность
численного решения, получаемого методом граничных элементов, а также исследовано
его априорную погрешность. Приведены результаты, вычисленные при решении мо-
дельных задач.
Ключевые слова: метод граничных елементов, q-свертка, краевое условие Неймана,
система эллиптических уравнений .

Muzychuk Yu. A.
Numerical solution of the Neumann boundary value problem for an infinite
convolutional system of elliptic equation via the boundary elements method

Summary

We consider a Neumann boundary value problem for an infinite convolutional system of

elliptic equations obtained as a result of the application of the Laguerre transform in the time

domain to initial-boundary value problems for evolution equations in 3d Lipschitz domains.

With help of q-convolution of sequences the integral representation of the generalized solution

of the problem is built and an equivalent system of boundary integral equations is obtained.

The existence and uniqueness of the numerical solution obtained by the boundary elements

method are proven. A priory error estimates are investigated. Numerical results obtained for

the modal problems are given.
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Key words: boundary elements method, q-convolution, Neumann condition, system of elliptic

equations.
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