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Ми розглядаємо алгебраїчнi кривi у формi Едвардса i елiптичнi кривi Монтгомерi над
скiнченним полем 𝐹𝑝𝑛 , якi на даний час є одним з найбiльш швидких i перспективиих
носiїв груп, що на даний час мають багато застосувань. В роботi знайдено умови су-
персингулярностi кривих Едвардса i великого класу скручених кривих Едвардса над
полем 𝐹𝑝𝑛 характеристики 𝑝 ≡ 3 mod 4. Показано, що проективна крива Едвардса не є
елiптичною. Дослiджено деякi цiкавi властивостi групи точок цих кривих. Побудовано
кривi заданого порядку з мiнiмальним кофактором. Пiдраховано род скрученої кривої
Едвардса. Знайдено умови мiнiмальностi кофактора скрученої кривої Едвардса та її
род.
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Вступ. Крива Едвардса 𝐸𝑑 вперше була представлена Едвардсом в ро-
ботi [6] i потiм детальнiше дослiджена в роботi Бернштейна i Ланге [7]. Вiдо-
мо, що суперсингулярнi кривi, на вiдмiну вiд несуперсингулярних, над алгебраї-
чно замкненим полем, зокрема над C, мають не комутативне кiльце ендоморфi-
змiв 𝐸𝑛𝑑 (C). Внаслiдок чого суперсингулярнi кривi, окрiм 𝑛-мультиплiкативного
множення, надiленi ще i комплексним множенням. Ще бiльш складнi властивостi
суперсингулярнi кривi мають над скiнченними полями. Цi властивостi ще далеко
не повнiстю вивчено, а класи суперсинулярних кривих над F𝑝𝑛 ще не знайдено.
Цi властивостi викликають iнтерес як з точки зору теорiї кiлець едоморфiзмiв,
так i з точки зору алгебраїчної геометрiї. Їх дослiдження є одною з цiлей даної
роботи.

Перевагою 𝐸𝑑 є простота групової операцiї, унiверсальнiсть закона додаван-
ня, симетричнiсть точок i представлення нейтрального елемента групи точкою в
афiнних координатах. Цi властивостi помiченi i обґрунтованi вже в першiй робо-
тi [10] вiдомих фахiвцiв з алгебраїчної геометрiї.

З точки зору алгебраїчної геометрiї, крива Едвардса не є елiптичною, бо є
сингулярною. Кривi Едвардса, також як i скрученi кривi Едвардса, мають афiн-
не представлення, iзоморфне деякiй афiннiй частинi елiптичної кривої, що має в
порядку групи кривої множник 4. Актуалiнiсть даного питання полягає в тому,
що в елiптичнiй криптографiї дуже важливо знати тi кривi, якi є суперсингуляр-
ними, бо вони є крипографiчно слабкими. Суперсингулярнiсть кривих Едвардса
ранiше дослiджувалася лише в [18] i лише для простих полiв F𝑝, при цьому авто-
ри обмежилися доведенням суперсингулярностi лише для кривої з коефiцiєнтами
𝑑 = 2, 𝑑 = 2−1, де пiзнiше при пiдрахунках у полi характеристики 𝑝 = 8𝑘 + 7 у
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них виявлена неточнiсть, тому задача дослiдження її над скiнченим алгебраїчним
розширенням, тобто F𝑝𝑛 , є новою.

Одною з головних задач даного дослiдження є узагальнення результата про
суперсингулярнiсть кривої отриманого в [18] для коефiцiєнтiв 𝑑 = 2, 𝑑 = 2−1 над
F𝑝 на випадок довiльного не простого поля F𝑝𝑛 та виправлення неточностi у кiль-
костi точок афiнної кривої Едвардса над полем характеристики 𝑝 ≡ 7(𝑚𝑜𝑑8), яка
була в теоремi 3 з [18]. Окрiм цього метою нашого дослiдження є пошук всiєї мно-
жини параметрiв, при яких крива 𝐸𝑑 стає суперсингулярною. Не менш важливою
метою цiєї роботи є проведення аналогiчного дослiдження для елiптичних кривих
у формах Монтгомерi i Веєрштрасса.

Дуже часто виникає задача про знаходження кривих, якi мають нульовий
𝑗(𝐸)-iнварiант над полем характеристики 𝑝 = 2, тобто є суперсингулярними, бо
вони допускають побудову гомоморфiзму у мультиплiкативну групу скiнченного
поля з невеликим степенем розширення.

Метою работи є не тiльки аналiз умов суперсингулярностi кривої Едвардса i
кривої Монтгомерi, а ще й знаходження умов мiнiмальностї кофактора скрученої
кривої Едвардса [21].

Цiкавою є можливiсть побудови скрученої кривої Едвардса порядку 𝑁𝐸 =
4𝑝, 𝑝 ∈ P, тобто такої, яка має мiнiмальний кофактор 4 [10, 15]. Зараз в алго-
ритмах доведення без розголошення активно використовуються кривi з малим
степенем занурення 𝑘 [30] їх групи в поле 𝐹𝑝𝑘 , а суперсингулярнi кривi володi-
ють цiєю властивiстю завдяки спарюванню Тейта. Тому ми дослiджуємо їх серед
кривих Едвардса. Частково викладенi результати представлено в тезах [23,27,28].

Основнi результати
1. Обґрунтування основних результатiв
1.1. Аналiз особливостей скрученої кривої Едвардса. Скручена крива

Едвадрса [7] 𝐸a,d має вигляд:

𝑎𝑥2 + 𝑦2 = 1 + 𝑑𝑥2𝑦2, 𝑎, 𝑑 ∈ 𝐹𝑝
*, ad(a-d) ̸= 0, d ̸= 1, 𝑝 ̸= 2. (1)

При 𝑎 = 𝑑 перетворимо криву 𝑎𝑥2+𝑦2 = 1+𝑎𝑥2𝑦2 до вигляду 𝑎𝑥2−𝑎𝑥2𝑦2−1+𝑦2 =
0 або 𝑎𝑥2(1 − 𝑦2) − (1 − 𝑦2) = 0, отже, крива розкладається у добуток двох пар
прямих (𝑎𝑥2−1)(𝑦2−1) = 0. З умови гладкостi знаходимо особливi точки афiнної
кривої ⎧⎨⎩

𝐹 (𝑥,𝑦)
𝜕𝑥 = 0,

𝐹 (𝑥,𝑦)
𝜕𝑦 = 0,

⎡⎣ (0, 0),(︁
±
√︁

1
𝑑 ,±

√︀
𝑎
𝑑

)︁
.

Але точка (0, 0) кривiй 𝐸a,d не належить не залежно вiд поля i вiд 𝑑. При

𝑎 ̸= 𝑑 точка
(︁
±
√︁

1
𝑑 ,±

√︀
𝑎
𝑑

)︁
не належить кривiй (1), при (𝑑𝑝 ) = −1 її не iснує.

Тому в афiнному представленнi особливих точок не має, залишилося перевiрити
їх iснування в проективному представленнi.

Як вiдомо, [11] проективна крива дала можливiсть отримати бiльш швидкi
операцiї над точками кривої. Тому дослiдимо цю криву у проективнiй формi.

Проаналiзуємо особливi точки в проективному замиканнi кривої (1). Для цьо-
го зробимо проективiзацiю кривої (1). Нехай 𝑥 = 𝑋

𝑍 , 𝑦 = 𝑋
𝑍 , тодi 𝑎𝑥

2

𝑧2 + 𝑦2

𝑧2 =
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1+ 𝑑𝑥
2𝑦2

𝑧4 , звiдси 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎𝑥2𝑧2 + 𝑦2𝑧2 − 𝑧4 − 𝑑𝑥2𝑦2. Перевiримо умови гладко-
стi (для алгебраїчних кривих поняття гладкостi i нормальностi збiгаються [9]):⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜕𝐹 (𝑥,𝑦,𝑧)
𝜕𝑥 = 2𝑎𝑥𝑧2 − 2𝑑𝑥𝑦2 = 0,

𝜕𝐹 (𝑥,𝑦,𝑧)
𝜕𝑦 = 2𝑦𝑧2 + 2𝑑𝑥2𝑦 = 0,

𝜕𝐹 (𝑥,𝑦,𝑧)
𝜕𝑦 = 2𝑎𝑧𝑥2 + 2𝑧𝑦2 − 4𝑧3 = 0.

Тут розв’язком очевидно є (0, 0, 0), але ця точка не належить P2. А при 𝑧 = 0
розв’язками є точки (𝑥0, 0, 0) = (1, 0, 0) i (0, 𝑦0, 0) = (0, 1, 0). Тобто маємо 2 особли-
вi точки 𝑝 = (1, 0, 0) i 𝑝′ = (0, 1, 0). Це простi особливостi. Отже, розв’язками є ли-
ше особливi точки (нескiнченно вiддаленi точки) (1, 0, 0) i (0, 1, 0), тому маємо осо-
бливостi на нескiнченностi у вiдповiдних афiнних компонентах 𝐴1 : 𝑎𝑧2+ 𝑦2𝑧2 =
𝑧4 + 𝑑𝑦2 i 𝐴2 : 𝑎𝑥2𝑧2 + 𝑧2 = 𝑧4 + 𝑑𝑥2.

Проаналiзуємо будову локального кiльця 𝒪𝑝 в точках 𝑝 i 𝑝′. Позначимо 𝛿𝑝 =
dim

̃︀𝒪𝑝/𝒪𝑝
розмiрнiсть фактора як векторного простору або кратнiсть особливої

точки. Оскiльки базис розширення – ̃︀𝒪𝑝 над локальним кiльцем точки 𝒪𝑝 скла-
дається з одного елемента, то 𝛿𝑝 = 1. Тут ̃︀𝒪𝑝 – цiлозамкнене кiльце. Оскiльки
додали два новi елементи, кожен з яких вiдповiдає своєму локальному кiльцю
особливої точки, яких теж двi, тому 𝛿𝑝 = 1 i 𝛿𝑝′ = 1. Пiдрахуємо геометричний
род (взагалi род кривої — це кiлькiсть ЛНЗ регулярних диференцiалiв) кривої
𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎𝑥2𝑧2+𝑦2𝑧2−𝑧4−𝑑𝑥2𝑦2. При 𝑎 ̸= 𝑑 ми маємо нерозкладну проектив-
ну криву степеня 4, тодi згiдно з [9,12], геометричний род алгебраїчної незвiдної
проективної кривої:

𝜌*(𝐶) = 𝜌𝛼(𝐶)−
∑︁
𝑝∈𝐸

𝛿𝑝 =
(𝑛− 1)(𝑛− 2)

2
−
∑︁
𝑝∈𝐸

𝛿𝑝 = 3− 2 = 1,

де 𝜌𝛼(𝐶) — арифметичний род кривої 𝐶, параметр 𝑛 = 𝑑𝑒𝑔𝐶 = 4. Оскiльки во-
на роду 1, то вона iзоморфна плоскiй кубiчнiй кривiй але не є елiптичною, бо
має особливостi в проективнiй частинi. Крива Едварса, як i скручена крива Еда-
варса, iзоморфна деякiй афiннiй частинi елiптичної кривої. Нормалiзацiя кривої
Едвардса — елiптична крива 𝐸𝑀 : 𝐵𝑢2 = 𝑣3 +𝐴𝑣2 + 𝑣, що запропонована Монт-
гомерi [7]. З наявностi особливих точок 𝑝 i 𝑝′ одразу слiдує наступна властивiсть.

Проективнi кривi 𝐸a,d i 𝐸𝑀 не є iзоморфними як алгебраїчнi множини [13].
2. Суперсингулярнiсть кривої Едвардса, кривi з малим кофактором
2.1. Класи суперсингулярностi кривих Едвардса i їх порядки. На-

гадаємо, що саме Коблiц [15] запропонував суперсингулярнi кривi зi скiнченою
кiлькiстю |#𝐸(𝐺𝐹 (𝑞))| = 𝑞 + 1 точок на кривiй над скiнченним полем 𝐹𝑞. Саме
кривi з таким порядком ми i виявляємо в сiмействi кривих Едвардса. Суперсин-
гулярнi кривi, запропонованi Коблiцем, у силу наявностi на них комплексного
множення допускали побудову гомоморфiзму в скiнченне поле [16].

Виявлення суперсингулярних кривих рiвносильне пошуку параметрiв, при
яких крива i вiдповiдна їй крива зi cкрутом мають однаковi кiлькостi розв’язкiв.
Як показано в [7], крива 𝐸1,𝑑 є кривою кручення для 𝐸1,𝑑−1 . Також в бiльш за-
гальному випадку для кривої 𝐸𝑎,𝑑 перехiд до кривої кручення задається вiдобра-
женням (�̄�, 𝑦) ↦→ (𝑥, 𝑦) =

(︁
�̄�, 1𝑦

)︁
[7]. Тому скористаємося цим вiдображенням для
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пошуку суперсингулярних кривих. Ми виявили неточнiсть в роботi [18], в умовi
суперсингулярностi для кривої Едвардса 𝐸𝑑. Бiльш точно, якщо 𝑝 ≡ −3(mod8),
то не маємо виродженої (суперсингулярної) пари кривих, незважаючи на те, що
це стверджується в теоремi 3 з [18]. Крiм того, якщо 𝑝 ≡ 7(mod8), то поряд-
ки пари скручених кривих є наступними 𝑁𝐸2 = 𝑁𝐸2−1 = 𝑝 − 3, що не збiгає-
ться з 𝑝 + 1, як це стверджується в теоремi 3 з [18]. Наприклад, якщо 𝑝 = 31,
то 𝑁𝐸2

= 𝑁𝐸2−1 = 28 = 31 − 3, що не дорiвнює 𝑝 + 1. Також для випад-
ку 𝑝 ≡ 7(mod8) при 𝑝 = 7, 𝑑 = 2−1 ≡ 4(mod7) крива має наступнi 4 точки:
(0, 1); (0, 6); (1, 0); (6, 0), якщо 𝑝 = 7, 𝑑 = 2(mod7), то крива теж має 4 точки:
(0, 1); (0, 6); (1, 0); (6, 0). Отже, цi порядки вiдповiдають числу 𝑝 − 3, а не числу
𝑝 + 1, як це стверджується у вище згаданiй теоремi з [18]. Обчислимо порядки
пари кривих для 𝑝 ≡ −3(mod8) i коефiцiєнтiв 𝑑 = 2, 𝑑 = 2−1 ≡ 7(mod8), згiдно
з теоремою 3 з [18] це вироджена пара кривих, але обчислення свiдчять, що поря-
док кривої для 𝑝 = 13, 𝑑 = 2 це 𝑁𝐸(2)

= 8 i для 𝑝 = 13, 𝑑 = 7 це 𝑁𝐸(7)
= 20, отже

насправдi не маємо виродженої пари кривих. Множина точок над полем 𝐹13 при
𝑑 = 2 є наступною (0, 1); (0, 12); (1, 0); (4, 4); (4, 9); (9, 4); (9, 9); (12, 0), а для 𝑑 = 7
це {(0, 1); (0, 12); (1, 0); (2, 4); (2, 9); (4, 2); (4, 11); (5, 6); (5, 7); (6, 5); (6, 8);
(7, 5); (7, 8); (8, 6); (8, 7); (9, 2); (9, 11); (11, 4); (11, 9); (12, 0)}.

Аналогiчно для 𝑝 = 29 ≡ −3(mod 8) i 𝑑 = 2 маємо 𝑁𝐸(15)
= 20 але 𝑝 = 29 ≡

−3(mod 8) i 𝑑 = 15 маємо 𝑁𝐸(15)
= 20, що знову пiдтверджує нашi зауваження

до теореми 3 з [18]. Наведемо обчислення для випадку 𝑝 = 23 ≡ 7(mod 8) 𝑑 = 12
на кривiй будуть точки {(0, 1); (0, 22); (1, 0); (5, 10); (5, 13); (6, 11); (6, 12); (10, 5);
(10, 18); (11, 6); (11, 17); (12, 6); (12, 17); (13, 5); (13, 18); (17, 11); (17, 12); (18, 10);
(18, 13); (22, 0)} тому 𝑁𝐸(12)

= 20. Також 𝑁𝐸(2)
= 20 це точки {(0, 1); (0, 22); (1, 0);

(2, 7); (2, 16); (4, 9); (4, 14); (7, 2); (7, 21); (9, 4); (9, 19); (14, 4); (14, 19); (16, 2); (16, 21);
(19, 9); (19, 14); (21, 7); (21, 16); (22, 0)}.

Сформулюємо теорему про умови суперсингулярностi кривої Едвардса, по-
передньо навiвши допомiжнi твердження.

Зауваження 1. Має мiсце симетрiя квадратiв лишкiв:
(𝑝−1

2 − 𝑘)
2 ≡ (𝑝−1

2 + 1 + 𝑘)
2
(m
¯
𝑜𝑑𝑝), 0 6 𝑘 6 𝑝−1

2 .

Справдi, виконується конгруенцiя (𝑝−1
2 )−𝑘 = 𝑝−((𝑝−1

2 )+1+𝑘) ≡ −((𝑝−1
2 )+1+

𝑘)(mod𝑝). Отже, (𝑝−1
2 − 2)

2 ≡ (𝑝−1
2 + 3)

2
, . . . , (𝑝−1

2 − 𝑘)
2 ≡ (𝑝−1

2 + 𝑘 + 1)
2
(mod

𝑝). Без квадратiв маємо антисиметричну конгруенцiю (𝑝−1
2 − 𝑘) ≡ −(𝑝−1

2 + 1 +
𝑘)(𝑚𝑜𝑑𝑝).

Нагадаємо лему про суму степенiв [19].

Лема 1. Якщо 𝑝 ∈ P i 𝑛 ∈ N0, то

𝑝−1∑︁
𝑘=1

𝑘𝑛 ≡

{︃
0 (𝑚𝑜𝑑𝑝), (𝑝− 1) - 𝑛,
−1 (𝑚𝑜𝑑𝑝), (𝑝− 1) | 𝑛.

Теорема 1. Якщо 𝑝 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 4) i 𝑝 — просте, то для 𝑑 = 2 i 𝑑 = 2−1

кiлькостi точок кривої 𝑥2 + 𝑦2 = 1 + 𝑑𝑥2𝑦2 та кривої 𝑥2 + 𝑦2 = 1 + 𝑑−1𝑥2𝑦2 над
𝐹𝑝 збiгаються i дорiвнюють 𝑁𝐸 = 𝑝 + 1, якщо 𝑝 ≡ 3(mod8) та 𝑁𝐸 = 𝑝 − 3,
якщо 𝑝 ≡ 7(mod8).
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Над полем 𝐹𝑝𝑛 , де 𝑛 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑2), порядки вищевказаних кривих 𝑁𝐸 = 𝑝𝑛 + 1,
якщо 𝑝 ≡ 3(mod8) i 𝑁𝐸 = 𝑝𝑛 − 3, якщо 𝑝 ≡ 7(mod8).

Доведення. Розглянемо криву

𝑥2 + 𝑦2 = 1 + 2𝑥2𝑦2. (2)

Перетворимо рiвняння (2) на 𝑦2 = 𝑥2−1
2𝑥2−1 . Множина розв’язкiв цього рiвняння

збiгається з множиною розв’язкiв рiвняння (2), бо значення 𝑥0 = (
√
2)−1, яке пе-

ретворює на 0 вираз 2𝑥2−1, не є коренем (2), оскiльки чисельник 𝑥2−1 не набуває
при цьому значення 0. У випадку 𝑝 ≡ 3(mod 8) вираз 2𝑥2−1 зi знаменника 𝑥2−1

2𝑥2−1 ,
який отримано бiрацiональним перетворенням з еквiвалентного рiвняння до рiв-
няння початкової кривої 𝑦2(2𝑥2 − 1) = 𝑥2 − 1, не може бути нулем, бо ( 2𝑝 ) ≡ −1.
Тому за умови 𝑝 ≡ 3(mod 8) крива 𝑦2 = (𝑥2−1)(2𝑥2−1) має стiльки ж точок 𝑁2,
що i крива (2), тобто 𝑁2 = 𝑁𝐸 , бо для кожного 𝑥 з 𝐹𝑝 символ Лежандра елемен-
тiв (𝑥2−1)/(2𝑥2−1) та (𝑥2−1)(2𝑥2−1) є однаковим, але множини цих розв’язкiв
можуть не збiгатися. У випадку 𝑝 ≡ 7(mod 8) крива 𝑦2 = (𝑥2 − 1)(2𝑥2 − 1) буде
мати на 2 точки бiльше, нiж (2), оскiльки з’являться точки ( 1√

2
, 0) i (− 1√

2
, 0), бо

( 2𝑝 ) ≡ 1. Отже, потрiбно показати, що число 𝑁2, рiвне кiлькостi точок на кривiй

𝑦2 = (𝑥2 − 1)(2𝑥2 − 1), (3)

задовiльняє умову 𝑁2 ≡ 1(mod 𝑝) для 𝑝 ≡ 3(mod 8) i 𝑁2 ≡ −1(mod 𝑝) для 𝑝 ≡
7(mod 8). Тодi матимемо 𝑁2 = 𝑝+ 1 для 𝑝 ≡ 3 (mod 8) та 𝑁2 = 𝑝− 1 для 𝑝 ≡
7(mod 8). (Випадки 𝑁2 = 1 або 𝑁2 = 2𝑝− 1 неможливi, бо 𝑁2 > 2 i 𝑁2 6 2𝑝− 2).
Звiдси випливає твердження про кiлькiсть точок на початковiй кривiй (2).

Покажемо, що кiлькiсть розв’язкiв рiвняння 𝑦2 = (𝑥2 − 1)(2𝑥2 − 1), тобто 𝑁2,
порiвняна з (−𝑎2𝑝−2 − 𝑎𝑝−1)(mod𝑝), де 𝑎2𝑝−2, 𝑎𝑝−1 — коефiцiєнти многочлена

(𝑥2 − 1)
𝑝−1
2 (2𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ... + 𝑎2𝑝−2𝑥

2𝑝−2 пiсля розкриття дужок i
застосування леми 1 про суму степенiв [19] зi зведенням за модулем 𝑝.

Для фiксованого значення 𝑥 кiлькiсть розв’язкiв рiвняння (3) дорiвнює 1 +(︁
(𝑥2−1)(2𝑥2−1)

𝑝

)︁
, де

(︁
𝑎
𝑝

)︁
— символ Лежандра. Як вiдомо,

(︁
𝑎
𝑝

)︁
= 𝑎

𝑝−1
2 (mod𝑝),

тому для фiксованого 𝑥 кiлькiсть розв’язкiв рiвняння (3) порiвнянна за моду-

лем 𝑝 з 1 + ((𝑥2 − 1)(2𝑥2 − 1))
𝑝−1
2 . Отже, пiдсумовуючи за всiма 𝑥, маємо 𝑁2 ≡

𝑝−1∑︀
𝑥=0

1 + ((𝑥2 − 1)(2𝑥2 − 1))
𝑝−1
2 ≡𝑝+

𝑝−1∑︀
𝑥=0

(𝑥2 − 1)
𝑝−1
2 (2𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 (mod 𝑝). Розкривши

дужки в (𝑥2 − 1)
𝑝−1
2 (2𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 , отримуємо, що 𝑎2𝑝−2 = 1

𝑝−1
2 · 2

𝑝−1
2 ≡ ( 2𝑝 )(mod

𝑝). Отже, використавши лему 1, маємо

𝑁2 ≡ −(
2

𝑝
)− 𝑎𝑝−1(mod 𝑝). (4)

Нам потрiбно було довести, що 𝑁2 ≡ 1( mod 𝑝) при 𝑝 ≡ 3(mod 8) i 𝑁2 ≡ −1( mod
𝑝) при 𝑝 ≡ 7(mod 8). Тобто треба було показати, що 𝑁2 ≡ −( 2𝑝 ) − 𝑎𝑝−1(mod 𝑝)

для 𝑝 ≡ 3 ( mod 4). Це випливатиме з (3), якщо ми покажемо, що 𝑎𝑝−1 ≡ 0( mod
𝑝). Визначимо згiдно з формулою бiнома Ньютона коефiцiєнт 𝑎𝑝−1 при 𝑥𝑝−1
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многочлена утвореного з добутку (𝑥2 − 1)
𝑝−1
2 (2𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 . Вiн дорiвнює 𝑎𝑝−1 =

(−1)
𝑝−1
2

𝑝−1
2∑︀
𝑗=0

2𝑗(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
. Справдi,

𝑝−1
2∑︁
𝑗=0

2𝑗(𝐶
𝑝−1
2 −𝑗

𝑝−1
2

)(−1)
𝑝−1
2 −( 𝑝−1

2 −𝑗) · 2𝑗(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
(−1)

𝑝−1
2 −𝑗

=

= (−1)
𝑝−1
2

𝑝−1
2∑︁
𝑗=0

2𝑗𝐶
𝑝−1
2 −𝑗

𝑝−1
2

· 𝐶𝑗𝑝−1
2

=(−1)
𝑝−1
2

𝑝−1
2∑︁
𝑗=0

2𝑗(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
.

Покажемо, що за умови 𝑝 ≡ 3(mod4) виконуватиметься
𝑝−1
2∑︁
𝑗=0

2𝑗(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
≡ 0 (mod 𝑝).

Домножимо кожен бiномiальний коефiцiєнт у попереднiй сумi на (𝑝−1
2 )!. Отри-

муємо

(
𝑝− 1

2
)!𝐶𝑗𝑝−1

2

=
(𝑝−1

2 )(𝑝−1
2 − 1)...(𝑝−1

2 − 𝑗 + 1)(𝑝−1
2 )!

1 · 2 · ... · 𝑗
=

= (
𝑝− 1

2
)(
𝑝− 1

2
− 1)...(

𝑝− 1

2
− 𝑗 + 1)[(

𝑝− 1

2
)(
𝑝− 1

2
− 1)...(𝑗 + 1)].

Застосовуємо рiвностi з зауваження 1 : (𝑝−1
2 − 𝑘)

2 ≡ (𝑝−1
2 + 1 + 𝑘)

2
(𝑚𝑜𝑑𝑝), 0 6

𝑘 6 𝑝−1
2 до множникiв у квадратних дужках [(𝑝−1

2 )(𝑝−1
2 −1)...(𝑗+1)], отримаємо:

(𝑝−1
2 )(𝑝−1

2 − 1)...(𝑝−1
2 − 𝑗 + 1)[(𝑝−1

2 + 1)...(𝑝−1
2 + 𝑝−1

2 − 𝑗)](−1)
𝑝−1
2 −𝑗 .

Переставивши множники бачимо, що з зауваження 1 випливає: (𝑝−1
2 )!𝐶𝑗𝑝−1

2

=

(𝑝−1
2 − 𝑗 + 1)(𝑝−1

2 − 𝑗 + 2)...(𝑝−1
2 )(𝑝−1

2 + 1)...(𝑝− 𝑗 − 1)(−1)
𝑝−1
2 −𝑗 .

Пiднiсши двi частини до квадрату, отримаємо:(︂(︂
𝑝− 1

2

)︂
!𝐶𝑗𝑝−1

2

)︂2

≡
(︂
𝑝− 1

2
− 𝑗 + 1

)︂2(︂
𝑝− 1

2
− 𝑗 + 2

)︂2

. . . (𝑝− 𝑗 − 1)
2
(mod𝑝).

(5)
Покажемо, як обчислити 𝑁2(mod𝑝). Помiтимо, що для заданого 𝑥 кiлькiсть роз-
в’язкiв рiвняння 𝑦2 = (𝑥2−1)(2𝑥2−1)( mod 𝑝) конгруентна значенню суми виразiв

1 + ((𝑥2 − 1)(2𝑥2 − 1))
𝑝−1
2 (mod 𝑝) по 𝑥 вiд 0 до 𝑝− 1. Отже,

𝑁2 ≡
∑︁𝑝−1

𝑥=0
1 + (𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 (2𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 ≡ 𝑝+

∑︁𝑝−1

𝑥=0
(𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 (2𝑥2 − 1)

𝑝−1
2

≡
∑︁𝑝−1

𝑥=0
(𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 (2𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 (mod𝑝).

Вираз (𝑥2 − 1)
𝑝−1
2 (2𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 — це деякий многочлен 𝑎2𝑝−2𝑥

𝑝−1+𝑎2𝑝−3𝑥
𝑝−2+

... + 𝑎1𝑥 + 𝑎0. Для всiх 𝑖 = 0, 1..., 2𝑝 − 2, окрiм 𝑖 = 2𝑝 − 2 i 𝑖 = 𝑝 − 1, сума
𝑝−1∑︀
𝑥=0

𝑥𝑖

рiвна 0 за модулем 𝑝.
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Для 𝑖 = 2𝑝− 2 i 𝑖 = 𝑝− 1 ця сума порiвняна з −1, що слiдує з леми про суму
степенiв. Тому

∑︀𝑝−1
𝑥=0 (𝑥

2 − 1)
𝑝−1
2 (2𝑥2 − 1)

𝑝−1
2 ≡ −𝑎2𝑝−2 − 𝑎𝑝−1(mod𝑝).

Має мiсце конгруенцiя суми коефiцiєнтiв з iндексами, кратними 𝑝− 1,

−𝑎2𝑝−2 − 𝑎𝑝−1(mod𝑝) ≡

{︃
1, 𝑝 ≡ 3(mod8)

−1, 𝑝 ≡ 7(mod8).

Для доведення цього залишилося обчислити 𝑎2𝑝−2 i 𝑎𝑝−1. Очевидно, 𝑎2𝑝−2 рiвний
2

𝑝−1
2 ≡ ( 2𝑝 )(mod𝑝). А коефiцiєнт 𝑎𝑝−1 виражається як

𝑎𝑝−1 =
∑︁ 𝑝−1

2

𝑗=0
(𝐶𝑗𝑝−1

2

)
2
2𝑗(−1)

𝑝−1
2 ,

тому що це коофiцiєнт у многочленi⎛⎝ 𝑝−1
2∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗𝑝−1
2

(𝑥2)
𝑗
(−1)

𝑝−1
2 −𝑗

⎞⎠⎛⎝ 𝑝−1
2∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗𝑝−1
2

2𝑗(𝑥2)
𝑗
(−1)

𝑝−1
2 −𝑗

⎞⎠

при 𝑥𝑝−1. Оскiльки 𝑝 ≡ 3( mod 4), то (−1)
𝑝−1
2 = −1 i 𝑎𝑝−1 = −

𝑝−1
2∑︀
𝑗=0

(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
2𝑗 .

Тому

𝑁2 ≡ −𝑎2𝑝−2 − 𝑎𝑝−1 ≡ −(
2

𝑝
) +

𝑝−1
2∑︁
𝑗=0

(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
2𝑗(mod𝑝).

Нагадуємо, що (︂
2

𝑝

)︂
≡

{︃
−1, 𝑝 ≡ 3(mod 8)

1, 𝑝 ≡ 7(mod 8).

Отже, в обох випадках треба довести спiввiдношення 𝑃 (2) =
𝑝−1
2∑︀
𝑗=0

(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
2𝑗 ≡

0(mod𝑝), з якого слiдувало б 𝑁2 ≡ −1(mod𝑝) при 𝑝 ≡ 7(mod8) i 𝑁2 ≡ 1(mod𝑝)
при 𝑝 ≡ 3(mod8).

Залишилося довести, що

𝑝−1
2∑︁
𝑗=0

(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
2𝑗 ≡ 0(mod 𝑝)

при 𝑝 ≡ 3( mod 4). Взагалi, для випадку довiльного 𝑑 ∈ 𝐹 *
𝑝 , мiркуючи аналогiчно,

отримали б, що при 𝑝 ≡ 3(mod 4) 𝐸𝑑 є суперсингулярною, якщо i тiльки якщо
виконано спiввiдношення

𝑝−1
2∑︀
𝑗=0

(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
𝑑𝑗 ≡ 0(mod 𝑝). (6)
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Розглянемо допомiжний полiном 𝑃 (𝑡) = (𝑝−1
2 !)

2∑︀ 𝑝−1
2

𝑗=0 (𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
𝑡𝑗 . Використо-

вуючи (5), можна показати

𝑎𝑝−1 = 𝑃 (𝑡) = (
𝑝− 1

2
!)
2∑︁ 𝑝−1

2

𝑗=0
(𝐶𝑗𝑝−1

2

)
2
𝑡𝑗 =

∑︁ 𝑝−1
2

𝑗=0
(𝑘 + 1)2(𝑘 + 2)2 . . . (

𝑝− 1

2
+𝑘)2𝑡𝑘

над 𝐹𝑝. Тут у суму (6), яка визначає 𝑎𝑝−1, замiсть 𝑑 пiдставили 𝑡 для дослiдження
узагальненої задачi.

Помiтимо, що 𝑃 (𝑡) = 𝜕
𝑝−1
2 (𝜕

𝑝−1
2 (𝑄(𝑡)𝑡

𝑝−1
2 )𝑡

𝑝−1
2 ) над 𝐹𝑝, де 𝑄(𝑡) = 𝑡𝑝−1 + · · ·+

𝑡 + 1, а 𝜕
𝑝−1
2 позначають 𝑝−1

2 -шу похiдну по змiннiй, 𝑡 — це нова змiнна, а не
координата кривої. Помiтимо, що 𝑄(𝑡) = 𝑡𝑝−1

𝑡−1 ≡ (𝑡−1)𝑝

𝑡−1 = (𝑡− 1)
𝑝−1

(𝑚𝑜𝑑𝑝), тому

в 𝐹𝑝 виконується 𝑃 (𝑡) = (((𝑡− 1)
𝑝−1

𝑡(
𝑝−1
2 ))𝑡

𝑝−1
2 )

( 𝑝−1
2 )

. Нехай 𝜃 = 𝑡− 1. Позначимо
𝑅(𝜃) = 𝑃 (𝑡). Для випадку 𝑡+ 1 = 2 отримаємо 𝜃 = 1, бо 𝜃 = 𝑡− 1. Ця замiна зво-
дить многочлен 𝑃 (𝑡) вiд 2 до многочлена 𝑅(𝑡− 1) вiд 1, тобто 𝑃 (𝑡+1) = 𝑅(𝑡), що
зручно зокрема i для дифернцiювання, можна вважати, що 𝑅(𝑡) — це многочлен
𝑃 (𝜃 − 1) вiд нової змiнної 𝜃, 𝜃 = 𝑡 − 1. Зауважимо, що в силу лiнiйностi замiни,
диференцiювання за 𝜃 i за 𝑡 збiгаються. Диференцiювання потрiбне для перетво-
рення многочлена 𝑅(𝜃) до такого вигляду, де явно видно потрiбний коефiцiєнт

𝑎𝑝−1. Тодi 𝑅(𝜃) = 𝑃 (𝑡) = ((𝜃𝑝−1(𝜃 + 1)
𝑝−1
2 )

( 𝑝−1
2 )

(𝜃 + 1)
𝑝−1
2 )

( 𝑝−1
2 )

. Для доведення
спiввiдношення 𝑎𝑝−1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑝) достатньо показати, що 𝑅(𝜃) = 0 при 𝜃 = 1 над

𝐹𝑝. Помiтимо, що (𝜃𝑝−1(𝜃 + 1)
𝑝−1
2 )

( 𝑝−1
2 )

=

= (𝜃𝑝−1 + 𝐶1
𝑝−1
2

𝜃𝑝 + 𝐶2
𝑝−1
2

𝜃𝑝+1 + ...+ 𝐶
𝑝−1
2

𝑝−1
2

𝜃𝑝−1+ 𝑝−1
2 )

( 𝑝−1
2 )

= (𝜃𝑝−2)
( 𝑝−1

2 )
= (𝑝−1)(𝑝−

2)...(𝑝−1
2 + 1)𝜃

𝑝−1
2 . Всi доданки, окрiм першого, стали рiвними 0. Тому

𝑅(𝜃) =
(𝑝− 1)!

(𝑝−1
2 )!

(𝜃
𝑝−1
2 (𝜃 + 1)

𝑝−1
2 )

( 𝑝−1
2 )

=
(𝑝− 1)!

(𝑝−1
2 )!

𝑝−1
2∑︁
𝑗=0

(𝑗 + 1)...(𝑗 +
𝑝− 1

2
)𝜃𝑗𝐶𝑗𝑝−1

2

.

Потрiбно показати, що 𝑃 (1 + 1) = 𝑅(1) ≡ 0(mod𝑝) а тому i 𝑎𝑝−1 ≡ 0(mod𝑝).
Маємо

𝑅(1) = (𝑝−1)!

( 𝑝−1
2 )!

∑︀ 𝑝−1
2

𝑗=0 𝐶
𝑗
𝑝−1
2

(𝑗 + 1)...(𝑗 + 𝑝−1
2 ). (7)

Помiчаємо, що (𝑝−1
2 − 𝑗 + 2)...(𝑝−1

2 − 𝑗 + 𝑝−1
2 ) = (−1)

𝑝−1
2 (𝑗 + 1)...(𝑗 + 𝑝−1

2 ) =

−1(𝑗 + 1)...(𝑗 + 𝑝−1
2 ), Через те симетричнi доданки в (7) скорочуються. Тут ми

використовуємо те, що (−1)
𝑝−1
2 = −1, так як 𝑝 =𝑀𝑘+3 i 𝑝−1

2 = 2𝑘+1. Значить,
𝑃 (2) = 𝑅(1) = 0, тобто 𝑎𝑝−1 ≡ 0(mod𝑝), що i потрiбно було довести. Отже,∑︀ 𝑝−1

2
𝑗=0 (𝐶𝑗𝑝−1

2

)
2
≡ 0(mod𝑝), що завершує доведення основної частини теореми.

Аналогiчний результат матиме мiсце для кривої 𝑥2+𝑦2 = 1+2−1𝑥2𝑦2. Дiйсно,
для доведення аналогiчного твердження щодо кривої 𝑥2+𝑦2 = 1+2−1𝑥2𝑦2 потрi-

бно показати, що
𝑝−1
2∑︀
𝑗=0

(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
2−𝑗 ≡ 0(mod 𝑝). Для отримання останньої формули



Суперсингулярнiсть елiптичних кривих над 𝐹𝑝𝑛 103

враховуємо, що ( 2𝑝 ) = ( 2
−1

𝑝 ) слiдує з вже доведеного
𝑝−1
2∑︀
𝑗=0

(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
2𝑗 ≡ 0(mod𝑝)

якщо домножити останнє на 2−
𝑝−1
2 . Тобто

∑︀ 𝑝−1
2

𝑗=0 (𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
2−𝑗 ≡ 0 так як

2
𝑝−1
2

∑︁ 𝑝−1
2

𝑗=0
(𝐶𝑗𝑝−1

2

)
2
2−𝑗 =

∑︁ 𝑝−1
2

𝑗=0
(𝐶𝑗𝑝−1

2

)
2
2

𝑝−1
2 −𝑗 =

∑︁ 𝑝−1
2

𝑗=0
(𝐶𝑗𝑝−1

2

)
2
2𝑗 .

наприкладi, для параметрiв 𝑝 = 8𝑘 + 7 = 23 i 𝑑 = 12 = 2−1 маємо 𝑁𝐸(12) = 20 =
𝑝− 3, а для 𝑑 = 2 маємо 𝑁𝐸(2) = 20 = 𝑝− 3, отже, обидва рази 20 пар точок, що
пiдтверджує нашу теорему.

Розглянемо розширення базового поля до F𝑝𝑛 , тодi отримуємо кiлькiсть то-
чок вищевказаної кривої 𝑥2 + 𝑦2 = 1 + 𝑑𝑥2𝑦2 з врахуванням того, що кiлькiсть
розв’язкiв рiвняння 𝑦2 = 𝑃 (𝑥), де 𝑃 (𝑥) – многочлен степеня 𝑚 > 2 з коефi-
цiєнтами з F𝑝, над F𝑝𝑛 . Цей многочлен має вигляд 𝑝𝑛 + 𝜔𝑛1 + ... + 𝜔𝑛𝑚−1, де
𝜔1, ..., 𝜔𝑚−1 ∈ C залежать лише вiд 𝑥 (i не залежать вiд 𝑛) [20]. Оскiльки су-
персингулярнiсть кривої 𝑥2 + 𝑦2 = 1 + 𝑑𝑥2𝑦2 рiвносильна, тому що елiптична
крива 𝑣2 = (𝑑−1)𝑢3+2(𝑑+1)𝑢2+(𝑑−1)𝑢 має рiвно 𝑝 звичайних (не нескiнченно
вiддалених) точок, ми можемо застосувати даний результат для 𝑚 = 3. Згiдно з
цим кiлькiсть розв’язкiв рiвняння 𝑣2 = (𝑑 − 1)𝑢3 + 2(𝑑 + 1)𝑢2 + (𝑑 − 1)𝑢 над F𝑝𝑛
задається виразом 𝑝𝑛+𝜔𝑛1 +𝜔𝑛2 . Оскiльки для 𝑛 = 1 виходить рiвно 𝑝 розв’язкiв,
то маємо 𝜔1 + 𝜔2 = 0, тому 𝑝𝑛 + 𝜔𝑛1 + 𝜔𝑛2 = 𝑝𝑛, при 𝑛 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑2).

Нагадаємо, що елiптична крива у формi Монтгомерi 𝐸𝑀 : 𝑣2 = 𝑢3 + 6𝑢2 + 𝑢
є бiрацiонально еквiвалентною до кривої 𝑥2 + 𝑦2 = 1 + 2𝑥2𝑦2 над 𝐹𝑝𝑘 .

Покажемо, що для непарних степенiв 𝑘 розширень поля 𝐹𝑝 до 𝐹𝑝𝑘 порядок
групи кривої Монтгомерi 𝐸𝑀 є наступним: 𝑁𝑀 = 𝑝𝑘.

Позначимо кiлькiсть точок на кривiй Монтгомерi над F𝑝𝑘 як𝑁𝑀,𝑘, а на кривiй
Едвардса як 𝑁𝐸,𝑘. Порядок 𝑁𝑀,𝑘 групи кривої Монтгомерi 𝑣2 = 𝑢3 +6𝑢2 +𝑢 над
𝐹𝑝𝑘 , яка є бiрацiонально еквiвалентною до кривої 𝑥2+𝑦2 = 1+2𝑥2𝑦2, обчислюється
за допомогою теорем Степанова [20] i Делiня [15]: 𝑁𝑀 = 𝑝𝑘 + 𝜔𝑘1 + 𝜔𝑘2 , де 𝜔𝑘𝑖 ∈ C
i 𝜔𝑘1 = −𝜔𝑘2 , |𝜔𝑖| =

√
𝑝, 𝑖 ∈ 1, 2. Згiдно з теоремою Делiня: |𝜔𝑖| =

√
𝑝. А для

елiптичної кривої виконується 𝜔1 = �̄�2 [15], тому, враховуючи, що виведене вище
𝜔1 + 𝜔2 = 0, яке слiдувало з 𝑁𝑀,1 = 𝑝, маємо 𝜔1 = 𝑖

√
𝑝, 𝜔2 = −𝑖√𝑝. Звiдси для

парних 𝑘 маємо, що 𝑁𝑀,𝑘 = 𝑝𝑘 + 2(−𝑝)
𝑘
2 . Для непарних 𝑘 маємо 𝜔𝑘1 + 𝜔𝑘2 = 0,

тому 𝑁𝑀,𝑘 = 𝑝𝑘.
В силу того, що при 𝑘 ≡ 1(mod 2) кiлькiсть афiнних точок 𝑁𝑀,1 = 𝑝 рiвна 𝑝𝑘

маємо, що кiлькiсть афiнних точок у образi при вiдображеннi з 𝐸𝑀 на (3) рiвна
𝑁𝐸,𝑘 = 𝑝𝑘 − 2 для 𝑝 ≡ 3(mod4) i 𝑘 ≡ 1(mod2). Це так, бо вiдображення 𝑦 =
(𝑢−1)/(𝑢+1) вiдображає 2 точки 4-го порядку, кривої Монтгомерi, з координатою
𝑢 = −1 на нескiнченнiсть, тобто не у точку з афiнної площини. Звiдси маємо
𝑁𝐸 = 𝑝𝑘 − 3 при 𝑝 ≡ 7(mod 8), 𝑁𝐸 = 𝑝 при 𝑝 ≡ 3(mod 8) i 𝑘 ≡ 1(mod 2).

Крива Едвардса в афiннiй формi над F𝑝, 𝑝 ≡ 7(mod 8) має тiльки 𝑁𝐸 = 𝑝− 3
точок замiсть очiкуваних 𝑝 + 1. Це так, оскiльки наявнi на проективнiй кривiй
Едвардса 2 особливi точки 𝑝 = (1, 0, 0) i 𝑝′ = (0, 1, 0) пiсля її нормалiзацiї шля-
хом бiрацiонального вiдображення 𝑢 = (1 + 𝑦)/(1 − 𝑦), 𝑣 =

√
𝐴𝑢/𝑥 [7, 10], мають

по 2 образи. Властивостями, вказаними в означеннi бiрацiонального iзоморфi-
зму в [13], володiють i вiдображення 𝑥 = 𝑢

𝑣 , 𝑦 = 𝑢−1
𝑢+1 з [7] та оберненим (𝑢, 𝑣) =
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((𝑦+1)/(𝑦−1), 𝑥(𝑦+1)/(𝑦−1) ) зi спецiальними точками цього рацiонального вiд-
ображення, де 𝑣 = 0 або 𝑢 = −1. В них вiдображення не визначено. Особливi то-
чки скрученої кривої Едвардса при вiдображеннi нормалiзацiї переходять в саме
цi спецiальнi точки вiдображення бiрацiональної еквiвалентностi 𝑥 = 𝑢

𝑣 , 𝑦 = 𝑢−1
𝑢+1

заданого в [7]. Точки, де 𝑣 = 0, це ((−𝐴 ±
√︀

(𝐴+ 2)(𝐴− 2))/2, 0), що мають
порядок 2 на кривiй Монтгомерi, i точки, де 𝑢 = −1 — це точки порядку 4 з коор-
динатами (−1,±(𝐴− 2)/𝐵) на кривiй Монтгомерi. При цьому цi особливi точки
переходять в не особливi точки нормалiзованої кривої 𝐸𝑀 . Тому нормалiзована
крива Едвардса мiстить вже на 4 точки бiльше, а саме (𝑝− 3) + 4 = 𝑝+ 1 точок.
Зауважимо, що за умови (𝑎𝑝 ) = 1 крива 𝐸𝑑 iзоморфна кривiй (1), цей iзомор-
фiзм задається вiдображенням 𝑋 = 𝑥√

𝑎
, 𝑌 = 𝑦, тому в цьому випадку результати

теореми поширюються на криву (1).

Наслiдок 1. Якщо коефiцiєнт 𝑑 кривої 𝐸𝑑 задовольняє рiвняння суперсин-

гулярностi
𝑝−1
2∑︀
𝑗=0

(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
𝑑𝑗 ≡ 0(mod 𝑝), наведене в доведенi теоремi 1, то 𝐸𝑑 має

𝑝−1−2(𝑑𝑝 ) точок над 𝐹𝑝, а бiрацiонально еквiвалентна [12,13] їй крива 𝐸𝑀 має
𝑝+ 1 точку над 𝐹𝑝.

Доведення. З доведення теореми 1 слiдує, що конгруенцiя (6) а саме

𝑝−1
2∑︁
𝑗=0

(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
𝑑𝑗 ≡ 0(mod 𝑝)

є визначальною для виконання умови суперсингулярностi. З вище сказаного слi-
дує, що суперсингулярнiсть кривої Едвардса рiвносильна тому, що рiвняння (1)
або рiвносильне йому 𝑦2

(︀
𝑑𝑥2 − 1

)︀
= 𝑥2−1 має в F𝑝 рiвно 𝑝−1−2

(︁
𝑑
𝑝

)︁
розв’язкiв.

Це випливає з формули кiлькостi точок (4), виведеної у теоремi 1, i умови 𝑎𝑝−1 ≡
0(𝑚𝑜𝑑𝑝), що забезпечує виконання умови суперсингулярностi (6), при цьому вра-
ховано наявнiсть 2 особливих точок у проективної кривої 𝐹 (𝑥; 𝑦; 𝑧), що знайденi
у роздiлi 1. А це рiвносильно тому, що узагальнене рiвняння (3), яке має вигляд

𝑦2 = (𝑑𝑥2 − 1)(𝑥2 − 1), (8)

має рiвно 𝑝−
(︁
𝑑
𝑝

)︁
розв’язкiв. Справдi, кожний розв’язок рiвняння (1) вiдповiдає

розв’язку рiвняння (8), але (8) має ще розв’язки, при яких 𝑑𝑥2−1 ≡ 0. Їх стiльки,
скiльки є квадратних коренiв з 𝑑 в F𝑝, тобто їх 1+

(︁
𝑑
𝑝

)︁
. Отже суперсингулярнiсть

кривої Едвардса рiвносильна тому, що рiвняння (8) має 𝑝− 1− 2
(︁
𝑑
𝑝

)︁
+1+

(︁
𝑑
𝑝

)︁
=

𝑝−
(︁
𝑑
𝑝

)︁
розв’язкiв.

Як показано вище, кiлькiсть розв’язкiв (2) конгруентна −(𝑎2𝑝−2−𝑎𝑝−1)𝑚𝑜𝑑𝑝,

де коефiцiєнти многочлена
(︀
𝑑𝑥2 − 1

)︀ 𝑝−1
2
(︀
𝑥2 − 1

)︀ 𝑝−1
2 = 𝑎2𝑝−2𝑥

2𝑝−2 + ...+ 𝑎0. Тому

якщо −𝑎2𝑝 − 𝑎𝑝−1 ≡ 𝑝 −
(︁
𝑑
𝑝

)︁
mod 𝑝 тобто 𝑎𝑝−1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑝), то крива Едвардса є

суперсингулярною. Випадки 𝑁𝐸𝑑
= −

(︁
𝑑
𝑝

)︁
i 𝑁𝐸𝑑

= 2𝑝 −
(︁
𝑑
𝑝

)︁
є неможливими, в
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силу нерiвностi 2 6 𝑁𝐸𝑑
6 2𝑝−2. Дiйсно, вона має хоч 2 розв’язки 𝑦 = 0, 𝑥 = ±1,

а бiльше нiж 2𝑝 − 2 розв’язкiв вона мати не може, бо для 𝑥 = ±1 є iснує один
можливий 𝑦 = 0, а для iнших значень 𝑥 не бiльше нiж 2 можливих 𝑦.

Отже, результат теореми 1 можна розповсюдити на всi 𝑑 ∈ 𝐹 *
𝑝 , що його за-

довольняють (6). Суперсингулярнiй кривiй 𝐸𝑑 вiдповiдає суперсингулярна крива
𝐸𝑀 , що має 𝑝+ 1 точок, серед яких 1 нескiнченно вiддалена.

2.2. Cуперсингулярнiсть елiптичних кривих

Наслiдок 2. Якщо виконується умова
𝑝−1
2∑︀
𝑗=0

(𝐶𝑗𝑝−1
2

)
2
𝑑𝑗 ≡ 0( mod 𝑝), то крива

Монтгомерi 𝑢2 = (𝑑− 1) 𝑣3 + 2(𝑑 + 1)𝑣2 + (𝑑− 1) 𝑣 для непарних 𝑘 має рiвно 𝑝𝑘
афiнних точок над F𝑝𝑘 .

Доведення. Як доведено в теоремi 3.4 [2], кожна крива Монтгомерi над
скiнченим полем 𝑘, 𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑘) ≡ 3(mod4) є бiрацiонально еквiвалентною кривiй
Едвардса. З формули бiрацiонального вiдображення над 𝑘, 𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑘) ̸= 2 кривої
𝐸𝑎,𝑑 в 𝐸𝑀 були отриманi коефiцiєнти кривої 𝐸𝑀 :𝐴 = 2 (𝑎+𝑑)

(𝑎−𝑑) i𝐵 = 4
𝑎−𝑑 [2]. Отже,

образом знайденої нами супeрсингулярної кривої 𝐸𝑑, де коефiцiєнт 𝑑 задовольняє
вказану в умовi конгруенцiю, є крива 𝐸𝑀 : 4

𝑎−𝑑𝑢
2 = 𝑣3+2𝑎+𝑑𝑎−𝑑𝑣

2+ 𝑣. Враховуючи,
що 𝑎 = 1, отримуємо елiптичну криву у формi Монтгомерi 4

1−𝑑𝑢
2 = 𝑣3+2 1+𝑑

1−𝑑𝑣
2+

𝑣, з вiдповiдними коефiцiєнтами 𝐵 = 4
1−𝑑 , 𝐴 = 2 1+𝑑

1−𝑑 . Оскiльки 𝑑 ̸= 1, маємо
рiвняння еквiвалентної елiптичної кривої 4𝑢2 = (1− 𝑑)𝑣3 + 2(1 + 𝑑)𝑣2 + (1− 𝑑)𝑣.

З умови наслiдку 1 i теореми 1 легко отримується, що властивiстю суперсин-
гулярностi володiють i кривi 𝐸𝑑 з коефiцiєнтами 𝑑 = 17 + 12

√
2 i 𝑑 = 17 − 12

√
2

при 𝑝 ≡ 7(mod 8). Випадок 𝑝 ≡ 3(mod 8) неможливий в силу неiснування
√
2.

Наслiдок 3. Якщо коефiцiєнт кривої Едвардса 𝑑 = 2 i 𝑝𝑘 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑4), то в
полi 𝐹𝑝𝑘 кiлькiсть розв’язкiв 𝑦2 = 𝑢3 + 6𝑢2 + 𝑢 рiвна 𝑝𝑘. Вiдповiдно крива (1)
має 𝑝𝑘 + 1 при 𝑝𝑘 ≡ 3(mod 4) i 𝑝𝑘 − 3 при 𝑝𝑘 ≡ 7(mod 8).

Доведення цього наслiдку слiдує безпосередньо з наслiдкiв 1 i 2 та дослiдже-
ної в теоремi 1 кiлькостi розв’язкiв рiвняння 𝑦2 = (𝑥2 − 1)(2𝑥2 − 1), яка рiвна
𝑝𝑘 + 1 при 𝑝𝑘 ≡ 3( mod 8) i 𝑝𝑘 − 1 при 𝑝𝑘 ≡ 7(mod 8). Тобто має рiвно 𝑝𝑘 −

(︁
𝑑
𝑝

)︁
розв’язкiв над 𝐹𝑝𝑘 , що випливає з наслiдку 1, бо −𝑎2𝑝−𝑎𝑝−1 ≡ 𝑝𝑘−

(︁
𝑑
𝑝

)︁
( mod 𝑝𝑘),

де 𝑎𝑝−1 ≡ 0(mod 𝑝𝑘).
Сформулюємо спосiб знаходження суперсингулярної елiптичної кривої у фор-

мi Веєрштрасса.

Зауваження 2. Суперсингулярнiй елiптичнiй кривiй у канонiчнiй формi
Веєрштрасса 𝑦2 = 𝑥3+𝑎𝑥+𝑏 iзоморфна суперсингулярна елiптична крива Монт-
гомерi 𝐸𝑀 .

Для зведення кривої 𝐸𝑀 до канонiчної форми Веєрштрасса подiлимо рiвня-
ння кривої 4𝑢2 = (1 − 𝑑)𝑣3 + 2(1 + 𝑑)𝑣2 + (1 − 𝑑)𝑣 на 4 i до отриманної кривої
𝑢2 = 4−1((1 − 𝑑)𝑣3 + 2(1 + 𝑑)𝑣2 + (1 − 𝑑)𝑣) = 𝑎𝑣3 + 𝑏𝑣2 + 𝑎𝑥 застосуємо замiну
𝑡 = 𝑣 − 𝑏

3𝑎 , де 𝑎 = (𝑑 − 1)4−1, 𝑏 = 2−1(1 + 𝑑). Ця крива буде суперсингулярною
елiптичною кривою у формi Веєрштрасса.
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Зауваження 3. Скручена крива Едварса допускає кофактор 4.

Доведення. Менше нiж 4 кофактор бути не може, бо точки 4-го порядку
iснують на кожнiй кривiй Едвардса. Доведення їх iснування дає прикдад такої
кривої. Так якщо 𝑝 = 2192−264−1, то скручена крива Едвардса 𝐸102,47 : 102𝑥2+
𝑦2 = 1 + 47𝑥2𝑦2 має кофактор 4 [7].

Наслiдок 4. Умова неiснування точки 8-го порядку є необхiдною умовою
мiнiмальностi кофактора [14] кривої Едвардса.

Доведення. Справдi, вiдомо, що порядок групи точок кривих 𝐸𝑑 з мiнiмаль-
ним кофактором рiвний 4𝑝 [7], тобто не дiлиться на 8. Тому необхiдна i достатня
умова подiльностi на 8, яка дослiджена у властивостi 4, виключає максималь-
нiсть порядку в разi її виконання i забезпечує мiнiмальнiсть кофактора кривої в
разi її невиконання, iнакше в силу циклiчностi групи точок даної кривої в нiй би
iснувала мультиплiкативна пiдгрупа 𝐶8, яка породжувалась би елементом 8-го
порядку, необхiдна i достатня умова iснування якого дослiджена автором в [28],
внаслiдок чого порядок кривої був би 8𝑝.

Наступна властивiсть дає спосiб побудови кривої з заданою циклiчною пiд-
групою простого порядка 𝑞 i мiнiмальним кофактором — 4.

Зауваження 4. Якщо 𝑝 = 8𝑘 + 7, де 𝑝, 𝑞 ∈ P i 𝑝 − 3 = 4𝑞, а коефiцiєнт 𝑑
задовольняє умову суперсингулярностi (6) кривої 𝐸1,𝑑 над 𝐹𝑝, то 𝐸1,𝑑 має мi-
нiмальний кофактор 4 i мiстить просту циклiчну пiдгрупу порядка 𝑞. Якщо
𝑝 = 8𝑘 + 3, де 𝑝, 𝑞 ∈ P i 𝑝 + 1 = 4𝑞, а коефiцiєнт 𝑑 задовольняє умову супер-
сингулярностi (6) кривої 𝐸1,𝑑 над 𝐹𝑝, то 𝐸1,𝑑 має мiнiмальний кофактор 4 i
мiстить циклiчну пiдгрупу простого порядка 𝑞.

Доведення. Доведення слiдує з теореми 1 про порядок суперсингулярної
кривої над вiдповiдним 𝐹𝑝 i того факту, що точка порядку 4 [7] завжди iснує на
𝐸1,𝑑. Окрiм того проcтота пiдгрупи 𝐶𝑞 слiдує з того, що циклiчна група порядку
𝑞 не мiстить не тривiальних пiдгруп.

Висновки. Отже, знайдено необхiднi i достатнi умови суперсингулярностi
кривих 𝐸𝑎,𝑑 i елiптичних кривих для полiв 𝐹𝑝𝑛 характеристики 𝑝 = 4𝑘+3. Запро-
поновано теоретичне пiдґрунтя для нового методу перевiрки елiптичних кривих
у формi Монтгомерi i у нормальнiй формi Веєрштрасса на суперсингулярнiсть,
що ґрунтується на бiрацiональному iзоморфiзмi елiптичної кривої i дослiдженної
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Скуратовский Р. В.
Суперсингулярность эллиптических кривых и кривых Эдвардса над 𝐹𝑝𝑛

Резюме

Мы рассматриваем алгебраические кривые в форме Эдвардса и эллиптические кри-
вые Монтгомери над конечным полем 𝐹𝑝𝑛 , которые в настоящее время являются од-
ним из самых быстрых и перспективиих носителей групп, на настоящее время имеют
много применений. В работе найдены условия суперсингулярности кривых Эдвардса и
большого класса скрученных кривых Эдвардса над полем 𝐹𝑝𝑛 характеристики 𝑝 𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣3
mod 4. Показано, что проективная кривая Эдвардса не является эллиптической. Иссле-
дованы некоторые интересные свойства группы точек этих кривых. Построение кривой
заданного порядка с минимальным кофактором. Подсчитан род скрученной кривой
Эдвардса. Сделан анализ ее классов суперсингулярних кривых. Найдены условия ми-
нимальности кофактора скрученной кривой Эдвардса и его род.
Ключевые слова: суперсингулярные кривые, конечное поле, эллиптическая криптогра-
фия, кривая Эдвардса, эллиптические кривые с малой степенью погружения в поле .

Skuratovskii R. V.
Supersingularity of elliptic and Edwards curves over 𝐹𝑝𝑛

Summary

We consider the algebraic curves which have form of Edwards and elliptic curves with coor-

dinates in 𝐹𝑝𝑛 . These curves are most effective support for a cyclic group of points which

have many applications now. In this paper it was found conditions of supersingularity for

Edwards curve and same case of twisted Edwards and Montgomery curves over 𝐹𝑝𝑛 where

𝑝 ≡ 3𝑚𝑜𝑑4. There was proved that projective twisted Edwards curve is not elliptic. Some

properties of this curve were investigated. Conditions of minimal cofactor of twisted Ed-

wards curve were founded. Construction of a curve with given order and minimal cofactor

was made.

Key words: supersingularity, finite field, elliptic cryptography, Edwards curve, pairing-friendly

elliptic curves.
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