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ДИФРАКЦIЯ ХВИЛЬ НА КОНIЧНОМУ ДЕФЕКТI,
РОЗТАШОВАНОМУ В АКУСТИЧНОМУ СЕРЕДОВИЩI

У статтi побудовано розривний розв’язок хвильового рiвняння для конiчного дефекту,
розташованого в акустичному середовищi, на яке дiє квазiстатичне динамiчне наванта-
ження. Пiд дефектом вважається частина поверхнi, при переходi через яку терплять
розриви неперервностi першого роду iз заданими стрибками хвильовий потенцiал та
його нормальна до поверхнi дефекту похiдна. Розривний розв’язок хвильового рiвнян-
ня — це такий розв’язок, що задовiльняє рiвняння у всiй областi визначення невiдомоi
функцiї за винятком точок поверхнi дефекту, де шукана функцiя та iї похiдна мають
заданi стрибки. Для побудови такого розв’язку застосовано метод iнтегральних пере-
творень за класичною схемою та за узагальненою схемою вiдносно змiнної, за якою
функцiя є розривною. Отримано граничнi значення хвильового потенцiалу. За вiдомою
схемою методу розривних розв’язкiв на основi отриманих спiввiдношень для хвильового
потенцiалу та його нормальної похiдноi можливо вивести подання розривних розв’язкiв
динамiчних рiвнянь руху для конiчного дефекту у випадку квазiстатичних коливань.
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Вступ. Актуальнiсть проблеми дифракцiї хвиль пояснюється необхiднiстю
враховувати значну кiлькiсть неоднорiдностей пiд час розробки нових композит-
них матерiалiв, геофiзичних та сейсмологiчних дослiджень, де явища протiка-
ють пiд динамiчними навантаженнями. Для полегшення процесiв проектування
потрiбнi попереднi розрахунки на основi вiдповiдних математичних моделей, що
надають можливiсть проаналiзувати вплив таких концентраторiв динамiчних на-
пружень, як включення, порожнина, вирiз, трiщина та iнше [1]– [3].

З iншого боку, задачi дифракцiї акустичних та пружних хвиль є одними з кла-
сичних задач механiки деформiвних тiл. Побудова їх аналiтичних розв’язкiв, ана-
лiз хвильових полiв в околi дефектiв складають широкий клас задач, розв’язання
яких потребують залучення складного математичного апарату.

Розвиток цього математичного апарату проведено багатьма вченими ( [4]-
[14]). Одним з потужних методiв розв’язання задач дифракцiї хвиль на дефектах
рiзної форми є метод розривних розв’язкiв. Цей метод було створено Г. Я. Попо-
вим [15] — їм було дано означення розривного розв’язку диференцiального рiвня-
ння, а саме: розривним розв’язком певного диференцiального рiвняння є такий
його розв’язок, що задовольняє це рiвняння у всiй областi визначення невiдомої
функцiї, за винятком поверхнi дефекту, пiд час переходу якої невiдома функцiя
терпить розриви неперервностi iз заданими стрибками самої невiдомої функцiї
та її нормальної похiдної. Цi стрибки функцiї та її похiдної або задано умовами
вихiдної задачi, або встановлено за певних умов на розв’язок. Пiд дефектом вва-
жається частина поверхнi (математичний розрiз по поверхнi), при переходi через
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яку функцiя та її нормальна похiдна терплять розриви 1-го роду. Г. Я. Поповим
був запропонований метод побудови таких розв’язкiв для дефектiв та тiл, що опи-
суються в ортогональних криволiнiйних системах координат. Суть його полягає
в побудовi розривного розв’язку хвильового рiвняння (або рiвняння Лапласа для
статичної постановки задачi) та подальшiй побудовi розривних розв’язкiв рiвнянь
Ламе. Це реалiзовано завдяки формулам взаємозв’язку хвильових потенцiалiв та
перемiщень i напружень. У [15] їм було запропоновано метод побудови розривних
розв’язкiв статичних задач теорiї пружностi для лiнiйних, кругових, сферичних
та цилiндричних дефектiв.

Цей метод було поширено на задачi дифракцiї хвиль наприклад, у робо-
тах [16]– [18]. У роботi [19] метод розривних розв’язкiв поширено на дефекти
довiльної форми.

У данiй роботi пропонується побудова розривного розв’язку рiвняння Гельм-
гольца для випадку дефекту конiчної форми.

Основнi результати. Нехай в акустичному середовищi мiститься конiч-
ний дефект, поверхня якого описується у сферичнiй системi координат спiввiд-
ношеннями:

0 < 𝑟 <∞, 0 < 𝜃 < 𝜔,−𝜋 < 𝜙 < 𝜋. (1)

Середовище знаходиться пiд впливом усталених коливань, що описуються рiвня-
нням Гельмгольца(︁

𝑟2Φ̃′(𝑟, 𝜃, 𝜙)
)︁′

−∇Φ̃(𝑟, 𝜃, 𝜙)− (𝑟𝑞)2Φ̃(𝑟, 𝜃, 𝜙) = 0, (2)

тут Φ(𝑟, 𝜃, 𝜙, 𝑡) = Φ̃(𝑟, 𝜃, 𝜙)𝑒𝑖𝜔𝑡, 𝑐 — швидкiсть хвиль в акустичному середовищi.
Тут i далi введемо наступнi позначення: ∇Φ(𝑟, 𝜃, 𝜙) = 1

sin2 𝜃

[︁
𝜕2Φ
𝜕𝜙2 − (sin 𝜃Φ.(𝑟, 𝜃, 𝜙))

.
]︁
,

𝑞2 =
(︀
𝑖𝜔
𝑐

)︀2
= −𝜔2

𝑐2 , 𝜔 — частота падаючої хвилi; тут штрих позначає похiдну за
змiнною 𝑟, точка над лiтерою — похiдну за другою змiнною 𝜃.

Застосуємо до рiвняння (2) iнтегральне перетворення Фур’є за змiнною 𝜙:

Φ𝑛(𝑟, 𝜃) =

ˆ 𝜋

−𝜋
𝑒𝑖𝑛𝜙Φ(𝑟, 𝜃, 𝜙)𝑑𝜙. (3)

У просторi трансформант (3) рiвняння (2) набуває вигляду:(︀
𝑟2Φ′

𝑛(𝑟, 𝜃)
)︀′ −∇𝑛Φ𝑛(𝑟, 𝜃)− 𝑟2𝑞2Φ𝑛(𝑟, 𝜃) = 0, (4)

де ∇𝑛𝑓𝑛(𝑟, 𝜃) =
𝑛2

sin2 𝜃
− [sin 𝜃𝑓 ′

𝑛(𝑟,𝜃)]
.

sin2 𝜃
.

Зробимо у рiвняннi (4) замiну змiнних 𝑟 = 𝑥
𝑞 , у нових змiнних рiвняння (4)

запишеться у формi(︂
𝑥2Φ′

𝑛

(︂
𝑥

𝑞
, 𝜃

)︂)︂′

−∇𝑛Φ𝑛

(︂
𝑥

𝑞
, 𝜃

)︂
− 𝑥2Φ𝑛

(︂
𝑥

𝑞
, 𝜃

)︂
= 0. (5)

Застосуємо до (5) iнтегральне перетворення Канторовича—Лебєдєва за змiн-
ною 𝑥:

Φ𝑛𝜏 (𝜃) =

ˆ ∞

0

𝐾𝑖𝜏 (𝑥)√
𝑥

Φ𝑛

(︂
𝑥

𝑞
, 𝜃

)︂
𝑑𝑥. (6)
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У просторi трансформант (6) маємо

𝜏2Φ𝑛𝜏 (𝜃) +

(︂
1

4
+∇𝑛

)︂
Φ𝑛𝜏 (𝜃) = 0. (7)

Застосувати iнтегральне перетворення Лежандра до рiвняння (7) за загаль-
ною схемою неможливо, оскiльки при 𝜃 = 𝜔 мають мiсце розриви функцiї Φ𝑛𝜏 (𝜃)
та її похiдної зi стрибками:⟨

Φ
(︁
𝑥
𝑞 , 𝜔, 𝜙

)︁⟩
= Φ

(︁
𝑥
𝑞 , 𝜔 − 0, 𝜙

)︁
− Φ

(︁
𝑥
𝑞 , 𝜔 + 0, 𝜙

)︁
,⟨

Φ′
(︁
𝑥
𝑞 , 𝜔, 𝜙

)︁⟩
=

𝜕Φ( 𝑥
𝑞 ,𝜃,𝜙)
𝜕𝜃 |𝜃=𝜔−0 −

𝜕Φ( 𝑥
𝑞 ,𝜃,𝜙)
𝜕𝜃 |𝜃=𝜔+0.

(8)

Застосуємо до рiвняння (7) iнтегральне перетворення Лежандра за узагаль-
неною схемою [15]:

Φ𝑛𝜏𝑘 =

ˆ 𝜋

0

Φ𝑛𝜏 (𝜃)𝑃
|𝑛|
𝑘 (cos 𝜃) sin 𝜃𝑑𝜃. (9)

Це приведе до лiнiйного алгебраїчного рiвняння у просторi трансформант (3,
6, 9):

Φ𝑛𝜏𝑘
(︀
𝜏2 + (𝑘 + 1/2)2

)︀
= sin𝜔

(︁
⟨Φ.𝑛𝜏 (𝜃)⟩𝑃

|𝑛|
𝑘 (cos𝜔)− ⟨Φ𝑛𝜏 (𝜃)⟩ 𝑃 |𝑛|.

𝑘 (cos 𝜃)
⃒⃒⃒
𝜃=𝜔

)︁
.

Далi будемо записувати 𝑑𝑃
|𝑛|
𝑘 (cos 𝜃)

𝑑𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜔

=
𝑑𝑃

|𝑛|
𝑘 (cos𝜔)

𝑑𝜔 . Тут

⎛⎝ ⟨Φ𝑛𝜏 (𝜔)⟩

⟨Φ.𝑛𝜏 (𝜔)⟩

⎞⎠ =

ˆ 𝜋

−𝜋

ˆ ∞

0

𝐾𝑖𝜏 (𝑥)√
𝑥

𝑒𝑖𝑛𝜙

⎛⎝ ⟨
Φ(𝑥𝑞 , 𝜔, 𝜙)

⟩
⟨
Φ.(𝑥𝑞 , 𝜔, 𝜙)

⟩
⎞⎠ 𝑑𝜙𝑑𝑥.

Остаточно отримаємо вираз трансформанти шуканої функцiї Φ𝑛𝜏𝑘 через транс-
форманту її стрибка та стрибка її нормальної похiдної:

Φ𝑛𝜏𝑘 =

sin𝜔

(︂
⟨Φ.𝑛𝜏 (𝜃)⟩𝑃

|𝑛|
𝑘 (cos𝜔)− ⟨Φ𝑛𝜏 (𝜃)⟩

𝑑𝑃
|𝑛|
𝑘 (cos𝜔)

𝑑𝜔

)︂
𝜏2 + (𝑘 + 1/2)2

. (10)

Застосуємо до виразу (10) обернене перетворення Лежандра

Φ𝑛𝜏 (𝜃) =

∞∑︁
𝑘=|𝑛|

𝜎𝑘𝑛𝑃
|𝑛|
𝑘 (cos 𝜃)Φ𝑛𝜏𝑘, (11)

де 𝜎𝑘𝑛 = (𝑘+1/2)(𝑘−𝑛)!
(𝑘+|𝑛|)! . До отриманого виразу (11) застосуємо обернене перетво-

рення Канторовича—Лебєдєва:

Φ𝑛

(︂
𝑥

𝑞
, 𝜃

)︂
=

ˆ ∞

0

𝜏 sinh𝜋𝜏
𝐾𝑖𝜏 (𝑥)√

𝑥
Φ𝑛𝜏 (𝜃)𝑑𝜏.
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Вiзьмемо до уваги, що вирази для трансформант стрибкiв хвильового потенцiала
та його нормальної похiдної мають подання⎡⎣ ⟨Φ𝑛𝜏 (𝜔)⟩

⟨Φ.𝑛𝜏 (𝜔)⟩

⎤⎦ =

ˆ ∞

0

⎡⎣ ⟨Φ𝑛 (︁ 𝜉𝑞 , 𝜔)︁⟩⟨
Φ.𝑛

(︁
𝜉
𝑞 , 𝜔

)︁⟩
⎤⎦ 𝐾𝑖𝜏 (𝜉)√

𝜉
𝑑𝜉.

У просторi трансформант Фур’є вираз для хвильового потенцiалу набуває
вигляду

Φ𝑛

(︁
𝑥
𝑞 , 𝜃
)︁
= sin𝜔

∑︀∞
𝑘=|𝑛| 𝜎𝑘𝑛𝑃

|𝑛|
𝑘 (cos 𝜃)

´∞
0

´∞
0

𝜏 sinh𝜋𝜏
[𝜏2+(𝑘+1/2)2]

𝐾𝑖𝜏 (𝑥)√
𝑥

𝐾𝑖𝜏 (𝜉)√
𝜉[︁

𝑃
|𝑛|
𝑘 (cos𝜔)

⟨
Φ.𝑛𝜏

(︁
𝜉
𝑞 , 𝜔

)︁⟩
− 𝑃

|𝑛|.
𝑘 (cos𝜔)

⟨
Φ𝑛𝜏

(︁
𝜉
𝑞 , 𝜔

)︁⟩]︁
𝑑𝜏𝑑𝜉

(12)

Iнтеграл, що входить до виразу (12), дорiвнює [2.16.52(11), [20]]:

𝐼𝑘(𝑥, 𝜉) =
2

𝜋

ˆ ∞

0

𝜏𝐾𝑖𝜏 (𝑥)𝐾𝑖𝜏 (𝜉)

(sinh𝜋𝜏)−1 (𝜏2 + (𝑘 + 1/2)2)
𝑑𝜏 =

=
𝜋𝑖

2
√
𝑥𝜉

⎧⎨⎩ 𝐽𝜈(𝜉𝑞)𝐻
(1)
𝜈 (𝑥𝑞), 𝜉 < 𝑥

𝐽𝜈(𝑥𝑞)𝐻
(1)
𝜈 (𝜉𝑞), 𝜉 > 𝑥

, 𝜈 = 𝑘 + 1/2.

де 𝐽𝜈(𝑥), 𝐻
(1)
𝜈 (𝑥) — функцiї Бесселя та Ханкеля першого роду вiдповiдно.

Отже, отримано подання розривного розв’язку рiвняння Гельмгольца для
дефекта (1)

Φ𝑛

(︁
𝑥
𝑞 , 𝜃
)︁
= sin𝜔

´∞
0

[︁⟨
Φ.𝑛

(︁
𝜉
𝑞 , 𝜔

)︁⟩
𝐺𝑛(𝑥, 𝜉; 𝜃, 𝜔)−

⟨
Φ𝑛

(︁
𝜉
𝑞 , 𝜔

)︁⟩
𝜕
𝜕𝜔𝐺𝑛(𝑥, 𝜉; 𝜃, 𝜔)

]︁
𝑑𝜉,

𝑥 = 𝑟𝑞, 𝜉 = 𝜌𝑞,

𝐺𝑛(𝑥, 𝜉; 𝜃, 𝜔) =
∑︀∞
𝑘=|𝑛| 𝜎𝑘𝑛𝑃

|𝑛|
𝑘 (cos 𝜃)𝑃

|𝑛|
𝑘 (cos𝜔)𝐼𝑘(𝑥, 𝜉).

Як це встановлено ранiше, граничнi значення хвильового функцiонала при
пiдходi до берегiв дефекту 𝜔 = 𝜃 ± 0 мають вигляд

Φ𝑛

(︁
𝑥
𝑞 , 𝜔 ∓ 0

)︁
= ± 1

2

⟨
Φ𝑛

(︁
𝑥
𝑞 , 𝜔

)︁⟩
− sin𝜔

´∞
0

(︁⟨
Φ𝑛

(︁
𝜉
𝑞 , 𝜔

)︁⟩
𝜕
𝜕𝜔𝐺𝑛(𝑥, 𝜉; 𝜃, 𝜔)

⃒⃒
𝜃=𝜔∓0

−⟨
Φ.𝑛

(︁
𝜉
𝑞 , 𝜔

)︁⟩
𝐺𝑛(𝑥, 𝜉; 𝜃, 𝜔)|𝜃=𝜔∓0

)︁
𝑑𝜉,

𝑥 = 𝑟𝑞, 𝜉 = 𝜌𝑞.

Цi формули отримано за рахунок використання вiдомих фактов теорiї потен-
цiалу (розривнiсть потенцiалу подвiйного шару та нормальної похiдної простого
шару). Застосування оберненого iнтегрального перетворення Фур’є завершує по-
будову розривного розв’язку рiвнянь Гельмгольца.

Висновки. В роботi нами отриманi наступнi результати.

1. Побудовано розривний розв’язок рiвняння Гельмгольца для конiчного де-
фекту.

2. Отриманий розривний розв’язок рiвняння Гельмгольца дозволяє побудува-
ти розривнi розв’язки рiвнянь Ламе для випадку усталених коливань для
конiчного дефекту.
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Реут Е. В.
Дифракция волн на коническом дефекте, расположенном в акустической
среде

Резюме

В статье построено разрывное решение волнового уравнения для конического дефекта,
расположенного в акустической среде, на которую действует квазистатическая дина-
мическая нагрузка. Под дефектом понимается часть поверхности, при переходе через
которую терпят разрывы непрерывности первого рода с заданными скачками волновой
потенциал и его нормальная к поверхности дефекта производная. Разрывное решение
волнового уравнения — это такое решение, которое удовлетворяет уравнению во всей
области определения неизвестной функции за исключением точек поверхности дефек-
та, где искомая функция и её производная имеют заданные скачки. Для построения
такого решения применён метод интегральных преобразований по классической схеме
и по обобщённой схеме относительно переменной, по которой функция является разрыв-
ной. Получены граничные значения волнового потенциала. По известной схеме метода
разрывных решений на основе полученных соотношений для волнового потенциала и
его нормальной производной можно вывести представление разрывных решений ди-
намических уравнений движения для конического дефекта в случае квазистатических
колебаний.
Ключевые слова: конический дефект, акустическая среда, дифракция волн .

Reut O. V.
Diffraction of wave on the conical defect in the acoustic environment

Summary

The discontinuous solution of the wave equation for a conical defect in acoustic environment

under the quasistatic dynamic load is constructed in the article. The defect is the part of

the surface when passing through it the wave potential and its normal to the defect’s surface

derivative are discontinuous with the given jumps. The integral transformation method by

the classic scheme and generalized scheme relatively to the variable on which the function

is discontinuous was applied for the construction of the solution. The boundary values of

the wave potential are obtained. The representations for the discontinuous solutions of the

dynamic movement equations for the conical defect in the case of quasistatic fluctuations

could be derived by the known scheme of the discontinuous solutions’s method based on the

obtained relations for the wave potential and its normal derivative.

Key words: conical defect, acoustic environment, diffraction of waves.
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