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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ РЕШЕНИЙ ОДНОГО
КЛАССА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО
ПОРЯДКА

Для дифференциального уравнения второго порядка общего вида 𝑦′′ = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′), где
𝑓 : [𝑎, 𝜔[×Δ𝑌0×Δ𝑌1 −→ R — непрерывная функция, −∞ < 𝑎 < 𝜔 6 +∞, Δ𝑌𝑖 — односто-
ронняя окрестность 𝑌𝑖, 𝑌𝑖 ∈ {0,±∞} (𝑖 ∈ {0, 1}), изучается вопрос о наличии решений,
для которых lim

𝑡↑𝜔
𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 ∈ {0, 1}). Среди множества таких решений выделяется

достаточно широкий класс т. н. 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решений. Такого типа решения ранее вво-
дились при изучении двучленного уравнения 𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦)𝜙1(𝑦

′), где 𝛼0 ∈ {−1, 1},
𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[–непрерывная функция, 𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖 −→]0,+∞[ (𝑖 = 0, 1) – непрерывные
правильно меняющиеся при 𝑧 → 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1) функции порядков 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1), причем
𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1. Случай, когда 𝜎0 + 𝜎1 = 1, не рассмотрен даже на указанном двучленном
дифференциальном уравнении. В данной работе установлено условие, при котором пра-
вая часть изучаемого уравнения в некотором смысле близка при 𝜆0 ∈ R∖{0, 1} и 𝑡 ↑ 𝜔,
𝑦(𝑖) → 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1) к произведению 𝛼0𝑝(𝑡)|𝑦|𝜎0 |𝑦′|𝜎1 , где порядки 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1) нелинейно-
стей таковы, что 𝜎0 + 𝜎1 = 1 (к т.н. полулинейному дифференциальному уравнению).
При выполнении этого условия найдены необходимые, а также достаточные условия
существования 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-решений, установлены асимптотические представления та-
ких решений и их производных первого порядка, указано количество параметрических
семейств таких решений. Результат исследования продемонстрирован на одном классе
уравнений, правая часть которого представляет отношение сумм слагаемых специаль-
ного вида.
MSC: 34E99.
Ключевые слова: двучленное дифференциальное уравнение, 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решение, асимп-
тотические представления, условие (𝐴𝐿), одно-, двухпараметрическое семейство ре-
шений .DOI: 10.18524/2519–206x.2018.1.134619.

Введение. Рассматривается дифференциальное уравнение

𝑦′′ = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′), (1)

где 𝑓 : [𝑎, 𝜔[×Δ𝑌0
× Δ𝑌1

−→ R — непрерывная функция, −∞ < 𝑎 < 𝜔 6 +∞1,
Δ𝑌𝑖

(𝑖 ∈ {0, 1}) — односторонняя окрестность 𝑌𝑖, 𝑌𝑖 (𝑖 ∈ {0, 1}) равно либо 0, либо
±∞.

В работах [1]– [3] рассматривались нелинейные двучленные дифференциаль-
ные уравнения, близкие к линейным (т. н. полулинейные дифференциальные
уравнения, обладающие рядом свойств как линейных, так и нелинейных диф-
ференциальных уравнений). Так, в работе [1] уравнение (1) изучено в случае,
когда 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′) = 𝑝(𝑡)|𝑦|1−𝜆|𝑦′|𝜆sgn 𝑦 при некоторых ограничениях на функцию

∗Считаем, что 𝑎 > 1 в случае 𝜔 = +∞, и 𝑎 > 𝜔 − 1- в случае 𝜔 < +∞.
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𝑝. В частности, если функция 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ сохраняет знак, локально абсо-
лютно непрерывна и

�̂�

𝑎

𝑝
1

2−𝜆 (𝑡) 𝑑𝑡 = +∞, lim
𝑡→𝜔

𝑝′(𝑡)𝑝
𝜆−3
2−𝜆 (𝑡) = 𝑙0 (|𝑙0| 6 +∞),

в [1] найдены асимптотические представления при 𝑡→ 𝜔 всех типов правильных
решений уравнения (1).

Здесь для уравнения общего вида (1) изучается вопрос существования и
асимптотики (при 𝑡 ↑ 𝜔) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решений.

Определение 1. Решение 𝑦 уравнения (1), заданное на промежутке [𝑡0, 𝜔[⊂
[𝑎, 𝜔[, называется 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решением, где −∞ 6 𝜆0 6 +∞, если для него
соблюдаются условия

𝑦(𝑖)(𝑡) ∈ Δ𝑌𝑖 при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[ , lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1), (2)

𝑦′′(𝑡) ̸= 0, lim
𝑡↑𝜔

[𝑦′(𝑡)]2

𝑦(𝑡)𝑦′′(𝑡)
= 𝜆0. (3)

𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решения в зависимости от значений 𝜆0 обладают разными асимп-
тотическими свойствами. При этом возникают неособые случаи, когда 𝜆0 ∈ R ∖
{0, 1}, и особые — когда 𝜆0 = 0, 𝜆0 = 1 и 𝜆0 = ±∞. Доказано (см., например, [4] ),
что при 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1} для 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решений имеют место асимптотические
представления

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=

𝜆0
𝜆0 − 1

, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=

1

𝜆0 − 1
, (4)

где

𝜋𝜔(𝑡) =

⎧⎨⎩ 𝑡, если 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔, если 𝜔 < +∞.

В работе [5] для каждого из возможных значений 𝜆0 рассматривался случай,
когда на 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решениях

𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡)) = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦)𝜙1(𝑦
′)(1 + 𝑜(1)) при 𝑡 ↑ 𝜔,

где 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ — непрерывная функция, функции 𝜙𝑖 :
Δ𝑌𝑖 −→]0,+∞[ (𝑖 = 0, 1) — непрерывные правильно меняющиеся при 𝑧 → 𝑌𝑖 (𝑖 =
0, 1) функции порядков 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1), в предположении, что 𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1, т.е. в
случае, когда уравнение (1) в некотором смысле близко к уравнению с правильно
меняющимися нелинейностями.

Целью настоящей статьи является исследование существования и поведения
𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решений уравнения (1) при 𝜆0 ∈ R∖{0, 1} и когда уравнение (1)
становится близким в некотором смысле к полулинейному двучленному.
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Определение 2. Будем говорить, что функция 𝑓 удовлетворяет условию
(𝐴𝐿), если существуют число 𝛼0 ∈ {−1, 1}, непрерывная функция 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→
]0,+∞[, такие, что для любых непрерывно дифференцируемых функций 𝑧𝑖 :
[𝑎, 𝜔[−→ Δ𝑌𝑖

(𝑖 = 0, 1), удовлетворяющих условиям

lim
𝑡↑𝜔

𝑧𝑖(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1), (5)

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)
(︁
𝑧1(𝑡)
𝑧0(𝑡)

)︁′
𝑧1(𝑡)
𝑧0(𝑡)

= −1, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑧
′
0(𝑡) ln |𝜋𝜔(𝑡)|

𝑧0(𝑡) ln |𝑧0(𝑡)|
= 1 (6)

имеет место представление

𝑓(𝑡, 𝑧0(𝑡), 𝑧1(𝑡)) = 𝛼0𝑝(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎0 |𝑧1(𝑡)|𝜎1 [1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (7)

где
𝜎0 + 𝜎1 = 1.

Основные результаты. Для формулировки основного результата в пред-
положении, что 𝜆0 ∈ R∖{0, 1} и функция 𝑓 удовлетворяет условию (𝐴𝐿), положим

𝐼(𝑡) =

𝑡ˆ

𝑎

𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝜏)|𝜎0 𝑑𝜏.

Также введем числа

𝜇𝑖 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, если 𝑌𝑖 = +∞ либо

𝑌𝑖 = 0 и Δ𝑌𝑖 − правая окрестность 0,

−1, если 𝑌𝑖 = −∞ либо

𝑌𝑖 = 0 и Δ𝑌𝑖
− левая окрестность 0

(𝑖 = 0, 1),

такие что,

𝜇0𝜇1 > 0 при 𝑌0 = ±∞ и 𝜇0𝜇1 < 0 при 𝑌0 = 0. (8)

Ясно, что 𝜇0 определяет знак любого 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-решения уравения (1), 𝜇1 -
его производной в некоторой левой окрестности 𝜔. При этом следует отметить,
что условия (8) являются необходимыми для существования у уравнения (1)
решений, заданных на промежутке [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ и удовлетворяющих условиям
(2). Кроме того, при выполнении условия (𝐴𝐿) знак второй производной любого
𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-решения уравения (1) в некоторой левой окрестности 𝜔 совпадает
со значением 𝛼0. Тогда с учетом (8), имеем

𝛼0𝜇1 > 0 при 𝑌1 = ±∞ и 𝛼0𝜇1 < 0 при 𝑌1 = 0. (9)
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Теорема. Пусть 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1} и функция 𝑓 удовлетворяет условию (𝐴𝐿).
Тогда для существования у дифференциального уравнения (1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- ре-
шений необходимо, а если 𝜆0 + 𝜎0 ̸= 0, то и достаточно, чтобы наряду с нера-
венствами (8), (9) соблюдались условия

𝛼0𝜇1(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[, (10)

lim
𝑡↑𝜔

𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝑡)|1+𝜎0 =
|𝜆0|𝜎0

|𝜆0 − 1|1+𝜎0
. (11)

Более того, для каждого такого решения имеют место асимптотические пред-
ставления

ln |𝑦(𝑡)| = 𝜇0𝜇1|𝜆0|1−𝜎0 |𝜆0 − 1|𝜎0𝐼(𝑡)[1 + 𝑜(1)], (12)

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=

𝜆0(1 + 𝑜(1))

(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)
при 𝑡 ↑ 𝜔, (13)

причем таких решений существует при 𝛼0𝜇1(𝜎0+𝜆0) > 0 двухпараметрическое
семейство, при 𝛼0𝜇1(𝜎0 + 𝜆0) < 0 — однопараметрическое семейство.

Доказательство. Необходимость. Пусть 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1} и 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[→ Δ𝑌0

- произвольное 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)− решение уравнения (1). Тогда существует число
𝑡1 ∈ [𝑡0, 𝜔[ такое, что 𝑦(𝑘)(𝑡) ̸= 0 (𝑘 = 0, 1, 2), sign 𝑦(𝑘)(𝑡) = 𝜇𝑘 (𝑘 = 0, 1) при
𝑡 ∈ [𝑡1, 𝜔[. Кроме того, из определения 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)–решения для 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1}
непосредственно вытекает выполнение предельных равенств (5). Откуда, в част-
ности, следует, что имеет место асимптотическое представление (13) и знаковое
условие (10).

Так как 𝑦 удовлетворяет условиям (5), то

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)
(︁
𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡)

)︁′
𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡)

= lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)

(︂
𝑦′′(𝑡)
𝑦(𝑡) −

(︁
𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡)

)︁2)︂
𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡)

=

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
− lim

𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=

1

𝜆0 − 1
− 𝜆0
𝜆0 − 1

= −1,

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡) 𝑙𝑛|𝜋𝜔(𝑡)|

𝑦(𝑡) 𝑙𝑛|𝑦(𝑡)|
= 1,

следовательно, для 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡) выполнены условия (5), (6) определения 2. Так как
функция 𝑓 удовлетворяет условию (𝐴𝐿) из уравнения (1) имеем,

𝑦′′(𝑡) = 𝛼0𝑝(𝑡)|𝑦(𝑡)|𝜎0 |𝑦′(𝑡)|𝜎1 [1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔.

Отсюда с учетом условий (5) вытекает соотношение

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
= 𝛼0𝜇0(𝜆0 − 1)

⃒⃒⃒⃒
𝜆0

(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)

⃒⃒⃒⃒1−𝜎0

𝑝(𝑡)𝜋𝜔(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (14)

Интегрируя (14) на промежутке от 𝑎 до 𝑡, получим

𝑙𝑛|𝑦(𝑡)| = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡+ 𝜇0𝜇1|𝜆0|1−𝜎0 |𝜆0 − 1|𝜎0

𝑡ˆ

𝑎

𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝜏)|𝜎0 [1 + 𝑜(1)] 𝑑𝜏.
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В силу определения 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решения левая часть последнего равенства
стремится к ±∞, откуда 𝐼(𝑡) → +∞ при 𝑡 ↑ 𝜔 и имеет место представление (12).
Также, домножая обе части (14) на 𝜋𝜔(𝑡) и учитывая (13), получим соотношение
(11). Также из представлений (12), (13) имеем

lim
𝑡↑𝜔

𝐼(𝑡)

ln |𝜋𝜔(𝑡)|
=

𝛽|𝜆0|𝜎0

|𝜆0 − 1|𝜎0+1
, 𝛽 = 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝜋𝜔(𝑡). (15)

Достаточность. Пусть 𝜆0 + 𝜎0 ̸= 0 и соблюдаются условия (8) – (11). По-
кажем, что в этом случае дифференциальное уравнение (1) имеет 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)–
решения, допускающие представления (12), (13), и выясним вопрос о количестве
таких решений.

Применяя к дифференциальному уравнению (1) преобразование

ln |𝑦(𝑡)| = 𝜇0𝜇1|𝜆0|1−𝜎0 |𝜆0 − 1|𝜎0𝐼(𝑡)[1 + 𝑣1(𝜏)],

𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡)

=
𝜆0[1 + 𝑣2(𝜏)]
(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)

, 𝜏 = 𝛽 ln |𝜋𝜔(𝑡)|, 𝛽 = 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝜋𝜔(𝑡),

(16)

получим систему дифференциальных уравнений вида⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑣′1 = 𝛽𝑞(𝜏)

(︂
−1 + 1

ℎ(𝜏)
− 𝑣1 +

𝑣2
ℎ(𝜏)

)︂
,

𝑣′2 = 𝛽

(︂
𝐺(𝜏, 𝑣1, 𝑣2)𝑔(𝜏)|1 + 𝑣2|𝜎1 +

1 + 𝑣2 + 𝜆0𝑣2 + 𝜆0𝑣
2
2

𝜆0 − 1

)︂
,

(17)

где

𝑞(𝜏) = 𝑞(𝜏(𝑡)) =
𝐼 ′(𝑡)𝜋𝜔(𝑡)
𝐼(𝑡)

, ℎ(𝜏) = ℎ(𝜏(𝑡)) = 𝛽|𝜆0|−𝜎0 |𝜆0 − 1|1+𝜎0𝐼 ′(𝑡)𝜋𝜔(𝑡),

𝑔(𝜏) = 𝛼0𝜇1𝛽
⃒⃒⃒
𝜆0 − 1
𝜆0

⃒⃒⃒𝜎0

𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝑡)|1+𝜎0 ,

𝐺 (𝜏, 𝑣1, 𝑣2) =
𝑓
(︁
𝜏, 𝑌 (𝜏, 𝑣1), 𝑌

[1](𝜏, 𝑣1, 𝑣2)
)︁

𝛼0𝑝(𝑡) |𝑌 (𝜏, 𝑣1)|𝜎0

⃒⃒⃒
𝑌 [1](𝜏, 𝑣1, 𝑣2)

⃒⃒⃒𝜎1

𝑌 (𝜏, 𝑣1) = 𝜇0𝑒
𝜇0𝜇1|𝜆0|1−𝜎0 |𝜆0−1|𝜎0𝐼(𝑡)[1+𝑣1(𝜏)],

𝑌 [1](𝜏, 𝑣1, 𝑣2) =
𝜆0𝑌 (𝜏, 𝑣1)[1 + 𝑣2(𝜏)]

(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)
.

Выберем произвольным образом 𝑎0 ∈]𝑎, 𝜔[ и рассмотрим систему (17) на мно-
жестве [𝜏0,+∞[×R2

1
2

, где 𝜏0 = 𝛽 ln |𝜋𝜔(𝑎0)|, R2
1
2

= {(𝑣1, 𝑣2) ∈ R2 : |𝑣𝑖| 6 1/2, 𝑖 =

1, 2}. На этом множестве правые части системы непрерывны и имеют непрерыв-
ные частные производные по 𝑣1, 𝑣2.

Так как функция 𝜏(𝑡) = 𝛽 ln |𝜋𝜔(𝑡)| такая, что

𝜏 : [𝑎0, 𝜔[−→]0,+∞[, 𝜏 ′(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [𝑎0, 𝜔[, lim
𝑡↑𝜔

𝜏(𝑡) = +∞,
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то в силу (11)

lim
𝜏→+∞

ℎ(𝜏) = lim
𝑡→𝜔

ℎ(𝜏(𝑡)) = 1, lim
𝜏→+∞

𝑔(𝜏) = lim
𝑡→𝜔

𝑔(𝜏(𝑡)) =
1

𝜆0 − 1
. (18)

Заметим, что функция 𝑞(𝜏) сохраняет знак на [𝜏0,+∞), а именно 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑞(𝜏) =
𝛽 и

+∞ˆ

𝜏0

𝛽𝑞(𝜏) 𝑑𝜏 =

�̂�

𝑎0

𝐼 ′(𝑡)

𝐼(𝑡)
𝑑𝑡 = ln(𝐼(𝑡))

⃒⃒
𝜔
𝑎0 = +∞.

Также из вида функций 𝑌 (𝜏, 𝑣1), 𝑌 [1](𝜏, 𝑣1, 𝑣2) следует, что

lim
𝑡↑𝜔

𝑌 (𝜏(𝑡), 𝑣1) = 𝑌0 равномерно по 𝑣1 : |𝑣1| 6 1/2, (19)

lim
𝑡↑𝜔

𝑌 [1](𝜏, 𝑣1, 𝑣2) = 𝑌1 равномерно по (𝑣1, 𝑣2) ∈ R2
1
2
. (20)

Так как

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)
(︁
𝑌 [1](𝜏(𝑡),𝑣1,𝑣2)
𝑌 (𝜏(𝑡),𝑣1)

)︁′
𝑡

𝑌 [1](𝜏(𝑡),𝑣1,𝑣2)
𝑌 (𝜏(𝑡),𝑣1)

= −1 равномерно по (𝑣1, 𝑣2) ∈ R2
1
2

и с учетом (15)

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡) (𝑌 (𝜏(𝑡), 𝑣1))
′
𝑡 ln |𝜋𝜔(𝑡)|

𝑌 (𝜏(𝑡), 𝑣1) ln |𝑌 (𝜏(𝑡), 𝑣1)|
= 1 равномерно по 𝑣1 : |𝑣1| 6 1/2,

то в силу определения 2 функция 𝐺(𝜏, 𝑣1, 𝑣2) может быть представлена в виде

𝐺(𝜏, 𝑣1, 𝑣2) = 1 + 𝑟(𝜏, 𝑣1, 𝑣2), (21)

где
lim

𝜏→+∞
𝑟(𝜏, 𝑣1, 𝑣2) = 0 равномерно по (𝑣1, 𝑣2) ∈ R2

1
2
.

Учитывая соотношения (18)–(21), систему (17) можем записать следующим
образом ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑣′1 = 𝑓1(𝜏) + 𝑝11(𝜏)𝑣1 + 𝑝12(𝜏)𝑣2,

𝑣′2 = 𝑓2(𝜏) + 𝑝22(𝜏)𝑣2 + 𝑉1(𝜏, 𝑣1, 𝑣2) + 𝑉2(𝜏, 𝑣2),

(22)

где

𝑓1(𝜏) = 𝛽𝑞(𝜏)

(︂
−1 + 1

ℎ(𝜏)

)︂
, 𝑝11(𝜏) = −𝛽𝑞(𝜏), 𝑝12(𝜏) =

𝛽𝑞(𝜏)
ℎ(𝜏)

,

𝑓2(𝜏) = 𝛽
(︁
𝑔(𝜏)− 1

𝜆0 − 1

)︁
, 𝑝22(𝜏) = 𝛽

(︁
𝜎1𝑔(𝜏)− 1 + 𝜆0

𝜆0 − 1

)︁
,

𝑉1(𝜏, 𝑣1, 𝑣2) = 𝛽𝑔(𝜏)𝑟(𝜏, 𝑣1, 𝑣2) (1 + 𝑣2)
𝜎1 ,

𝑉2(𝜏, 𝑣2) = 𝛽
(︁
𝑔(𝜏)((1 + 𝑣2)

𝜎1 − 1− 𝜎1𝑣2)− 𝜆0𝑣
2
2

(𝜆0)−1

)︁
.
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В силу (18)–(21) справедливы соотношения

lim
𝜏→+∞

𝑉1(𝜏, 𝑣1, 𝑣2) = 0 равномерно по (𝑣1, 𝑣2) ∈ R2
1
2
,

lim
|𝑣1|+|𝑣2|→0

𝜕𝑉2(𝜏, 𝑣2)

𝜕𝑣𝑗
= 0 (𝑖, 𝑗 = 1, 2) равномерно по 𝜏 ∈ [𝜏0,+∞).

Кроме того, при 𝜆0 + 𝜎0 ̸= 0

lim
𝜏→+∞

𝑓𝑖(𝜏)
𝑝𝑖𝑖(𝜏)

= 0 (𝑖 = 1, 2), lim
𝜏→+∞

1
𝑝22(𝜏)

= 1− 𝜆0
𝜎0 + 𝜆0

, lim
𝜏→+∞

𝑝12(𝜏)
𝑝11(𝜏)

= −1,

+∞́

𝜏0

|𝑝𝑖𝑖(𝜏)| 𝑑𝜏 = +∞ (𝑖 = 1, 2).

Таким образом, для системы (22) выполнены условия леммы 2.2 из рабо-
ты [6]. Поэтому у этой системы дифференциальных уравнений существует хо-
тя бы одно решение (𝑣1, 𝑣2) : [𝜏1,+∞[−→ R2

1
2

(𝜏1 > 𝑎0), стремящееся к ну-
лю при 𝜏 → +∞. Каждому такому решению в силу преобразования (16) со-
ответствует решение 𝑦 дифференциального уравнения (1), допускающее асимп-
тотические представления (12), (13). Покажем, что указанное решение является
𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-решением. Так как функция 𝑓 удовлетворяет условию (𝐴𝐿), то с
учетом равенства (11), представления (13) из уравнения (1) получим

lim
𝑡↑𝜔

(𝑦′(𝑡))2

𝑦(𝑡)𝑦′′(𝑡)
= 𝜆0.

Количество решений системы (22) при 𝜆0 + 𝜎0 ̸= 0 легко найти на осно-
вании леммы 2.2 работы [6] по числу отрицательных среди функций −𝛽𝑞(𝜏),
𝛽
(︁
𝜎1𝑔(𝜏)− 1 + 𝜆0

𝜆0 − 1

)︁
. Так как

𝑠𝑖𝑔𝑛 (−𝛽𝑞(𝑡)) = −1, lim
𝜏→+∞

𝑔(𝑡) =
1

𝜆0 − 1
, 𝑠𝑖𝑔𝑛 (𝛽(𝜆0 − 1)) = 𝛼0𝜇1,

то при 𝛽(𝜆0−1)(−𝜎0−𝜆0) < 0 существует двухпараметрическое семейство реше-
ний системы (22), стремящихся к нулю при 𝜏 → +∞. Если же 𝛽(𝜆0 − 1)(−𝜎0 −
𝜆0) > 0, система (22) имеет однопараметрическое семейство решений, исчезаю-
щих в бесконечности.

Теорема полностью доказана.

Пример. Результаты исследования охватывают не только полулинейные,
но и некоторые уравнения, содержащие медленно меняющиеся функции отно-
сительно неизвестной функции и ее производной. Например, рассмотрим диф-
ференциальное уравнение

𝑦′′ =

𝑚∑︀
𝑘=1

𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑡)|𝑦|𝜎𝑘0 |𝑦′|𝜎𝑘1 | ln |𝑦||𝜈𝑘0 | ln |𝑦′||𝜈𝑘1

𝑚+𝑛∑︀
𝑘=𝑚+1

𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑡)|𝑦|𝜎𝑘0 |𝑦′|𝜎𝑘1 | ln |𝑦||𝜈𝑘0 | ln |𝑦′||𝜈𝑘1

, (23)
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где 𝛼𝑘 ∈ {−1, 1} (𝑘 = 1,𝑚+ 𝑛), 𝑝𝑘 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ (𝑘 = 1,𝑚+ 𝑛) — непрерывные
функции и, как известно, | ln |𝑧||𝑘 — медленно меняющиеся при 𝑧 → 𝑌𝑖, 𝑧 ∈
Δ𝑌𝑖

(𝑖 = 0, 1) — непрерывные функции.
Допустим, что 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1} и для некоторых 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚} и 𝑗 ∈ {𝑚 +

1, . . . ,𝑚+ 𝑛} соблюдаются неравенства

lim sup
𝑡↑𝜔

[︁
ln 𝑝𝑘(𝑡)−ln 𝑝𝑖(𝑡)

| ln |𝜋𝜔(𝑡)||

]︁
< 𝛽

𝜆0−1 [𝜆0(𝜎𝑖0 − 𝜎𝑘0) + 𝜎𝑖1 − 𝜎𝑘1]

при 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚} ∖ {𝑖},

lim sup
𝑡↑𝜔

[︁
ln 𝑝𝑘(𝑡)−ln 𝑝𝑗(𝑡)

| ln |𝜋𝜔(𝑡)||

]︁
< 𝛽

𝜆0−1 [𝜆0(𝜎𝑗0 − 𝜎𝑘0) + 𝜎𝑗1 − 𝜎𝑘1]

при 𝑘 ∈ {𝑚+ 1, . . . ,𝑚+ 𝑛} ∖ {𝑗},

(24)

где
sign𝜋𝜔(𝑡) = 𝛽.

Покажем, что в этом случае для любых непрерывно дифференцируемых функ-
ций 𝑧𝑠 : [𝑎, 𝜔[−→ Δ𝑌𝑠

(𝑠 = 0, 1), удовлетворяющих условиям (5) и

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑧
′
0(𝑡)

𝑧0(𝑡)
=

𝜆0
𝜆0 − 1

, lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑧
′
1(𝑡)

𝑧1(𝑡)
=

1

𝜆0 − 1
, (25)

справедливы предельные равенства

lim
𝑡↑𝜔

𝑝𝑘(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑘0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑘1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑘0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑘1

𝑝𝑖(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑖0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑖1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑖0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑖1
= 0

при 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚} ∖ {𝑖}
(26)

lim
𝑡↑𝜔

𝑝𝑘(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑘0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑘1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑘0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑘1

𝑝𝑗(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑗0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑗1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑗0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑗1
= 0

при 𝑘 ∈ {𝑚+ 1, . . . ,𝑚+ 𝑛} ∖ {𝑗}.
(27)

Полагая при 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚}

𝑅𝑘(𝑡) =
𝑝𝑘(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑘0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑘1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑘0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑘1

𝑝𝑖(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑖0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑖1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑖0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑖1
𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚} ∖ {𝑖},

докажем, что lim
𝑡↑𝜔

𝑅𝑘(𝑡) = 0. Учитывая (5), (25) при 𝑡 ↑ 𝜔 имеем

|𝑧0(𝑡)| = |𝜋𝜔(𝑡)|
𝜆0

𝜆0−1+𝑜(1), |𝑧1(𝑡)| = |𝜋𝜔(𝑡)|
1

𝜆0−1+𝑜(1),

поэтому в силу правила Лопиталя справедливо равенство
ln (|𝑧𝑠(𝑡)|𝜎𝑘𝑠 |ln |𝑧𝑠(𝑡)||𝜈𝑘𝑠) = ln |𝑧𝑠(𝑡)|

(︁
𝜎𝑘𝑠 +

ln|ln |𝑧𝑠(𝑡)||𝜈𝑘𝑠

ln |𝑧𝑠(𝑡)|

)︁
= ln |𝑧𝑠(𝑡)| (𝜎𝑘𝑠 + 𝑜(1)) =

=

⎧⎨⎩ ln |𝜋𝜔(𝑡)|
(︁
𝜎𝑘0𝜆0

𝜆0−1 + 𝑜(1)
)︁
, если 𝑠 = 0,

ln |𝜋𝜔(𝑡)|
(︁
𝜎𝑘1

𝜆0−1 + 𝑜(1)
)︁
, если 𝑠 = 1

при 𝑡 ↑ 𝜔.
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Следовательно,

ln𝑅𝑘(𝑡) = ln
𝑝𝑘(𝑡)

𝑝𝑖(𝑡)
+

ln |𝜋𝜔(𝑡)|
𝜆0 − 1

((𝜎𝑘0 − 𝜎𝑖0)𝜆0 + 𝜎𝑘1 − 𝜎𝑖1 + 𝑜(1)) =

= 𝛽 ln |𝜋𝜔(𝑡)|
[︂
ln 𝑝𝑘(𝑡)− ln 𝑝𝑖(𝑡)

| ln |𝜋𝜔(𝑡)||
+

𝛽

𝜆0 − 1
((𝜎𝑘0 − 𝜎𝑖0)𝜆0+

+𝜎𝑘1 − 𝜎𝑖1) + 𝑜(1)] .

Теперь, зная, что sign𝜋𝜔(𝑡) = 𝛽 и выполняются первые из неравенств (24),
приходим к выводу, что выражение в квадратных скобках отрицательно, т.е.
lim
𝑡↑𝜔

ln𝑅𝑘(𝑡) = −∞, откуда вытекает lim
𝑡↑𝜔

𝑅𝑘(𝑡) = 0. Это означает, что соблю-

дается предельное соотношение (26).
Используя второе из соотношений (24), аналогичным образом устанавли-

вается справедливость предельного соотношения (27).

В силу установленных предельных соотношений (26) и (27) в случае 𝜎𝑖0 −
𝜎𝑗0 + 𝜎𝑖1 − 𝜎𝑗1 = 1 функция

𝑓(𝑡, 𝑧0(𝑡), 𝑧1(𝑡)) =

𝑚∑︀
𝑘=1

𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑘0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑘1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑘0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑘1

𝑚+𝑛∑︀
𝑘=𝑚+1

𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑘0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑘1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑘0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑘1

удовлетворяет условию (𝐴𝐿), поскольку для любых непрерывно дифференцируе-
мых функций 𝑧𝑠 : [𝑎, 𝜔[−→ Δ𝑌𝑠 (𝑠 = 0, 1), удовлетворяющих условиям (5) и (25),
следует справедливость условий (6) и соотношения

𝑓(𝑡, 𝑧0(𝑡), 𝑧1(𝑡)) =
𝛼𝑖𝑝𝑖(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑖0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑖1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑖0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑖1
𝛼𝑗𝑝𝑗(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑗0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑗1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑗0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑗1

×

×

1 +

𝑚∑︁
𝑘=1
𝑘 ̸=𝑖

𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑘0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑘1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑘0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑘1

𝛼𝑖𝑝𝑖(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑖0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑖1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑖0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑖1

1 +

𝑚∑︁
𝑘=𝑚+1

𝑘 ̸=𝑗

𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑘0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑘1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑘0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑘1

𝛼𝑗𝑝𝑗(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑗0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑗1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑗0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑗1

=

=
𝛼𝑖𝑝𝑖(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑖0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑖1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑖0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑖1
𝛼𝑗𝑝𝑗(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑗0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑗1 | ln |𝑧0(𝑡)||𝜈𝑗0 | ln |𝑧1(𝑡)||𝜈𝑗1

[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔.

Таким образом, имеет место представление

𝑓(𝑡, 𝑧0(𝑡), 𝑧1(𝑡)) = 𝛼0𝑝(𝑡)|𝑧0(𝑡)|𝜎𝑖0−𝜎𝑗0 |𝑧1(𝑡)|𝜎𝑖1−𝜎𝑗1 [1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔,

где

𝛼0 = 𝛼𝑖𝛼𝑗 , 𝑝(𝑡) =
|𝜆0|𝜈𝑖0−𝜈𝑗0

|𝜆0 − 1|𝜈𝑖0+𝜈𝑖1−𝜈𝑗0−𝜈𝑗1
𝑝𝑖(𝑡)

𝑝𝑗(𝑡)
| ln |𝜋𝜔(𝑡)||𝜈𝑖0+𝜈𝑖1−𝜈𝑗0−𝜈𝑗1 .
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Поэтому при 𝜎𝑖0 − 𝜎𝑗0 + 𝜎𝑖1 − 𝜎𝑗1 = 1 к уравнению (23) применима доказанная
выше теорема, где вместо 𝐼 будем понимать

𝐼𝑖𝑗 (𝑡) =
|𝜆0|𝜈𝑖0−𝜈𝑗0

|𝜆0 − 1|𝜈𝑖0+𝜈𝑖1−𝜈𝑗0−𝜈𝑗1

𝑡ˆ

𝑎

𝑝𝑖(𝜏)

𝑝𝑗(𝜏)
|𝜋𝜔(𝜏)|𝜎𝑖0−𝜎𝑗0 | ln |𝜋𝜔(𝜏)||𝜈𝑖0+𝜈𝑖1−𝜈𝑗0−𝜈𝑗1 𝑑𝜏.

Следствие. Пусть 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1}, для некоторых 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚} и 𝑗 ∈
{𝑚+ 1, . . . ,𝑚+ 𝑛} выполнено равенство 𝜎𝑖0 − 𝜎𝑗0 + 𝜎𝑖1 − 𝜎𝑗1 = 1 и условия (24).
Тогда для существования у дифференциального уравнения (23) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- ре-
шений необходимо, а если 𝜎𝑖0 − 𝜎𝑗0 + 𝜆0 ̸= 0, то и достаточно, чтобы наряду с
неравенствами (8), (9) соблюдались условия

𝛼0𝜇1𝛽(𝜆0 − 1) > 0,

lim
𝑡↑𝜔

𝑝𝑖(𝑡)
𝑝𝑗(𝑡)

| ln |𝜋𝜔(𝑡)||𝜈𝑖0+𝜈𝑖1−𝜈𝑗0−𝜈𝑗1 |𝜋𝜔(𝑡)|1+𝜎𝑖0−𝜎𝑖1 =

=
|𝜆0|𝜎𝑖0−𝜎𝑗0−𝜈𝑖0+𝜈𝑗0

|𝜆0 − 1|1+𝜎𝑖0−𝜎𝑗0−𝜈𝑖0−𝜈𝑖1+𝜈𝑗0+𝜈𝑗1 .

Более того, для каждого такого решения имеют место асимптотические пред-
ставления

ln |𝑦(𝑡)| = 𝜇0𝜇1|𝜆0|1−𝜎𝑖0+𝜎𝑗0 |𝜆0 − 1|𝜎𝑖0−𝜎𝑗0𝐼𝑖𝑗(𝑡)[1 + 𝑜(1)],

𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡)

=
𝜆0(1 + 𝑜(1))
(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)

при 𝑡 ↑ 𝜔,

причем таких решений существует при 𝛼0𝜇1(𝜎𝑖0 − 𝜎𝑗0 + 𝜆0) > 0 двухпарамет-
рическое семейство, а при 𝛼0𝜇1(𝜎𝑖0 − 𝜎𝑗0 + 𝜆0) < 0 – однопараметрическое се-
мейство.

Замечание. Асимптотическое поведение 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решений уравнения
(23) в случае 𝜎𝑖0 − 𝜎𝑗0 + 𝜎𝑖1 − 𝜎𝑗1 ̸= 1 можно получить из следствия 2.3 рабо-
ты [5].

Заключение. Для дифференциального уравнения второго порядка обще-
го вида 𝑦′′ = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′), где 𝑓 : [𝑎, 𝜔[×Δ𝑌0 ×Δ𝑌1 −→ R – непрерывная функция,
−∞ < 𝑎 < 𝜔 6 +∞, Δ𝑌𝑖 — односторонняя окрестность 𝑌𝑖, 𝑌𝑖 ∈ {0,±∞} (𝑖 ∈
{0, 1}) изучен вопрос о наличии решений, для которых lim

𝑡↑𝜔
𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 ∈ {0, 1}).

Среди множества таких решений выделяется достаточно широкий класс т. н.
𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- решений. Такого типа решения ранее вводились при изучении дву-
членного уравнения 𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦)𝜙1(𝑦

′), где 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[–
непрерывная функция, 𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖 −→]0,+∞[ (𝑖 = 0, 1) – непрерывные правиль-
но меняющиеся при 𝑧 → 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1) функции порядков 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1), причем
𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1. Случай, когда 𝜎0 + 𝜎1 = 1, не рассмотрен даже на указанном дву-
членном дифференциальном уравнении. В данной работе установлено условие,
при котором правая часть изучаемого уравнения в некотором смысле близка при
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𝜆0 ∈ R∖{0, 1} и 𝑡 ↑ 𝜔, 𝑦(𝑖) → 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1) к произведению 𝛼0𝑝(𝑡)|𝑦|𝜎0 |𝑦′|𝜎1 , где по-
рядки 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1) нелинейностей таковы, что 𝜎0 + 𝜎1 = 1 (к т.н. полулинейному
дифференциальному уравнению). При выполнении этого условия найдены необ-
ходимые, а также достаточные условия существования 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-решений,
установлены асимптотические представления таких решений и их производных
первого порядка, указано количество параметрических семейств таких решений.
Результат исследования продемонстрирован на одном классе уравнений, правая
часть которого представляет отношение сумм слагаемых специального вида.
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Кусiк Л. I.
Про асимптотичну поведiнку розв’язкiв одного класу диференцiальних рiв-
нянь другого порядку

Резюме

Для диференцiального рiвняння другого порядку загального виду 𝑦′′ = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′), де
𝑓 : [𝑎, 𝜔[×Δ𝑌0 ×Δ𝑌1 −→ R — неперервна функцiя, −∞ < 𝑎 < 𝜔 6 +∞, Δ𝑌𝑖 — односто-
роннiй окiл 𝑌𝑖, 𝑌𝑖 ∈ {0,±∞} (𝑖 ∈ {0, 1}), розглянуто питання iснування розв’язкiв, для
яких lim

𝑡↑𝜔
𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 ∈ {0, 1}). Серед множини таких розв’язкiв вiдокремлюємо доста-

тньо широкий клас т. з. 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)- розв’язкiв. Такого типу розв’язки ранiше було
уведено при вивченнi двочленного рiвняння 𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦)𝜙1(𝑦

′), де 𝛼0 ∈ {−1, 1},
𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ —неперервна функцiя, 𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖 −→]0,+∞[ (𝑖 = 0, 1) — неперерв-
нi правильно змiннi при 𝑧 → 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1) функцiї порядкiв 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1), причому
𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1. Випадок, коли 𝜎0 + 𝜎1 = 1 не є розглянутим навiть на вказанному дво-
членному диференцiальному рiвняннi. У данiй роботi встановлено умову, за якою права
частина вивчаємого рiвняння в деякому сенсi є близькою при 𝜆0 ∈ R∖{0, 1} та 𝑡 ↑ 𝜔,
𝑦(𝑖) → 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1) до добутку 𝛼0𝑝(𝑡)|𝑦|𝜎0 |𝑦′|𝜎1 , де порядки 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1) нелiнейностей та-
кi, що 𝜎0+𝜎1 = 1 (до т.з. полулiнейного диференцiального рiвняня). При виконаннi цiєї
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умови знайдено необхiднi, а також достатнi умови iснування 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язкiв,
встановлено асимптотичнi зображення таких розв’язкiв та їх похiдних першого поряд-
ку, вказано кiлькiсть параметричних сiмей таких розв’язкiв. Результат дослiдження
продемонстровано на одному класi рiвнянь, права частина якого є вiдношенням сум
доданкiв спецiального вигляду.
Ключовi слова: двочленне диференцiальне рiвняння, 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язок, асимпто-
тичнi зображення, умова (𝐴𝐿), одно-, двопараметрична сiм’я розв’язкiв .

Kusick L. I.
On asymptotic behavior of a one differential equations class’ solutions

Summary

For the second-order differential equation of general form 𝑦′′ = 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑦′), where 𝑓 : [𝑎, 𝜔[×Δ𝑌0×
Δ𝑌1 −→ R is continuous function, −∞ < 𝑎 < 𝜔 6 +∞, Δ𝑌𝑖 is a one-neighborhood

of 𝑌𝑖, 𝑌𝑖 ∈ {0,±∞} (𝑖 ∈ {0, 1}) we study the question of the existence solutions, for

witch lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 ∈ {0, 1}). Among the set of such solutions we separate a suffi-

ciently wide class of so-called 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solutions. Such a solution was previously intro-

duced in the study of the two-term equation 𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦)𝜙1(𝑦
′), where 𝛼0 ∈ {−1, 1},

𝑝 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ is continuous function, 𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖 −→]0,+∞[ (𝑖 = 0, 1) are continuous

functions of orders 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1) regular varying as 𝑧 → 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1) such that 𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1.

The case 𝜎0 + 𝜎1 = 1 is not considered even on the indicate two-term equation. In this

paper a condition under which the right-hand side of the equation as 𝜆0 ∈ R∖{0, 1} and

𝑡 ↑ 𝜔, 𝑦(𝑖) → 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1) in some sense close to the multiplication 𝛼0𝑝(𝑡)|𝑦|𝜎0 |𝑦′|𝜎1 , where

orders 𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1) of nonlinearities so that 𝜎0 + 𝜎1 = 1 (to so called semilinear differ-

ential equation) is established. We give necessary and sufficient conditions of existence of

𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solutions, asymptotic representations of these solutions and their first-order

derivative and number of parametric family of these solutions. The result of the study is

demonstrated on a class of equations whose right-hand side is the ratio of sums of a special

type.

Key words: two-term equation, 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solutions, asymptotic representations of solu-

tions, the (𝐴𝐿)-condition, one-, two-parameter family of solutions.
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