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Стаття присвячена дослiдженню лiнiйної керованої системи змiнної розмiрностi. Роз-
глядається задача оптимального керування декiлькома об’єктами з послiдовним у часi
режимом їх роботи. Початковий стан кожного наступного об’єкта залежить вiд кiнце-
вого стану попереднього, що об’єднує їх в єдину систему змiнної розмiрностi. Передба-
чається, що кожен об’єкт описується системою звичайних диференцiальних рiвнянь на
iнтервалi його дiї. При цьому довжини iнтервалiв заданi або невiдомi. Системи рiвнянь
можуть мати неоднакову розмiрнiсть, можуть змiнюватися також розмiрнiсть функцiї
керування i обмеження на її значення. Така система зводиться до iмпульсної лiнiйної
системи, яка мiстить керування i завдяки цьому з’ясовуються властивостi розв’язкiв
системи та знаходяться самi розв’язки. Також в роботi розглянуто задачу Майєра i
отримано необхiднi i достатнi умови оптимальностi. Отриманi результати iлюструю-
ться модельними прикладами.
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Вступ. Розглянемо задачу оптимального керування декiлькома об’єктами
з послiдовним у часi режимом їх роботи. Початковий стан кожного наступно-
го об’єкта залежить вiд кiнцевого стану попереднього, що об’єднує їх в єдину
систему змiнної розмiрностi. Передбачається, що кожен об’єкт описується си-
стемою звичайних диференцiальних рiвнянь на iнтервалi його дiї. При цьому
довжини iнтервалiв заданi або невiдомi. Системи рiвнянь можуть мати неодна-
кову розмiрнiсть, можуть змiнюватися також розмiрнiсть функцiї керування i
обмеження на її значення. Такi системи розглядаються в математичнiй теорiї
оптимального керування i мають рiзнi назви: задача оптимiзацiї зi змiною фа-
зового простору — В. Г. Болтянський [17], I. С. Максимова, В. М. Розова [2],
ступеневi системи — В. О. Мєдвєдев, В. М. Розова [3], В. М. Розова [4], Г. К. Заха-
ров [5], Ш. Ф. Магеррамов, К. Б. Мансiмов [6], системи зi змiнною структурою —
М. С. Нiкольський [7,8], Т. А. Тадумадзе, Н. М. Авалiшвiлi [9], Г. Л. Харатiшвi-
лi [10], з поетапно змiнною динамiкою — В. Р. Барсегян [7], Є. Л. Єрьомiн [12],
складенi системи — В. В. Велiченко, Л. Т. Ащепков [6], системи змiнної розмiр-
ностi — О. Д. Кiчмаренко, А. А. Плотнiков [15–20]. [20], О. М. Кирилова [21],
Є. Л. Єрьомiна [12], розглянуто застосування даних систем в економiцi, екологiї,
робототехнiцi, авiабудуваннi, електроенергетицi, технiчних i хiмiчних системах
тощо. Також до таких систем зводяться керованi процеси виникнення i розвитку
об’єктiв, диференцiйованих по моменту створення — О. В. Романенко, О. В. Федо-
сеєв [22], керованi гiбриднi системи — P. I. Barton, Ch. K. Lee [23], W. M. Haddad,
V. S. Chellaboina, S. G. Nersesov [24].
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У цiй статтi на вiдмiну вiд вище названих лiнiйна керована система змiнної
розмiрностi зводиться до iмпульсної лiнiйної системи, яка мiстить керування i
завдяки цьому з’ясовуються властивостi розв’язкiв системи та знаходяться са-
мi розв’язки. Також в роботi розглянуто задачу Майєра i отримано необхiднi i
достатнi умови оптимальностi. Отриманi результати iлюструються модельними
прикладами.

Основнi результати
1. Системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь зi змiнною розмiрнi-

стю. Нехай 𝜃 > 0 є довiльне дiйсне число. Позначимо через Σ𝜃 множину функцiй
𝑛(·) : 𝑅+ → 𝑁 , якi вiдповiдають наступним умовам:

1) 𝑛(·) – кусочно-постiйнi i кусочно-неперервнi справа;
2) якщо 𝑛(𝑡− 0)− 𝑛(𝑡) ̸= 0, то 𝑛(𝜏)− 𝑛(𝑡) = 0 для всiх 𝜏 ∈ [𝑡, 𝑡+ 𝜃].
Вiзьмемо довiльну функцiю 𝑛(·) ∈ Σ𝜃.

Означення 1. Вектор-функцiю 𝑥(·) назвемо вектор-функцiєю зi змiнною
розмiрнiстю, якщо 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛(𝑡) для всiх 𝑡 > 0.

Тобто в кожен момент часу 𝑡 ∈ 𝑅+ значення вектор-функцiї 𝑥(𝑡) належить
евклiдовому простору 𝑅𝑛(𝑡). Очевидно, що пiввiсь 𝑅+ можна розбити не бiльше
нiж на злiчену кiлькiсть промiжкiв 𝐼𝑖 = [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1), 𝑖 = 0, 1, ..., таких, що 𝑅+ =

⋃︀
𝑖 𝐼𝑖

та 𝐼𝑖
⋂︀
𝐼𝑗 = ∅, якщо 𝑖 ̸= 𝑗, де 𝑛(𝑡) − 𝑛(𝑡𝑖) = 0 для всiх 𝑡 ∈ 𝐼𝑖. Отже, на кожному

промiжку 𝐼𝑖 вектор-функцiя 𝑥(·) матиме значення однакової розмiрностi, тобто
𝑥 : 𝐼𝑖 → 𝑅𝑛(𝑡𝑖).

Позначимо через Φ𝑛 множину матрично-значних функцiй 𝑀(𝑛(𝑡)) =

(𝑚𝑖𝑗)
𝑛(𝑡),𝑛(𝑡−0)
𝑖=1,𝑗=1 , яка вiдповiдає функцiї 𝑛(·) ∈ Σ𝜃 та належить деякiй множинi

матриць 𝑀 = {(𝑚𝑖𝑗)
𝑘,𝑙
𝑖=1,𝑗=1}

∞,∞
𝑘=1,𝑙=1.

Вiзьмемо довiльну матрично-значну функцiю 𝑀(·) ∈ Φ𝑛.
Тобто в кожнiй точцi 𝑡𝑖 ∈ 𝑅+, такiй, що 𝑛(𝑡𝑖) − 𝑛(𝑡𝑖 − 0) ̸= 0, вiдбувається

змiна розмiрностi простору. Тому будемо вважати, що в цих точках значення
вектор-функцiї 𝑥(𝑡𝑖) задовольняють умову:

𝑥(𝑡𝑖) =𝑀(𝑛(𝑡𝑖))𝑥(𝑡𝑖 − 0),

де матриця 𝑀(𝑛(𝑡𝑖)) = (𝑚𝑘𝑗(𝑡))
𝑛(𝑡𝑖),𝑛(𝑡𝑖−0)
𝑘=1,𝑗=1 пов’язує вектори рiзних розмiрностей.

Розглянемо на сегментi 𝐼 = [0, 𝑇 ] наступну систему лiнiйних диференцiальних
рiвнянь:

�̇�𝑖 = 𝐴𝑖(𝑡)𝑥𝑖 + 𝑓𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑥0(0) = 𝑥0, 𝑖 = 0, 1, 2, ...,𝑚, (1)

𝑥𝑖(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑥𝑖−1(𝜏𝑖 − 0), 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚, (2)

де функцiя 𝑛(·) визначає розмiр системи в кожен момент часу 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑥𝑖(𝑡) ∈
𝑅𝑛(𝜏𝑖), 𝜏𝑖 ∈ (0, 𝑇 ) – фiксованi моменти часу (𝜏𝑖 < 𝜏𝑖+1), такi, що 𝑛(𝜏𝑖−0) ̸= 𝑛(𝜏𝑖),
𝐴𝑖(𝑡) :[𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1) → 𝑅𝑛(𝜏𝑖)×𝑛(𝜏𝑖) – матрично-значна функцiя, 𝑓𝑖 : [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1) → 𝑅𝑛(𝜏𝑖)

вектор-функцiя, 𝑖 = 0, 1, 2, ... ,𝑚 , 𝜏0 = 0, 𝜏𝑚+1 = 𝑇 <∞.

Зауваження 1. Система (1), (2) має вигляд, як система диференцiальних
рiвнянь з iмпульсами у фiксованi моменти часу, але при кожному «iмпульсi»
розмiрнiсть системи (1), (2) змiнюється. Тобто:
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при 𝑖 = 0 на промiжку [𝜏0, 𝜏1) система буде мати розмiрнiсть 𝑛(𝜏0) i вiдпо-
вiдний розв’язок 𝑥0(·), який є абсолютно неперервною вектор-функцiєю, що за-
довольняє рiвняння �̇�0 = 𝐴0(𝑡)𝑥0+𝑓0(𝑡) майже для всiх 𝑡 ∈ [𝜏0, 𝜏1) та 𝑥0(0) = �̄�0;

при 𝑡 = 𝜏1 система змiнить розмiрнiсть на 𝑛(𝜏1) i 𝑥1(𝜏1) =𝑀(𝑛(𝜏1))𝑥0(𝜏1−
0) ∈ 𝑅𝑛(𝜏1);

при 𝑖 = 1 на промiжку [𝜏1, 𝜏2) система буде мати розмiрнiсть 𝑛(𝜏1) i вiд-
повiдний розв’язок 𝑥1(·), який є абсолютно неперервною вектор-функцiєю, що
задовольняє рiвняння �̇�1 = 𝐴1(𝑡)𝑥1 + 𝑓1(𝑡) майже для всiх 𝑡 ∈ [𝜏0, 𝜏1) з початко-
вим станом 𝑥1(𝜏1);

i так далi до останнього сегмента [𝜏𝑚, 𝜏𝑚+1].
Тобто на кожному промiжку [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1) розв’язок 𝑥𝑖(·) буде мати вiдповiдну

розмiрнiсть. Таким чином, на всьому сегментi 𝐼 будемо мати розв’язок 𝑥 : 𝐼 →
𝑅𝑛(𝑡) системи (1), (2) як вектор-функцiю зi змiнною розмiрнiстю.

Означення 2. Вектор-функцiю зi змiнною розмiрнiстю 𝑥 : 𝐼 → 𝑅𝑛(𝑡) бу-
демо називати розв’язком системи (1), (2) на сегментi 𝐼 = [0, 𝑇 ], якщо вона
абсолютно неперервна i задовольняє систему (1) майже всюди на iнтервалах,
якi не мiстять точок 𝜏𝑖, та задовольняє умову (2) для всiх 𝑡 = 𝜏𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑚 .

Приклад 1. Розглянемо наступну систему лiнiйних диференцiальних рiв-
нянь:

�̇�𝑖 = 𝐴𝑖(𝑡)𝑥𝑖 + 𝑓𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑥0(0) = 1, 𝑖 = 0, 2, (3)

𝑥𝑖(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑥𝑖−1(𝜏𝑖 − 0), 𝑖 = 1, 2, (4)

де 𝑛(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, 𝑡 ∈ [0, 𝜋)

2, 𝑡 ∈ [𝜋, 2𝜋)

1 𝑡 ∈ [2𝜋, 3𝜋]

, 𝑡 ∈ [0, 3𝜋], 𝜏0 = 0, 𝜏1 = 𝜋, 𝜏2 = 2𝜋, 𝜏3 = 3𝜋,

𝐴0(𝑡) = − cos(𝑡), 𝐴1(𝑡) =

⎛⎝ 0 1

−1 0

⎞⎠ , 𝐴2(𝑡) = 1,

𝑓0(𝑡) = 0, 𝑓1(𝑡) =

⎛⎝ cos(𝑡)

sin(𝑡)

⎞⎠ , 𝑓2(𝑡) = − sin(𝑡),

𝑀(𝑛(𝜏1)) =
(︁

1 0
)︁𝑇

, 𝑀(𝑛(𝜏2)) =
(︁

1 0
)︁
.

Розв’яжемо на кожному промiжку послiдовно вiдповiдну систему диферен-
цiальних рiвнянь. Очевидно, що на кожному промiжку вектор-функцiя, яка є
розв’язком вiдповiдної системи, буде мати вiдповiдну розмiрнiсть. Тобто

1. Для 𝑡 ∈ [0, 𝜋) отримаємо диференцiальне рiвняння:

�̇�0(𝑡) = − cos(𝑡)𝑥0(𝑡), 𝑥0(0) = 1

i розв’язок 𝑥0(𝑡) = 𝑒− sin(𝑡) розмiрностi 1.
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2. Для 𝑡 ∈ [𝜋, 2𝜋). Так як 𝑥0(𝜋−0) = 1, то 𝑥1(𝜋) =

⎛⎝ 1

0

⎞⎠𝑥0(𝜋−0) =

⎛⎝ 1

0

⎞⎠
та отримаємо систему диференцiальних рiвнянь:

�̇�(𝑡) = 𝑦(𝑡) + cos(𝑡)

�̇�(𝑡) = −𝑥(𝑡) + sin(𝑡)
, 𝑥1(𝜋) =

⎛⎝ 𝑥(𝜋)

𝑦(𝜋)

⎞⎠ =

⎛⎝ 1

0

⎞⎠

i розв’язок 𝑥1(𝑡) =

⎛⎝ − cos(𝑡) + sin(𝑡)

sin(𝑡)

⎞⎠ розмiрностi 2.

3. Для 𝑡 ∈ [2𝜋, 3𝜋]. Так як 𝑥1(2𝜋−0) =

⎛⎝ −1

0

⎞⎠, то 𝑥2(2𝜋) =
(︁

1 0
)︁
𝑥1(2𝜋−

0) = −1 та отримаємо диференцiальне рiвняння:

�̇�2(𝑡) = 𝑥2(𝑡)− sin(𝑡), 𝑥2(2𝜋) = −1

i розв’язок 𝑥2(𝑡) = 1
2 cos(𝑡) +

1
2 sin(𝑡)−

3
2𝑒2𝜋 𝑒

𝑡 розмiрностi 1.
Тому пiд розв’язком всiєї системи на промiжку [0, 3𝜋] будемо вважати

вектор-функцiю зi змiнною розмiрнiстю 𝑥 : [0, 3𝜋] → 𝑅𝑛(𝑡), яка на кожному
вiдповiдному промiжку збiгається з вiдповiдним розв’язком системи диферен-
цiальних рiвнянь (3),(4).

Очевидно, що якщо розглянути об’єднану траєкторiю отриманої вектор-
функцiї зi змiнною розмiрнiстю 𝑥 : [0, 3𝜋] → 𝑅𝑛(𝑡) у просторi 𝑡𝑂𝑥𝑦 i вважати,
що на промiжках [0, 𝜋) i [2𝜋, 3𝜋] друга координата 𝑦 дорiвнює 0, то ми отри-
маємо неперервну траєкторiю (дивись рис. 1.).

Але якщо змiнити матрицi 𝑀(𝑛(𝜏1)) та 𝑀(𝑛(𝜏2)), то траєкторiя може

мати розриви при 𝜏𝑖 = 𝑖𝜋, 𝑖 = 1, 2. Наприклад, якщо 𝑀(𝑛(𝜋)) =
(︁

1 −1
)︁𝑇

i

𝑀(𝑛(𝜋)) =
(︁

1 1
)︁
, то отримаємо розв’язок

𝑥0(𝑡) = 𝑒− sin(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝜋);

𝑥1(𝑡) =

⎛⎝ cos(𝑡)

− sin(𝑡)− cos(𝑡)

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [𝜋, 2𝜋);

𝑥2(𝑡) =
1

2
cos(𝑡) +

1

2
sin(𝑡)− 1

2𝑒2𝜋
𝑒𝑡, 𝑡 ∈ [2𝜋, 3𝜋],

графiк якого у просторi 𝑡𝑂𝑥𝑦 зображено на рис. 2.

На прикладi системи (3), (4) розглянемо два способи переходу вiд системи зi
змiнною розмiрнiстю до системи постiйної розмiрностi.

Спосiб 1. Легко бачити, що систему (3),(4) можна переписати у виглядi

�̇� = 𝑁(𝑛(𝑡))𝐴(𝑡)𝑥+𝑁(𝑛(𝑡))𝑓(𝑡), 𝑡 ̸= 𝜏𝑖, (5)
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Рис. 1. Неперервна траєкторiя розв’язку
системи (3), (4)

Рис. 2. Розривна траєкторiя розв’язку
системи (3), (4)

𝑥(0) =

⎛⎝ 1

0

⎞⎠ , 𝑥(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑥(𝜏𝑖 − 0), 𝑖 = 1, 2, (6)

де 𝑥 ∈ 𝑅2,

𝑁(𝑛(𝑡)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ 1 0

0 0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [0, 𝜋)⎛⎝ 1 0

0 1

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [𝜋, 2𝜋)⎛⎝ 1 0

0 0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [2𝜋, 3𝜋]

𝐴(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ − cos(𝑡) 0

0 0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [0, 𝜋)⎛⎝ 0 1

−1 0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [𝜋, 2𝜋)⎛⎝ 1 0

0 0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [2𝜋, 3𝜋]

𝑓(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ 0

0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [0, 𝜋)⎛⎝ cos(𝑡)

sin(𝑡)

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [𝜋, 2𝜋)⎛⎝ − sin(𝑡)

0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [2𝜋, 3𝜋]

𝑀(𝑛(𝑡)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ 1 0

0 1

⎞⎠ , 𝑡 = 𝜋⎛⎝ 1 0

0 1

⎞⎠ , 𝑡 = 2𝜋

Очевидно, що система (5), (6) є iмпульсною системою постiйної розмiрностi
(𝑛 = 2).

Якщо ми знайдемо розв’язок цiєї системи 𝑥(𝑡) = (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡))
𝑇 , то 𝑥1(𝑡) буде

розв’язком системи (3), (4) на промiжку [0, 𝜋), (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡))
𝑇 буде розв’язком

системи (3), (4) на промiжку [𝜋, 2𝜋), 𝑥1(𝑡) буде розв’язком системи (3), (4) на
промiжку [2𝜋, 3𝜋].

Спосiб 2. Також систему (3), (4) можна в iнший спосiб представити у виглядi
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системи диференцiальних рiвнянь постiйної розмiрностi:

�̇� = 𝑁(𝑛(𝑡))𝐴(𝑡)𝑥+𝑁(𝑛(𝑡))𝑓(𝑡), 𝑡 ̸= 𝜏𝑖, (7)

𝑥(0) = (1, 0, 0, 0, 0)𝑇 , 𝑥(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑥(𝜏𝑖 − 0), 𝑖 = 1, 2, (8)

де 𝑥 ∈ 𝑅4, 𝑁(𝑛(𝑡)) : [0, 3𝜋] → 𝑅4×4, 𝐴(𝑡) : [0, 3𝜋] → 𝑅4×4, 𝑀(𝑛(𝑡)) : [0, 3𝜋] → 𝑅4×4

𝐴(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 0 1 0

0 −1 0 0

0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑓(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

cos(𝑡)

sin(𝑡)

− sin(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝑀(𝑛(𝑡)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑡 = 𝜋

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑡 = 2𝜋

𝑁(𝑛(𝑡)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑡 ∈ [0, 𝜋)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑡 ∈ [𝜋, 2𝜋)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑡 ∈ [2𝜋, 3𝜋]

Система (7), (8) буде мати постiйну розмiрнiсть, яка дорiвнює сумi розмiрно-
стей на всiх промiжках, тобто 𝑛 = 1 + 2 + 1 = 4.

Якщо ми знайдемо розв’язок цiєї системи 𝑥(𝑡) = (𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥4(𝑡))
𝑇 , то 𝑥1(𝑡)

буде розв’язком системи (3), (4) на промiжку [0, 𝜋), (𝑥2(𝑡), 𝑥3(𝑡))𝑇 буде розв’язком
системи (3), (4) на промiжку [𝜋, 2𝜋), 𝑥4(𝑡) буде розв’язком системи (3), (4) на
промiжку [2𝜋, 3𝜋].

Зрозумiло, що другий спосiб переходу вiд системи зi змiнною розмiрнiстю до
системи постiйної розмiрностi є менш привабливим, оскiльки при великiй кiлько-
стi переключень система (7), (8) буде мати величезну розмiрнiсть 𝑛 =

∑︀𝑚
𝑖=0 𝑛(𝜏𝑖).

Тому в подальшому при дослiдженнi систем зi змiнною розмiрнiстю будемо вико-
ристовувати перший спосiб переходу до iмпульсної системи постiйної розмiрностi.

2. Системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь зi змiнною розмiрнi-
стю, якi мiстять керування. Розглянемо систему лiнiйних диференцiальних
рiвнянь, якi мiстять керування

�̇�𝑖 = 𝐴𝑖(𝑡)𝑥𝑖 +𝐵𝑖(𝑡)𝑢, 𝑡 ̸= 𝜏𝑖, 𝑥0(0) = 𝑥0, 𝑖 = 0,𝑚, (9)
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𝑥𝑖(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑥𝑖−1(𝜏𝑖 − 0), 𝑖 = 1,𝑚, (10)

де 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐼, 𝑢 — керування, 𝑢 ∈ 𝑈 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑘), 𝜏𝑖 ∈ 𝐼, 𝑖 = 1,𝑚 —
фiксованi моменти часу (𝜏𝑖 < 𝜏𝑖+1) такi, що 𝑛(𝜏𝑖 − 0) ̸= 𝑛(𝜏𝑖), 𝐴𝑖(𝑡) — матрично-
значна функцiя, яка має розмiрнiсть (𝑛(𝑡)×𝑛(𝑡)), 𝐵𝑖(𝑡) матрично-значна функцiя,
яка має розмiрнiсть (𝑛(𝑡)× 𝑘), 𝑀(𝑛(𝜏𝑖)) — матрицi (𝑛(𝜏𝑖)× 𝑛(𝜏𝑖 − 0)).

Означення 3. Пiд допустимим керуванням розумiється будь-яка вимiрна
функцiя 𝑢 : 𝐼 → 𝑅𝑘, яка задовольняє включенню 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 для всiх 𝑡 ∈ 𝐼. По-
значимо множину всiх допустимих керувань системи (9),(10) через 𝒰(𝐼) (або
𝒰).

Зауваження 2. Очевидно, що систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь,
якi мiстять керування (9),(10), можливо привести до системи лiнiйних дифе-
ренцiальних включень

�̇�𝑖 ∈ 𝐴𝑖(𝑡)𝑥𝑖 + 𝐹𝑖(𝑡), 𝑡 ̸= 𝜏𝑖, 𝑥0(0) = 𝑥0, 𝑖 = 0,𝑚, (11)

𝑥𝑖(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑥𝑖−1(𝜏𝑖 − 0), 𝑖 = 1,𝑚, (12)

де 𝐹𝑖(𝑡) ≡ 𝐵𝑖(𝑡)𝑈 .

Тодi з [17,19] випливає наступна теорема.

Теорема 1. Нехай виконуються наступнi вимоги для 𝑖 = 0,𝑚:
1)𝐴𝑖(·) — матрично-значнi функцiї з компонентами, якi вимiрнi на [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1);
2) 𝐵𝑖(·) — матрично-значнi функцiї з компонентами, якi вимiрнi на [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1);
3) iснують сталi 𝜅1 > 0 i 𝜅2 > 0 такi що для всiх 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1)

‖𝐴𝑖(𝑡)‖𝑛(𝜏𝑖) 6 𝜅1, ‖𝐵𝑖(𝑡)‖𝑛(𝜏𝑖) 6 𝜅2 .

Тодi
1) система (9),(10) має розв’язок на промiжку 𝐼 для будь-якого допустимого

керування 𝑢(·) ∈ 𝒰(𝐼) та на кожному промiжку [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1) має вигляд

𝑥𝑖(𝑡, 𝑢) = Φ𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝜏𝑖, 𝑢) + Φ𝑖(𝑡)

ˆ 𝑡

𝜏𝑖

Φ−1
𝑖 (𝑠)𝐵𝑖(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚,

де 𝑥0(𝜏0, 𝑢) = �̄�0, 𝑥𝑖(𝜏𝑖, 𝑢) = 𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑥𝑖−1(𝜏𝑖 − 0, 𝑢), 𝑖 = 1,𝑚, Φ𝑖(𝑡) — вiдповiднi
матрицанти;

2) перетин множини розв’язкiв системи (9),(10) (множина досяжностi)
на кожному промiжку [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1) має вигляд

𝑋𝑖(𝑡) = Φ𝑖(𝑡)𝑋𝑖(𝜏𝑖) + Φ𝑖(𝑡)

ˆ 𝑡

𝜏𝑖

Φ−1
𝑖 (𝑠)𝐵𝑖(𝑠)𝑈𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚,

де 𝑋0(𝜏0) = �̄�0, 𝑋𝑖(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑋𝑖−1(𝜏𝑖 − 0), 𝑖 = 1,𝑚;
3) перетин множини розв’язкiв системи (9),(10) 𝑋𝑖(𝑡) ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛(𝑡)) для

всiх 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚.
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Також пов’яжемо з системою (9), (10) наступну систему

�̇� = 𝑁(𝑛(𝑡))𝐴(𝑡)𝑥+𝑁(𝑛(𝑡))𝐵(𝑡)𝑢, 𝑡 ̸= 𝜏𝑖, 𝑥(0) = 𝑥0, (13)

𝑥(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑥(𝜏𝑖 − 0), (14)

де 𝑡 ∈ 𝐼, 𝑁(𝑛(𝑡)) — матрично-значна функцiя, яка має розмiрнiсть (𝑛 × 𝑛) та

така, що 𝑁(𝑛(𝑡)) =

⎛⎝ 𝐸 0

0 0

⎞⎠ , 𝐸 — одинична матриця, яка має розмiрнiсть

(𝑛(𝑡) × 𝑛(𝑡)), 𝐴(𝑡) — матрично-значна функцiя, яка має розмiрнiсть (𝑛 × 𝑛) та
така, що 𝑁(𝑛(𝑡))𝐴(𝑡) ≡ 𝑃𝑇 (𝑛(𝑡))𝐴𝑖(𝑡)𝑃 (𝑛(𝑡)) для 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚, 𝐵(𝑡) —
матрично-значна функцiя, яка має розмiрнiсть (𝑛×𝑘) та така, що 𝑁(𝑛(𝑡))𝐵(𝑡)𝑢 ≡
𝑃𝑇 (𝑛(𝑡))𝐵𝑖(𝑡)𝑢 для 𝑢 ∈ 𝑈 та 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚, 𝑃 (𝑡) — матрично-значна
функцiя, яка має розмiрнiсть (𝑛(𝑡) × 𝑛) та така, що 𝑃 (𝑛(𝑡)) = (𝐸 0), 𝑀(𝑛(𝑡))
— матрично-значна функцiя, яка має розмiрнiсть (𝑛× 𝑛) та така, що 𝑀(𝑛(𝑡)) =

𝑀(𝑛(𝜏𝑖)) =

⎛⎝ 𝑀𝑖 0

0 𝐸

⎞⎠ для всiх 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚− 1, 𝑀0 = 𝐸, 𝑁(𝑛(0))𝑥0 ≡

𝑃𝑇 (𝑛(0))𝑥0.

Означення 4. Вiдображення 𝑥𝑢 : 𝐼 → 𝑅�̄� будемо називати розв’язком си-
стеми (13),(14), яке вiдповiдає допустимому керуванню 𝑢(·), якщо воно непе-
рервне та задовольняє iнтегральному рiвнянню

𝑥𝑢(𝑡) = 𝑥𝑢(𝜏𝑖 + 0) +

ˆ 𝑡

𝜏𝑖

[𝑁(𝑛(𝑠))𝐴(𝑠)𝑥𝑢(𝑠) +𝑁(𝑛(𝑠))𝐵(𝑠)𝑢(𝑠)]𝑑𝑠 (15)

для всiх 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚− 1 та 𝑥𝑢(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑥𝑢(𝜏𝑖 − 0), 𝑖 = 1,𝑚.

Зауваження 3. Очевидно що 𝑃𝑇 (𝑛(𝑡))𝑥𝑢(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑡, 𝑢) для всiх 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1),
𝑖 = 0,𝑚, де 𝑥𝑢(·) — розв’язок системи (13),(14), а 𝑥𝑖(·, 𝑢) — розв’язок системи
(9),(10) на промiжку [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚, якi вiдповiдають допустимому керуван-
ню 𝑢(·). Тобто першi 𝑛(𝑡) елементiв вектора 𝑥𝑢(𝑡) збiгаються з усiма елемен-
тами вектора 𝑥𝑖(𝑡, 𝑢) для всiх 𝑡 ∈ [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚.

3. Задача оптимального керування з термiнальним критерiєм яко-
стi. Нехай якiсть керування системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь (9),(10)
оцiнюється термiнальним критерiєм 𝐼(𝑢) = Φ(𝑥𝑚(𝑇 )).

Задача Майєра. Необхiдно знайти програмне керування 𝑢*(·) i вiдповiдну
траєкторiю 𝑥*(·) системи (9),(10), при яких термiнальний критерiй якостi при-
ймає мiнiмальне значення.

Припущення 1. Нехай функцiя Φ : 𝑅𝑛(𝑇 ) → 𝑅1 є неперервною.

Теорема 2. Нехай виконуються вимоги теореми 1 i припущення 1. Тодi
розв’язок задачi Майєра iснує.

Твердження теореми 2 випливає з компактностi множини досяжностi системи
(9),(10) в будь-який момент часу 𝑡 ∈ 𝐼 i неперервностi функцiї Φ(·).
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Далi отримаємо необхiднi i достатнi умови оптимальностi керування для за-
дачi Майєра. Перепишемо систему (9),(10) у виглядi системи (13),(14) та пере-
пишемо функцiонал критерiя якостi у наступному виглядi: 𝐼(𝑢) = Φ̄(𝑥(𝑇 )) ≡
Φ(𝑥1(𝑇 ), ..., 𝑥𝑛(𝑇 )(𝑇 )) + 0 · 𝑥𝑛(𝑇 )+1 + ...+ 0 · 𝑥�̄�(𝑇 ). Отже, отримаємо задачу опти-
мального керування постiйної розмiрностi з iмпульсами та з [3] наступну теорему.

Теорема 3. Нехай виконуються вимоги теореми 1 i функцiя Φ(·) має ча-
стиннi похiднi. Тодi для того, щоб керування 𝑢*(·) i вiдповiдна траєкторiя 𝑥*(·)
були розв’яком задачi Майєра (13),(14), необхiдно i достатньо, щоб iснував не-
нульовий розв’язок 𝜓*(𝑡) спряженої системи

�̇� = −𝑁(𝑛(𝑡))𝐴𝑇 (𝑡)𝜓,𝜓(𝜏𝑖) =𝑀𝑇 (𝑛(𝜏𝑖))𝜓(𝜏𝑖 − 0), 𝑖 = 1,𝑚

такий, що виконуються наступнi умови:
1) для майже всiх 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] виконується умова максимуму:

(𝐵(𝑡)𝑢*(𝑡), 𝜓*(𝑡)) = max
𝑢∈𝑈

(𝐵(𝑡)𝑢, 𝜓*(𝑡));

2) 𝜓𝑖(𝑇 ) = −𝜕Φ̄(𝑥(𝑇 ))
𝜕𝑥𝑖

, 𝑖 = 1, �̄�.

Зауваження 4. Згiдно iз зауваженням 3 пiсля отримання оптимальної
траєкторiї 𝑥*(·) для системи (13),(14) легко можна отримати оптимальнi
траєкторiї 𝑥𝑖*(·), 𝑖 = 0,𝑚 для системи (9),(10).

Проiлюстуємо отриманi результати на модельному прикладi.

Приклад 2. Нехай 𝐼 = [0, 3], 𝑛(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, 𝑡 ∈ [0, 1)

2, 𝑡 ∈ [1, 2)

1, 𝑡 ∈ [2, 3]

, а лiнiйна керована

система iз змiнною розмiрнiсттю має наступний вигляд

�̇�𝑖 = 𝐴𝑖(𝑡)𝑥𝑖 +𝐵𝑖(𝑡)𝑢, 𝑡 ̸= 𝜏𝑖, 𝑥0(0) = 1, 𝑖 = 0, 2, (16)

𝑥𝑖(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑥𝑖−1(𝜏𝑖 − 0), 𝑖 = 1, 2, (17)

де 𝑥0(𝑡) : [0, 1) → 𝑅1, 𝑥1(𝑡) : [1, 2) → 𝑅2, 𝑥2(𝑡) : [2, 3] → 𝑅1, 𝐴0(𝑡) = −1, 𝐴1(𝑡) =⎛⎝ −1 1

1 −1

⎞⎠, 𝐴2(𝑡) = 1, 𝐵0(𝑡) =
(︁

0, 5 0, 5
)︁
, 𝐵1(𝑡) =

⎛⎝ 1 0

0 1

⎞⎠, 𝐵2(𝑡) =

(︁
0, 75 0, 25

)︁
, 𝑢𝑖(𝑡) ∈ [−1, 1], 𝑖 = 1, 2, 𝑀(𝑛(1)) =

⎛⎝ 2

0

⎞⎠, 𝑀(𝑛(2)) =
(︁

1 1
)︁
.

Треба знайти допустиму програмну стратегiю 𝑢*(·), яка доставляє мiнi-
мум функцiоналу 𝐼(𝑢) = 2𝑥2(3).

Отже, пов’яжемо з системою (16), (17) наступну задачу оптимального
керування

�̇� = 𝑁(𝑛(𝑡))𝐴(𝑡)𝑦 +𝑁(𝑛(𝑡))𝐵(𝑡)𝑢, 𝑡 ̸= 𝜏𝑖, 𝑦(0) =

⎛⎝ 1

0

⎞⎠ , (18)
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𝑦(𝜏𝑖) =𝑀(𝑛(𝜏𝑖))𝑦(𝜏𝑖 − 0), 𝐼(𝑢) = 2𝑦1(3), (19)

де 𝑦 ∈ 𝑅2, 𝜏0 = 0, 𝜏1 = 1, 𝜏2 = 2, 𝜏3 = 3, 𝑢𝑖(𝑡) ∈ [−1, 1], 𝑖 = 1, 2,

𝐴(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ −1 0

0 0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [0, 1)⎛⎝ −1 1

1 −1

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [1, 2)⎛⎝ 1 0

0 0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [2, 3]

𝐵(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ 0, 5 0, 5

0 0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [0, 1)⎛⎝ 1 0

0 1

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [1, 2)⎛⎝ 0, 75 0, 25

0 0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [2, 3]

�̄�(𝑛(1)) =

⎛⎝ 2 1

0 1

⎞⎠ , �̄�(𝑛(2)) =

⎛⎝ 1 1

0 1

⎞⎠ .

За теоремою 1 областi досяжностi систем (16),(17) та (18),(19) є компа-
ктами в будь-який момент часу 𝑡 ∈ [0, 3]. Тобто розв’язок задач iснує.

Запишемо спряжену систему диференцiальних рiвнянь

�̇� = −𝐴𝑇 (𝑡)𝜓, 𝜓(3) =

⎛⎝ −2

0

⎞⎠ , 𝜓(1) =

⎛⎝ 2 0

1 1

⎞⎠𝜓(1−0), 𝜓(2) =

⎛⎝ 1 0

1 1

⎞⎠𝜓(2−0).

Нижче на малюнках наводяться графiки змiни кожної з компонент векто-
ра 𝜓(𝑡) = (𝜓1(𝑡), 𝜓2(𝑡))

𝑇 на кожному промiжку (рис. 3–8).
Тодi з умови максимуму теореми 3 маємо:

• якщо 𝑡 ∈ [0, 1), то (0, 5𝑢1(𝑡) + 0, 5𝑢2(𝑡))𝜓1(𝑡) → max. На рис. 7 бачимо, що
𝜓1(𝑡) < 0, тобто 𝑢𝑖*(𝑡) = −1, 𝑖 = 1, 2;

• якщо 𝑡 ∈ [1, 2) 𝑢1(𝑡)𝜓1(𝑡) + 𝑢2(𝑡)𝜓2(𝑡) → max. На рис. 5 та рис. 6 бачимо,
що 𝜓1(𝑡) < 0 i 𝜓2(𝑡) < 0, тобто 𝑢𝑖*(𝑡) = −1, 𝑖 = 1, 2;

• якщо 𝑡 ∈ [2, 3] (0, 75𝑢1(𝑡) + 0, 25𝑢2(𝑡))𝜓1(𝑡) → max. На рис. 3 бачимо, що
𝜓1(𝑡) < 0, тобто 𝑢𝑖*(𝑡) = −1, 𝑖 = 1, 2.

Отже, 𝑢𝑖*(𝑡) = −1, 𝑡 ∈ [0, 3], 𝑖 = 1, 2. Тепер знайдемо вiдповiдну оптималь-
ну траєкторiю 𝑦*(·):

𝑦*(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ − 𝑒𝑡−2
𝑒𝑡

0

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [0, 1)⎛⎝ − 1
𝑒 (𝑒

−2𝑡+2 + 1)− 𝑡+ 1

1
𝑒 (𝑒

−2𝑡+2 − 1)− 𝑡+ 1

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [1, 2)⎛⎝ 1− 0, 442 𝑒𝑡

−1, 114

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [2, 3]

та 𝑦1(3) = −4.84. Тобто 𝐼(𝑢) = −9, 68.
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Рис. 3. 𝜓1(𝑡), 𝑡 ∈ [2, 3] Рис. 4. 𝜓2(𝑡), 𝑡 ∈ [2, 3]

Рис. 5. 𝜓1(𝑡), 𝑡 ∈ [1, 2)
Рис. 6. 𝜓2(𝑡), 𝑡 ∈ [1, 2)

Рис. 7. 𝜓1(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1)
Рис. 8. 𝜓2(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1)
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Тодi, згiдно iз зауваженням 4, отримаємо оптимальну траєкторiю для вiд-
повiдної задачi Майєра (16),(17):

𝑥*0(𝑡) = −1 + 2𝑒−𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1),

𝑥*1(𝑡) =

⎛⎝ −𝑒−1(𝑒−2𝑡+2 + 1)− 𝑡+ 1

𝑒−1(𝑒−2𝑡+2 − 1)− 𝑡+ 1

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [1, 2),

𝑥*2(𝑡) = 1− 0, 442 𝑒𝑡, 𝑡 ∈ [2, 3].

Висновки. У данiй роботi для системи лiнiйних керованих диференцiаль-
них рiвнянь, якi змiнюють розмiрнiсть у фiксованi моменти часу, завдяки зве-
денню її до iмпульсного керованого лiнiйного диференцiального рiвняння було
отримано необхiднi i достатнi умови оптимальностi керування для задачi Майє-
ра. Аналогiчно можна розглянути системи лiнiйних керованих диференцiальних
рiвнянь, якi змiнюють розмiрнiсть в нефiксованi моменти часу.
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Кичмаренко О. Д., Плотников А. А.
Системы линейных управляемых дифференциальных уравнений с переменной
размерностью

Резюме

Cтатья посвящена исследованию линейной управляемой системы переменной размер-
ности. Рассматривается задача оптимального управления несколькими объектами с по-
следовательным во времени режимом их работы. Исходное состояние каждого следую-
щего объекта зависит от конечного состояния предыдущего, что объединяет их в еди-
ную систему переменной размерности. Предполагается, что каждый объект описывает-
ся системой обыкновенных дифференциальных уравнений на интервале его действия.
При этом длины интервалов заданы или неизвестны. Системы уравнений могут иметь
неодинаковую размерность, могут меняться также размерность управляющей функции
и ограничения на ее значення. Такая система сводится к импульсной линейной системе,
содержащей управления, и благодаря этому выясняются свойства решений системы и
находятся сами решения. Также в работе рассмотрена задача Майєра и получены необ-
ходимые и достаточные условия оптимальности. Полученные результаты иллюстриру-
ются примерами.
Ключевые слова: линейная система, оптимальное управление, переменная размер-
ность, задача Майєра, дифференциальное уравнение, импульсная система .

Kichmarenko O. D., Plotnikov A. A.
Systems of linear controlled differential equations with variable dimension

Summary

The article investigates the linear control system of variable dimension. The optimal control

problem for several objects with a consistent in time mode of their operation is considered.

The initial state of each object depends on the final state of the previous one and this unites

them into a single system of variable dimension. It is assumed that each object is described

by a system of ordinary differential equations in the interval of its operation. In this case,

the lengths of the intervals are either given or unknown. The system of equations may have

unequal dimensions, while the dimension of the control function and the restriction on its

value can also vary. This system reduces to an impulse linear system containing controls and,

therefore, the properties of the system solutions are repelled and the solutions themselves

are found. Besides that, we consider the Mayer problem and obtain necessary and sufficient

conditions for optimality. The obtained results are illustrated by examples.

Key words: linear system, optimal control, variable dimension, Mayer problem, differential

equation, impulse system.

References

1. Boltyanskii, V. G. (1983). Zadacha optimizacii so smenoi fazovogo prostranstva [The
problem of optimization with change of phase space]. Differentsial’nye Uravneniya, Vol.
19 , №3. – P. 518–521.

2. Maksimova, I. S., Rozova, V. N. (2011). Uslobiya upravlyaemosti v zadache so smenoi
fazovogo prostranstva [Controllability conditions in the problem with the change of phase
space]. Vestnik TGU, Vol. 16, №4. – P. 1118–1119.

3. Medvedev, V. A., Rozova, V. N. (1972). Optimal’noe upravlenie stypenchatimi sistemami
[Optimal control step system]. Avtomatika i telemehanika, Vol. 3. – P. 15–23.



66 Кiчмаренко О. Д., Плотнiков А. А.

4. Rozova, V. N. (1972). Optimal’noe upravlenie stypenchatimi sistemami [Optimal
control step system]. Vestnik Rossiiskogo Universiteta Druzhbi Narodov. Seriya: Fiziko-
matematicheskie nauki, №1. – P. 27–32.

5. Zakharov, G. K. (1981). Optimizaciya stupenchatih sistem upravleniya [Optimization of
step control systems]. Avtomatika i telemehanika, Vol. 8. – P. 5–9.

6. Magerramov, Sh. F., Mansimov, K. B. (2001). Optimization of a class of discrete step
control systems. Comput. Math. Math. Phys., Vol. 41 , №3. – P. 334–339.

7. Nikol’skii, M. S. (1984). Lineinie differencial’nie igri s peremenoi strukturoi [Linear di-
fferential games with variable structure]. Dokl. Akad. Nauk SSSR, Vol. 276, №4. – P.
791–794.

8. Nikol’skii, M. S. (1987). Ob odnoi variacionnoi zadache s peremennoi strukturoi [A
variational problem with a variable structure]. Vestnik Moskov. Univ., Ser. XV Vychisl.
Mat. Kibernet., №1. – P. 36–41.

9. Tadumadze, T. A., Avalishvili, N. M. (1985). Regulyarnie vozmuscheniya v optimal’nih
zadachah s peremennoi strukturoi [Regular perturbations in optimal problems with vari-
able structure]. Optimal control in systems with variable structure. – P. 100–154.

10. Haratishvili, G. L. (1985). Poliatomicheskie optimal’nie sistemi [Polyatomic optimal
systems]. Optimal control in systems with variable structure. – P. 3–47.

11. Barsegyan, V. R. (2002). O zadache optimal’nogo upravleniya poetapno menyayuschimi-
sya lineinimi sistemami s fazovimi ogranicheniyami v promezhutochnie momenti vremeni
[On the problem of optimal control of gradually varying linear systems with phase
constraints at intermediate instants of time]. Uchenie zapiski EGU, №1. – P. 118–119.

12. Eremin, E. L. (2012). Adaptivnoe upravlenie dinamicheskim ob’ektom na mnozhestve
sostoyanii funkcionirovaniya [Adaptive control of a dynamic object in the set operation
states]. Adaptive and robust control, №4(34). – P. 107–118.

13. Aschepkov, L. T., Velichenko, V. V. (1989). Optimal’noe upravlenie. Kurs lekcii [Optimal
control. Lecture course]. Vladivostok: Izdat. Dal’nevostochnogo universiteta, 116 p.

14. Kichmarenko, O. D., Plotnikov, A. A. (2013). Nelineinie differencial’nie vklucheniya s
peremennoi razmernost’yu [Nonlinear differential inclusions with variable dimension],
Visnik Od. nac. un-tu. Mat. i mekh., Vol. 18, №2(18). – P. 29–34.

15. Kichmarenko, O. D., Plotnikov, A. A. (2017). Poshagovoe usrednenie lineinikh di-
fferencial’nih vkluchenii peremennoi razmernosti [Stepwise averaging of linear differenti-
al inclusions of variable dimension]. Research in mathematics and mechanics, Vol. 22,
№1(29). – P. 7–17.

16. Plotnikov, A. A. (2016). Poshagovoe usrednenie differencial’nih vkluchenii peremennoi
razmernosti [Stepwise averaging of differential inclusions of variable dimension].
Matematychni Studii, Vol. 46, №1. – С. 81–88.

17. Plotnikov, A. A. (2017). Poshagovoe usrednenie lineinikh differencial’nih vkluchenii
peremennoi razmernosti na konechnom intervale [Step averaging linear differential
inclusions with variable dimension on a finite interval ]. Nonlinear oscilation, Vol. 20,
№2. – С. 211–227.

18. Kichmarenko, O. D., Plotnikov, A. A. (2015). The Averaging of Control Linear Di-
fferential Equations with Variable Dimension on Finite Interval. International Journal
of Sensing, Computing and Control, Vol. 5, №1. – P. 25–35.

19. Kichmarenko, O. D., Plotnikov, A. A. (2015). The Averaging of Linear Differential
Inclusions with Variable Dimension on Finite Interval International Journal of Nonli-
near Science, Vol. 20, №2. – P. 67–78.



Диференцiальнi рiвняння зi змiнною розмiрнiстю 67

20. Grebennikov, V. G. (1979). Optimal’nii vibor traektorii razvitiya i princip neprerivnosti
planirovaniya [ Optimal choice of the development trajectory and the principle of conti-
nuity of planning]. In: Methodological problems of analysis of long-term socio-economic
processes. Proceedings of VNIISI, №9. – P. 3–15.

21. Kirilov, A. N. (2009). Metod dinamicheskoi dekompozicii v modelirovanii sistem
upravleniya so strukturnimi szmeneniyami [ The method of dynamic decomposition
in the modeling of control systems with structural changes]. Modeling of systems and
processes, № 1. – P. 20–24.

22. Romanenko, A. V., Fedoseev, A. V. (1993). Optimal’noe upravlenie ekonomicheskimi
sistemami [Optimum management of economic systems with age structure]. Zhurnal
computes. mat. i math. physics, Vol.33, №8. – P. 1155–1165.

23. Barton, P. I., Lee, Ch.K. (2002). Modeling, simulation, sensitivity analysis, and optimi-
zation of hybrid systems. ACM Trans. on Model. and Comput. Simul., Vol. 12, №4. – P.
256–289.

24. Haddad, W. M., Nersesov, S.G. (2008). Impulsive and hybrid dynamical systems. Pri-
nceton: Princeton University Press.

25. Aslanyan, A. A. (1982). Usloviya optimal’nosti v zadachah upravleniya sistemami s
impul’snim vozdeistviem [ Conditions for optimality in problems of the control of systems
with impulse action]. Dokl. Akad. Nauk Ukrain. SSR Ser. A, №11. – P. 3–6.


