
Дослiдження в математицi i механiцi. – 2018. – Т. 23, вип. 1(31). – С. 43–51

УДК 517.5

С. Р. Воронкова
Одеський нацiональний унiверситет iменi I. I. Мечникова

ПРО ЗБIЖНIСТЬ УЗАГАЛЬНЕНОГО ГАРМОНIЧНОГО РЯДУ
ПРИ ЗМIНI ЗНАКIВ ЙОГО ДОДАНКIВ

Автор висловлює щиру подяку Р. В. Шанiну за плiднi обговорення результатiв.

У данiй роботi вивчається питання про збiжнiсть узагальненого гармонiчного ряду, у
якого змiненi знаки доданкiв. Для цього розглядається послiдовнiсь номерiв, на яких
вiдбувається перемикання знаку. Головним результатом є критерiй збiжностi узагаль-
неного гармонiчного ряду зi змiненими знаками в термiнах номерiв перемикання знаку.
Цей критерiй дозволяє зводити питання про збiжнiсть до дослiдження бiльш просто-
го, а саме, знакозмiнного ряду. Наведено кiлька прикладiв застосування отриманого
критерiю. Найбiльш цiкавим виявився приклад степеневого росту номерiв перемикання
знакiв, що обумовлено переходом до цiлих частин у випадку, коли показник степеня не
є натуральним. В роботi отриманi необхiдна та достатня умови збiжностi, але питання
не вирiшене в повному обсязi, оскiльки цi умови не збiгаються.
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Вступ. Добре вiдомо, що узагальнений гармонiчний ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑛−𝛼 збiгається

при 𝛼 > 1 i розбiгається при 𝛼 6 1. Але необхiдна умова збiжностi цього ряду
виконується при 𝛼 > 0, причому у цьому випадку доданки прямують до нуля
монотонно. Таким чином, якщо змiнювати знаки доданкiв через один, то при

0 < 𝛼 6 1 вiдповiдний ряд
∞∑︀
𝑛=1

(−1)𝑛−1𝑛−𝛼, за ознакою Лейбниця [3, c. 302], стане

умовно збiжним. Вiдома теорема Рiмана [3, c. 317] стверджує, що переставляючи
доданки умовно збiжного ряду, можна отримати новий ряд, який збiгається до
будь-якої наперед заданої суми або ж розбiгається. Незначна модифiкацiя доведе-
ння теореми Рiмана надає можливiсть розташувати знаки доданкiв (не перестав-
ляючи їх) заданого розбiжного ряду з невiд’ємними доданками, що прямують до
нуля, так, щоб отримати новий ряд, який збiгається до наперед заданої суми або
розбiгається (див. [2, c. 75]). У данiй роботi розглядається обернена, у визначено-
му сенсi, задача. А саме, якi умови розташування знакiв доданкiв узагальненого
гармонiчного ряду без порушення порядку гарантують збiжнiсть чи розбiжнiсть
отриманого ряду. Звичайно, мова йде лише про випадок 0 < 𝛼 6 1 i умовну
збiжнiсть, оскiльки при будь-якому розташуваннi знакiв при 𝛼 > 1 отримаємо
абсолютно збiжний ряд, а при 𝛼 6 0 не виконується необхiдна умова збiжностi.

Основнi результати. Отже, розглядається ряд

∞∑︁
𝑛=1

𝜀𝑛
𝑛𝛼
, (1)
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де 𝜀𝑛 = ±1, 0 < 𝛼 6 1. Покладемо 𝑛0 = 1, а для 𝑘 > 1 визначимо послiдовнiсть 𝑛𝑘
номерiв перемикання знаку доданкiв ряду (1), тобто вважаємо, що 𝜀𝑛 = (−1)𝑘−1

при 𝑛𝑘−1 6 𝑛 < 𝑛𝑘. Наступна теорема складає основний результат даної роботи.
Вона встановлює критерiй збiжностi ряду (1) в термiнах номерiв 𝑛𝑘 перемикання
знакiв.

Теорема 1 (Критерiй збiжностi). При 𝛼 = 1 збiжнiсть ряду (1) рiвносильна
збiжностi ряду

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1 ln
𝑛𝑘
𝑛𝑘−1

, (2)

а при 0 < 𝛼 < 1 ряд (1) збiгається або розбiгається одночасно з рядом

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1
(︀
𝑛1−𝛼𝑘 − 𝑛1−𝛼𝑘−1

)︀
. (3)

Спочатку наведемо двi допомiжнi леми, якi будемо використовувати для до-
ведення теореми 1.

Лема 1. При 0 < 𝛼 6 1 збiжнiсть ряду (1) рiвносильна iснуванню границi
послiдовностi

𝐵(𝛼)
𝑛 =

𝑠−1∑︁
𝑚=0

⎛⎝ 𝑛2𝑚+1ˆ

𝑛2𝑚

𝑑𝑥

𝑥𝛼
−

𝑛2𝑚+2ˆ

𝑛2𝑚+1

𝑑𝑥

𝑥𝛼

⎞⎠+ 𝑏(𝛼)𝑛 , (4)

де 𝑛2𝑠 − 1 6 𝑛 < 𝑛2𝑠+2 i

𝑏(𝛼)𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑛 = 𝑛2𝑠 − 1,
𝑛+1´
𝑛2𝑠

𝑑𝑥
𝑥𝛼 , 𝑛2𝑠 6 𝑛 < 𝑛2𝑠+1,

𝑛2𝑠+1´
𝑛2𝑠

𝑑𝑥
𝑥𝛼 −

𝑛+1´
𝑛2𝑠+1

𝑑𝑥
𝑥𝛼 , 𝑛2𝑠+1 6 𝑛 < 𝑛2𝑠+2.

Доведення. Для 𝑗 ∈ N позначимо

𝛾𝑗 =
1

𝑗𝛼
−

𝑗+1ˆ

𝑗

𝑑𝑥

𝑥𝛼
.

Тодi маємо

0 6 𝛾𝑗 =
1

𝑗𝛼
−

𝑗+1ˆ

𝑗

𝑑𝑥

𝑥𝛼
6

1

𝑗𝛼
− 1

(𝑗 + 1)𝛼
6

𝛼

𝑗(𝑗 + 1)𝛼
. (5)

Представимо частковi суми ряду (1) у наступному виглядi:

𝐴𝑛 ≡
𝑛∑︁
𝑗=1

𝜀𝑗
𝑗𝛼

=

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜀𝑗

𝑗+1ˆ

𝑗

𝑑𝑥

𝑥𝛼
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜀𝑗𝛾𝑗 .
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Iз (5) випливає, що ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝜀𝑛𝛾𝑛 збiгається абсолютно, тобто послiдовнiсть
𝑛∑︀
𝑗=1

𝜀𝑗𝛾𝑗 збiжна. Тому iснування lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 рiвносильно iснуванню границi послi-

довностi

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜀𝑗

𝑗+1ˆ

𝑗

𝑑𝑥

𝑥𝛼
=

𝑠−1∑︁
𝑚=0

⎛⎝𝑛2𝑚+1−1∑︁
𝑗=𝑛2𝑚

𝑗+1ˆ

𝑗

𝑑𝑥

𝑥𝛼
−
𝑛2𝑚+2−1∑︁
𝑗=𝑛2𝑚+1

𝑗+1ˆ

𝑗

𝑑𝑥

𝑥𝛼

⎞⎠+ 𝑏(𝛼)𝑛 = 𝐵(𝛼)
𝑛 .

Лема 2. Нехай числа 𝑐𝑘 > 0 i

lim
𝑘→∞

𝑐𝑘 = 0. (6)

Тодi ряди
∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑐𝑘 (7)

i
∞∑︁
𝑘=1

(𝑐2𝑘−1 − 𝑐2𝑘) (8)

збiгаються або розбiгаються одночасно.

Доведення. З очевидної рiвностi

𝑆2𝑛 ≡ 𝑐1 − 𝑐2 + 𝑐3 − 𝑐4 + . . .+ 𝑐2𝑛−1 − 𝑐2𝑛 = 𝐷𝑛,

де 𝑆𝑘 i 𝐷𝑘 — частковi суми рядiв (8) та (8) вiдповiдно, випливає, що ряд (8)
збiгається тодi i лише тодi, коли iснує

lim
𝑛→∞

𝑆2𝑛 ≡ 𝑆. (9)

Але оскiльки
𝑆2𝑛+1 = 𝑆2𝑛 + 𝑐2𝑛+1,

то, за умовою (7), iснування границi (9) рiвносильно тому, що i lim
𝑛→∞

𝑆2𝑛+1 = 𝑆.
Це означає, що iснує

lim
𝑘→∞

𝑆𝑘 = 𝑆,

тобто збiгається ряд (8).
Доведення. [теорема 1] Скористаємось лемою 1. При 𝛼 = 1 отримуємо

𝐵(1)
𝑛 =

𝑠−1∑︁
𝑚=0

(︂
ln
𝑛2𝑚+1

𝑛2𝑚
− ln

𝑛2𝑚+2

𝑛2𝑚+1

)︂
+ 𝑏(1)𝑛 , (10)

де

𝑏(1)𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑛 = 𝑛2𝑠 − 1,

ln 𝑛+1
𝑛2𝑠

, 𝑛2𝑠 6 𝑛 < 𝑛2𝑠+1,

ln 𝑛2𝑠+1

𝑛2𝑠
− ln 𝑛+1

𝑛2𝑠+1
, 𝑛2𝑠+1 6 𝑛 < 𝑛2𝑠+2,
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а при 0 < 𝛼 < 1

𝐵(𝛼)
𝑛 =

1

1− 𝛼

𝑠−1∑︁
𝑚=0

[︀(︀
𝑛1−𝛼2𝑚+1 − 𝑛1−𝛼2𝑚

)︀
−
(︀
𝑛1−𝛼2𝑚+2 − 𝑛1−𝛼2𝑚+1

)︀]︀
+ 𝑏(𝛼)𝑛 , (11)

де

𝑏(𝛼)𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑛 = 𝑛2𝑠 − 1,
1

1−𝛼
(︀
(𝑛+ 1)1−𝛼 − 𝑛1−𝛼2𝑠

)︀
, 𝑛2𝑠 6 𝑛 < 𝑛2𝑠+1,

1
1−𝛼

[︀(︀
𝑛1−𝛼2𝑠+1 − 𝑛1−𝛼2𝑠

)︀
−
(︀
(𝑛+ 1)1−𝛼 − 𝑛1−𝛼2𝑠+1

)︀]︀
, 𝑛2𝑠+1 6 𝑛 < 𝑛2𝑠+2.

Покладемо

𝑐
(𝛼)
𝑘 =

{︃
ln 𝑛𝑘

𝑛𝑘−1
, 𝛼 = 1,

𝑛1−𝛼𝑘 − 𝑛1−𝛼𝑘−1 , 0 < 𝛼 < 1.

За позначень 𝑐𝑘 = 𝑐
(𝛼)
𝑘 при 𝛼 = 1 ряд (8) набуває вигляду (2), а при 0 < 𝛼 < 1 –

вигляду (3). При цьому для 𝑛2𝑠 − 1 6 𝑛 < 𝑛2𝑠+2

𝐵(𝛼)
𝑛 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑠−1∑︀
𝑚=0

(𝑐
(1)
2𝑚+1 − 𝑐

(1)
2𝑚+2) + 𝑏

(1)
𝑛 , 𝛼 = 1,

1
1−𝛼

𝑠−1∑︀
𝑚=0

(𝑐
(𝛼)
2𝑚+1 − 𝑐

(𝛼)
2𝑚+2) + 𝑏

(𝛼)
𝑛 , 0 < 𝛼 < 1,

i
|𝑏(1)𝑛 | 6 𝑐

(1)
2𝑠+1 + 𝑐

(1)
2𝑠+2, |(1− 𝛼)𝑏(𝛼)𝑛 | 6 𝑐

(𝛼)
2𝑠+1 + 𝑐

(𝛼)
2𝑠+2. (12)

Нехай 𝛼 = 1 та збiгається ряд (2) або 0 < 𝛼 < 1 та збiгається ряд (3). Тодi
при будь-якому 0 < 𝛼 6 1, за необхiдною умовою збiжностi ряду,

lim
𝑘→∞

𝑐
(𝛼)
𝑘 = 0, (13)

i при цьому збiгається ряд (8).
Iз (11) та (13) випливає, що при будь-якому 0 < 𝛼 6 1

lim
𝑛→∞

𝑏(𝛼)𝑛 = 0. (14)

Таким чином, в силу (14) збiжнiсть послiдовностi 𝐵(𝛼)
𝑛 рiвносильна збiжностi

ряду (8). Але оскiльки ряд (8) збiгається, то, за лемою 2, збiгається також i
ряд (8), тобто послiдовнiсть 𝐵(𝛼)

𝑛 збiжна. Згiдно з лемою 1, це означає, що ряд (1)
є збiжним.

Нехай тепер розбiгається ряд (2) (тобто 𝛼 = 1) або ряд (3) (тобто 0 < 𝛼 < 1).
Це означає, що розбiгається ряд (8) при 𝑐𝑘 = 𝑐

(𝛼)
𝑘 (0 < 𝛼 6 1). Можливий один i

лише один з двох наступних випадкiв:
A) lim

𝑘→∞
𝑐
(𝛼)
𝑘 = 0,

B) lim
𝑘→∞

𝑐
(𝛼)
𝑘 > 0.

У випадку A), мiркуючи як i вище, отримаємо (14), i отже, за лемою 2, ряд (8)
також розбiжний. Це означає, що послiдовнiсть 𝐵

(𝛼)
𝑛 розбiжна, а за лемою 1,

ряд (1) розбiгається.
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Якщо ж має мiсце B), то виконується принаймнi одна з двох наступних умов:

lim
𝑠→∞

𝑐
(𝛼)
2𝑠+1 > 0 (15)

або
lim
𝑠→∞

𝑐
(𝛼)
2𝑠+2 > 0. (16)

Скористаємось наступними очевидними рiвностями

𝐵
(𝛼)
𝑛2𝑠+1−1 = 𝐵

(𝛼)
𝑛2𝑠−1 + 𝑐

(𝛼)
2𝑠+1, (17)

𝐵
(𝛼)
𝑛2𝑠+2−1 = 𝐵

(𝛼)
𝑛2𝑠−1 + 𝑐

(𝛼)
2𝑠+1 − 𝑐

(𝛼)
2𝑠+2. (18)

За умови (15), з рiвностi (17) випливає, що послiдовностi 𝐵(𝛼)
𝑛2𝑠+1−1 та 𝐵(𝛼)

𝑛2𝑠−1 не

можуть збiгатися до однiєї i тiєї ж границi i тому послiдовнiсть 𝐵(𝛼)
𝑛 розбiжна.

Якщо ж (15) не має мiсця (тобто lim
𝑠→∞

𝑐
(𝛼)
2𝑠+1 = 0), то з (16) i (18) маємо, що послi-

довностi 𝐵(𝛼)
𝑛2𝑠+2−1 i 𝐵(𝛼)

𝑛2𝑠−1 не можуть збiгатися до однiєї i тiєї ж границi, тобто

i в цьому останньому випадку послiдовнiсть 𝐵(𝛼)
𝑛 розбiжна. Згiдно з лемою 1, це

означає, що ряд (1) є розбiжним. Отже, доведення завершено.

Зауваження 1. Нехай 0 < 𝛼1 < 𝛼2 6 1. Представимо ряд (1) при 𝛼 = 𝛼2 у
виглядi

∞∑︁
𝑛=1

𝜀𝑛
𝑛𝛼2

=

∞∑︁
𝑛=1

𝜀𝑛
𝑛𝛼1

· 𝑛𝛼1−𝛼2 .

Оскiльки 𝛼1 −𝛼2 < 0, то 𝑛𝛼1−𝛼2 монотонно спадає до нуля. За ознакою Дiрiхлє
[3, c. 307], звiдси випливає, що збiжнiсть ряду (1) при 𝛼 = 𝛼1 тягне збiжнiсть
ряду (1) при 𝛼 = 𝛼2. Згiдно з теоремою 1, це означає, що iз збiжностi ряду (3)
при 𝛼 = 𝛼1 випливає збiжнiсть ряду (2) та ряду (3) при 1 > 𝛼2 > 𝛼1.

Наведемо декiлька прикладiв застосування теореми 1.

Приклад 1. Для фiксованого 𝑟 ∈ N покладемо 𝑛𝑘 = 𝑘 · 𝑟 + 1, 𝑘 = 0, 1, . . . .
Тодi послiдовнiсть

ln
𝑛𝑘
𝑛𝑘−1

= ln

(︂
1 +

𝑟

(𝑘 − 1)𝑟 + 1

)︂
, 𝑘 = 1, 2, . . .

монотонно спадає до нуля при 𝑘 → ∞. Тому ряд (2) збiгається за ознакою
Лейбниця. Якщо ж 0 < 𝛼 < 1, то розглянемо функцiю 𝜙(𝑥) = (𝑥 · 𝑟 + 1)1−𝛼

(𝑥 > 1). Її похiдна 𝜙′(𝑥) = 𝑟(1 − 𝛼)(𝑥 · 𝑟 + 1)−𝛼 монотонно спадає до нуля при
𝑥→ +∞. За теоремою Лагранжа [3, c. 226],

𝑛1−𝛼𝑘 − 𝑛1−𝛼𝑘−1 = 𝜙(𝑘)− 𝜙(𝑘 − 1) = 𝜙′ (𝜉𝑘) ,

де 𝜉𝑘 ∈ [𝑘 − 1, 𝑘]. Звiдси випливає, що модулi доданкiв ряду (3) монотонно спа-
дають до нуля i отже, ряд (3) збiгається за ознакою Лейбниця.

За теоремою 1 отримуємо, що при 𝑛𝑘 = 𝑘 · 𝑟 + 1 ряд (1) збiгається при
будь-якому 0 < 𝛼 6 1.
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Зауваження 2. При 𝑟 = 1 (𝑛𝑘 = 𝑘 + 1) ряд (1) збiгається за ознакою Лей-
бниця, а при 𝑟 > 2 приклад 1 є простим узагальненням ознаки Лейбниця. Бiльше
того, стандартне доведення ознаки Лейбниця легко може бути поширеним на
випадок довiльного ряду, у якого модулi доданкiв монотонно спадають до нуля,
а знаки доданкiв повторюються через довiльне фiксоване 𝑟 ∈ N. Це означає,

що ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝜀𝑛𝑢𝑛 при 𝑢𝑛 ↓ 0 збiгається, якщо 𝜀1 = · · · = 𝜀𝑟 = 1, 𝜀𝑛+𝑟 = −𝜀𝑛
(𝑛 = 1, 2, . . . ).

Зауваження 3. Iз очевидної рiвностi

𝑛1−𝛼𝑘+1 − 𝑛1−𝛼𝑘 = 𝑛1−𝛼𝑘

(︃(︂
𝑛𝑘+1

𝑛𝑘

)︂1−𝛼

− 1

)︃

випливає, що умова прямування до нуля (спадання модулiв) доданкiв ряду (3)
тягне прямування до нуля (спадання модулiв) доданкiв ряду (2).

Приклад 2. Зафiксуємо 𝑎 > 1 i покладемо 𝑛𝑘 =
[︀
𝑎𝑘
]︀
, де символом [ · ] по-

значається функцiя цiлої частини числа. Тодi отримаємо

𝑛𝑘+1

𝑛𝑘
>
𝑎𝑘+1 − 1

𝑎𝑘
→ 𝑎 > 1 (𝑘 → ∞).

Це означає, що для ряду (2) не виконується необхiдна умова збiжностi. В силу
зауваження 3 доданки ряду (3) також не прямують до нуля. Таким чином,
згiдно з теоремою 1, ряд (1) розбiгається при кожному 0 < 𝛼 6 1.

Приклад 3. Для натурального 𝛽 > 2 покладемо 𝑛𝑘 = 𝑘𝛽. Позначимо 𝜇 =
𝛽(1 − 𝛼). Тодi 𝑛1−𝛼𝑘+1 − 𝑛1−𝛼𝑘 = (𝑘 + 1)𝜇 − 𝑘𝜇. Якщо 𝜇 < 1 (тобто 𝛼 > 1 − 1

𝛽 ), то

з опуклостi догори послiдовностi 𝑘𝜇 (тобто з нерiвностi 𝑘𝜇 > (𝑘−1)𝜇+(𝑘+1)𝜇

2 )
отримуємо, що модулi доданкiв ряду (3) монотонно спадають (очевидно, до
нуля) i отже, ряд (3) збiгається за ознакою Лейбниця. Згiдно iз зауважен-
ням 3, ряд (2) також збiгається за ознакою Лейбниця. Якщо ж 𝜇 > 1 (тобто
0 < 𝛼 6 1− 1

𝛽 ), то ряд (3) розбiгається, оскiльки його доданки не прямують до
нуля. Отже, за теоремою 1, ряд (1) збiгається при 1− 1

𝛽 < 𝛼 6 1 i розбiгається
при 0 < 𝛼 6 1− 1

𝛽 .

У прикладi 3 число 𝛽 > 2 натуральне (випадок 𝛽 = 2 див. в [3, с. 315] та в [4, c.
240, приклад № 2687]). Це гарантує, що i 𝑛𝑘 = 𝑘𝛽 також натуральне. У випадку
коли 𝛽 не є натуральним, природньо, як i в прикладi 2, розглядати послiдовнiсть
номерiв 𝑛𝑘 =

[︀
𝑘𝛽
]︀
. Покажемо, що умова розбiжностi ряду (1), яка отримана у

прикладi 3, залишається справедливою при довiльному 𝛽 > 1 (випадок 𝛽 = 1
охоплює приклад 1).

Теорема 2. Нехай 𝛽 > 1, 𝑛𝑘 =
[︀
𝑘𝛽
]︀
(𝑘 = 1, 2 . . . ). Тодi ряд (1) розбiгається

при 0 < 𝛼 6 1− 1
𝛽 .

Доведення. Позначимо 𝑦𝑘 = 𝑘𝛽 i покажемо, що за умовами теореми не
виконується умова Кошi збiжностi ряду (1). Спочатку вiдзначимо, що при 𝑛𝑘 6



Про збiжнiсть узагальненого гармонiчного ряду 49

𝑛 6 𝑛𝑘+1 − 1 всi знаки доданкiв ряду (1) однаковi i тому при достатньо великих
𝑘 маємо

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛𝑘+1−1∑︁
𝑛=𝑛𝑘+1

𝜀𝑛
𝑛𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

𝑛𝑘+1−1∑︁
𝑛=𝑛𝑘+1

1

𝑛𝛼
>

𝑦𝑘+1−1ˆ

𝑦𝑘+1

𝑑𝑥

𝑥𝛼
=

1

1− 𝛼

{︀
(𝑦𝑘+1 − 1)1−𝛼 − (𝑦𝑘 + 1)1−𝛼

}︀
.

Для оцiнки правої частини застосуємо теорему Лагранжа до функцiї 𝜙(𝑦) = 𝑦1−𝛼.
В результатi знайдемо таке 𝜉𝑘 ∈ [𝑦𝑘 + 1, 𝑦𝑘+1 − 1], що

(𝑦𝑘+1 − 1)1−𝛼 − (𝑦𝑘 + 1)1−𝛼 = (1− 𝛼)𝜉−𝛼𝑘 (𝑦𝑘+1 − 1− 𝑦𝑘 − 1) >

> (1− 𝛼) (𝑦𝑘+1 − 1)
−𝛼 {𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘 − 2} > (1− 𝛼)(𝑘 + 1)−𝛼𝛽

{︀
(𝑘 + 1)𝛽 − 𝑘𝛽 − 2

}︀
.

Застосувавши знову теорему Лагранжа до функцiї 𝜓(𝑥) = 𝑥𝛽 , отримаємо таке
𝜂 ∈ [𝑘, 𝑘 + 1], що (𝑘 + 1)𝛽 − 𝑘𝛽 = 𝛽𝜂𝛽−1 > 𝛽𝑘𝛽−1 > 𝛽

2 𝑘
𝛽−1 + 2 при достатньо

великих 𝑘. Таким чином, маємо⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛𝑘+1−1∑︁
𝑛=𝑛𝑘+1

𝜀𝑛
𝑛𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒ > (𝑘 + 1)−𝛼𝛽

𝛽

2
𝑘𝛽−1 > 2−𝛼𝛽−1𝑘𝛽(1−𝛼)−1.

Оскiльки, за умовами теореми, 𝛽(1 − 𝛼) − 1 > 0, то права частина останньої
нерiвностi не прямує до нуля при 𝑘 → ∞ i отже, ряд (1) не задовольняє умову
Кошi. За критерiєм Кошi [5, c. 10], цей ряд розбiгається, i тим самим завершується
доведення теореми.

Теорема 2 надає достатню умову розбiжностi ряду (1). Достатню умову збi-
жностi цього ряду мiстить наступна

Теорема 3. Нехай 𝛽 > 1, 𝑛𝑘 = [𝑘𝛽 ] (𝑘 = 1, 2, · · · ). Якщо 1
2 < 𝛼 6 1 i

1
𝛼 < 𝛽 < 1

1−𝛼 , то ряд (1) збiгається.

Доведення. Повторюючи мiркування з прикладу 3, отримуємо, що ряд
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘
(︀
(𝑘 + 1)𝛽(1−𝛼) − 𝑘𝛽(1−𝛼)

)︀
збiгається при 1 < 𝛽 < 1

1−𝛼 та 0 < 𝛼 < 1.

Розглянемо наступну рiвнiсть для часткових сум

𝑁∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘
(︁
(𝑘 + 1)𝛽(1−𝛼) − 𝑘𝛽(1−𝛼)

)︁
=

𝑁∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘
(︁
(𝑘 + 1)𝛽(1−𝛼) −

[︀
(𝑘 + 1)𝛽

]︀1−𝛼)︁
+

+

𝑁∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘+1
(︁
𝑘𝛽(1−𝛼) −

[︀
𝑘𝛽
]︀1−𝛼)︁

+

𝑁∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘
(︁[︀

(𝑘 + 1)𝛽
]︀1−𝛼 −

[︀
𝑘𝛽
]︀1−𝛼)︁

.

Звiдси видно, що за умови збiжностi ряду

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘
(︁
𝑘𝛽(1−𝛼) −

[︀
𝑘𝛽
]︀1−𝛼)︁

(19)
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ряди
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘
(︀
(𝑘 + 1)𝛽(1−𝛼) − 𝑘𝛽(1−𝛼)

)︀
та

∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘
(︁[︀

(𝑘 + 1)𝛽
]︀1−𝛼 −

[︀
𝑘𝛽
]︀1−𝛼)︁ збi-

гаються або розбiгаються одночасно. Модулi доданкiв ряду (19) оцiнимо за до-
помогою формули Тейлора [3, c. 364]

0 6 𝑘𝛽(1−𝛼) −
[︀
𝑘𝛽
]︀1−𝛼

6 𝑘𝛽(1−𝛼) −
(︀
𝑘𝛽 − 1

)︀1−𝛼
=

= 𝑘𝛽(1−𝛼)

{︃
1−

(︂
1− 1

𝑘𝛽

)︂1−𝛼
}︃

= 𝑘𝛽(1−𝛼)
{︂
1− 𝛼

𝑘𝛽
+ 𝑜

(︂
1

𝑘𝛽

)︂}︂
=

= (1− 𝛼)𝑘−𝛼𝛽 + 𝑜
(︀
𝑘−𝛼𝛽

)︀
.

Ряд iз доданками в правiй частинi цiєї нерiвностi збiгається за умови 𝛼𝛽 > 1, i,
таким чином, теорема доведена для 0 < 𝛼 < 1. Беручи до уваги зауваження 3,
приходимо до твердження теореми у повному обсязi.

Зауваження 4. Нам невiдомо, збiгається чи розбiгається ряд (1) при 𝑛𝑘 =[︀
𝑘𝛽
]︀

у випадку 1 < 𝛽 < 2, 1 − 1
𝛽 < 𝛼 6 1

𝛽 . Можливо, питання про збiжнiсть
ряду (19) є цiкавим незалежно вiд його застосувань, розглянутих в данiй робо-
тi.

Висновки. Теорема 1 зводить питання про збiжнiсть ряду (1) до дослi-
дження збiжностi бiльш простого, а саме, знакозмiнного ряду, доданки якого
вираженi через номери перемикання знакiв 𝑛𝑘.
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Воронкова С. Р.
О сходимости обобщенного гармонического ряда при изменении знаков его
слагаемых

Резюме

В данной работе изучается вопрос о сходимости обобщенного гармонического ряда, у
которого изменены знаки слагаемых. Для этого рассматривается последовательность
номеров, по которым происходит переключение знака. Главным результатом является
критерий сходимости обобщенного гармонического ряда с измененными знаками в тер-
минах номеров переключения знака. Этот критерий позволяет сводить вопрос о сходи-
мости к исследованию более простого, а именно, знакочередующегося ряда. Приведено
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несколько примеров применения полученного критерия. Наиболее интересным оказал-
ся пример степенного роста номеров переключения знаков, что обусловлено переходом
к целым частям в случае, когда показатель степени не является натуральным. В работе
получены необходимое и достаточное условия сходимости, но вопрос не решен в полном
объеме, поскольку эти условия не совпадают.
Ключевые слова: сходимость, обобщенный гармонический ряд, номера переключения
знака .

Voronkova S. R.
About convergence of the generalized harmonic series when the signs of its
summands are changed

Summary

In this paper we study the question about convergence of the generalized harmonic series

when the signs of its summands are changed. For this we consider the sequence of numbers

where the sign is switched. The main result is the convergence criterion of a generalized har-

monic series with changed signs in terms of the sign switching numbers. This criterion allows

us to reduce the question of convergence to the study of a simpler, namely, sign alternating

series. There are given several examples of the application of the obtained criterion. The

most interesting was the example of a power growth of the sign switching numbers, because

there is a transition to integer parts in the case when the exponent is not natural. Necessary

and sufficient conditions for convergence are obtained, but the question is not solved in full,

because these conditions do not coincide.

Key words: convergence, generalized harmonic series, numbers of sign switching.
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