
Дослiдження в математицi i механiцi. – 2018. – Т. 23, вип. 1(31). – С. 23–32

УДК 539.3

П. П. Вагiн, I. Я. Козiй, Р. Б. Малець, Г. А. Шинкаренко
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

ДОСЛIДЖЕННЯ НЕСТАЦIОНАРНОГО ТЕРМОПРУЖНОГО
СТАНУ ОБОЛОНОК, ПОДАТЛИВИХ ДО ЗСУВIВ ТА
СТИСНЕННЯ

Сформульовано лiнiйну початково-крайову задачу для тонких оболонок, податливих
до зсувiв та стиснення (шестимодальний варiант). Записано ключовi рiвняння для ви-
значення нестацiонарного термопружного стану розглядуваних оболонок. Особливiсть
використаної моделi полягає в тому, що за основу взята кiнематична гiпотеза оболо-
нок типу Тимошенка—Мiндлiна (п’ятимодальний варiант), згiдно з якою нормальний
елемент недеформованої оболонки пiсля її навантаження залишається прямолiнiйним,
але може змiнювати свою довжину i не бути ортогональним до деформованої середин-
ної поверхнi. Чисельно розв’язано задачу визначення термонапружень пластини, що
перебуває в умовах нерiвномiрного нагрiву. Розглянуто випадок, коли пластина нагрi-
вається шляхом теплообмiну згiдно з законом Ньютона з середовищем, температура
якого описується нормально–круговим законом. Здiйснено порiвняльний аналiз отри-
маних чисельних розв’язкiв з розв’язками, наведеними в лiтературi.
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Вступ. Дослiдження пружно-деформiвного стану оболонок, якi перебува-
ють пiд дiєю термосилових навантажень, має важливе значення для прикладних
застосувань, так як багато конструкцiй сучасного машинобудування мiстять обо-
лонки в якостi складових елементiв.

В працях [2, 3, 9] побудовано початково-крайовi та вiдповiднi варiацiйнi задачi
динамiки та статики оболонок пiд дiєю силових навантажень. Основна особли-
вiсть використаного в цих працях пiдходу полягає в напiвдискретизацiї вектора
змiщень пружного тiла за змiнною товщини на основi кiнематичних гiпотез Тимо-
шенка—Мiндлiна зi збереженням повного вектора поворотiв нормалi серединної
поверхнi. Результуючi спiввiдношення моделi мiстять як невiдомi компоненти ве-
ктора узагальнених перемiщень, а саме: змiщення серединної поверхнi оболонки
та повороти її нормалi. Сукупнiсть результатiв праць [2,3,9] служить ґрунтовною
основою для продовження дослiдження цього класу моделей оболонок. В данiй
статтi здiйснюється спроба врахувати ефекти впливу нерiвномiрного змiнного в
часi температурного поля в згаданiй моделi оболонок.

Основнi результати
1. Геометрiя та основнi спiввiдношення теорiї тонких оболонок, по-

датливих до зсувiв та стиснення. Розглянемо оболонку як тривимiрне тiло,
обмежене двома криволiнiйними поверхнями, вiдстань мiж якими мала у по-
рiвняннi з iншими розмiрами тiла. Серединну поверхню оболонки Ω вiднесемо
до криволiнiйної ортогональної системи координат 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2) i введемо ортого-
нальну до неї змiнну 𝛼3 так, що |𝛼3| 6 ℎ

2 , де ℎ— товщина оболонки. Вважаємо, що
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координатнi лiнiї 𝛼1, 𝛼2 збiгаються з лiнiями головних кривин. Позначимо через
Γ межу серединної поверхнi Ω . Тодi точки оболонки визначатимуться множиною

𝑉 = Ω×]− ℎ/2, ℎ/2[,

межа 𝑆 якої складається з лицьових поверхонь

Ω± = Ω× {−ℎ/2, ℎ/2}

та бiчної поверхнi

Σ = Γ×]− ℎ/2, ℎ/2[.

Нехай компоненти зовнiшнього навантаження, що дiє на оболонку, залежать
як вiд координат 𝛼𝑖(𝑖 = 1, 2, 3), так i вiд часу 𝑡 , тодi викликанi ними перемi-
щення 𝑈 = {𝑈𝑖(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝑡)}3𝑖=1 , деформацiї та напруження теж є функцiями
часу. З огляду на малу у порiвняннi з iншими характерними розмiрами оболонки
товщину ℎ, розгорнемо вектор змiщень точок оболонки за формулою Маклорена
в околi серединної поверхнi зi збереженням лiнiйних членiв. Тодi

𝑈𝑖(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝑡) = 𝑢𝑖(𝛼, 𝑡) + 𝛼3𝛾𝑖(𝛼, 𝑡) +𝑂(ℎ2), 𝑖 = 1, 2, 3.

Тут 𝑢𝑖(𝛼, 𝑡) = 𝑈𝑖(𝛼1, 𝛼2, 0, 𝑡) описують змiщення точок серединної поверхнi
Ω в часi, а 𝛾𝑖(𝛼, 𝑡) = 𝜕3𝑈𝑖(𝛼1, 𝛼2, 0, 𝑡) визначають кут повороту нормалi неза-
лежно вiд 𝑢𝑖 . Тут i надалi прийнято позначення 𝜕𝑖 = 𝜕/𝜕𝛼𝑖 . Таким чином,
для нестацiонарного аналiзу термопружного стану оболонок, податливих до зсу-
вiв та стиснення, потрiбно записати систему з шести рiвнянь динамiчної рiв-
новаги для визначення вектора узагальнених перемiщень серединної поверхнi
𝑢 (𝑡) = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3)

𝑇 та доповнити її вiдповiдними крайовими умовами
на межi серединної поверхнi.

Деформацiйнi спiввiдношення, що пов’язують компоненти тензора лiнiйної
деформацiї з перемiщеннями, подамо для зручностi у матричному виглядi

𝑒 = 𝐶𝑙𝑢,

де через 𝑒 = (𝑒11, 𝑒22, 𝑒33, 𝑒12, 𝑒13, 𝑒23, 𝜅11, 𝜅22, 𝜅12, 𝜅13, 𝜅23)
𝑇 позначено вектор ком-

понент тензора лiнiйної деформацiї, який складається з тангенцiальних 𝑒𝑖𝑗 (𝑢) та
згинних 𝜅𝑖𝑗 (𝑢) складових; 𝐶𝑙 — матриця диференцiальних операторiв наведена
в [2].

Припустимо, що оболонка пiддається дiї об’ємної сили {𝐹𝑖}3𝑖=1 в областi V,

поверхневих навантажень
{︁
𝜎
±ℎ/2
𝑖

}︁3

𝑖=1
, прикладених до поверхонь Ω±, i поверх-

невих напружень
{︀
𝜎Σ
𝑡 , 𝜎

Σ
𝑠 , 𝜎

Σ
𝑛

}︀
(⃗𝑡, �⃗�, �⃗� — орти правої трiйки криволiнiйних коор-

динат) на частинi Σ𝜎 поверхнi Σ, причому Σ𝜎 = Γ𝜎× ]−ℎ/2, ℎ/2[. На рештi бiчної
поверхнi Σ𝑢 = Σ∖Σ𝜎 заданi перемiщення 𝑢|Σ𝑢

= {𝑢𝑔𝑖 }
6
𝑖=1.

На вiдмiну вiд математичних моделей оболонок Тимошенка—Мiндлiна (п’яти-
модальний варiант) [7], постулювання ненульової компоненти 𝛾3 дозволяє моде-
лювати пружно-деформiвний стан оболонки з врахуванням апроксимацiї 𝜎33.
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Введемо iнтегральнi характеристики напружень 𝜎𝑖𝑗

[𝑁𝑖𝑗 ,𝑀𝑖𝑗 ] =

ℎ/2ˆ

−ℎ/2

𝜎𝑖𝑗 (1 + 𝛼3𝑘3−𝑖) [1, 𝛼3] 𝑑𝛼3, 𝑁33 =

ℎ/2ˆ

−ℎ/2

𝜎33 (1 + 𝛼3𝑘1) (1 + 𝛼3𝑘2)𝑑𝛼3,

[𝑁𝑖3,𝑀𝑖3] =

ℎ/2ˆ

−ℎ/2

𝜎𝑖3 (1 + 𝛼3𝑘3−𝑖) [1, 𝛼3] 𝑑𝛼3, 𝑖, 𝑗 = 1, 2.

Надалi будемо використовувати умову рiвностi з точнiстю до 𝑂
(︀
ℎ2
)︀

крутних
моментiв

𝐻 =𝑀12 =𝑀21

та симетричне зусилля Новожилова [6,7]

𝑆 = 𝑁12 − 𝑘2𝑀21 = 𝑁21 − 𝑘1𝑀12.

Тодi вектор внутрiшнiх зусиль i моментiв оболонки, що породженi вектором уза-
гальнених перемiщень, можна записати:

𝜎 = (𝑁11, 𝑁22, 𝑁33, 𝑆,𝑁13, 𝑁23,𝑀11,𝑀22, 𝐻,𝑀13,𝑀23)
𝑇
.

Рiвняння руху тонких оболонок, податливих до зсувiв та стиснення в термi-
нах зусиль i моментiв мають вигляд [1,2]

−𝐴1𝐴2𝜌ℎ�̈�1 + 𝜕1 (𝑁11𝐴2)−𝑁22𝜕1𝐴2 + 𝑆𝜕2𝐴1 +
1

2
(𝜕2 (𝐻𝑘1𝐴1) +𝐻𝑘2𝜕2𝐴1)+

+𝑘1𝐴1𝐴2𝑁13 +𝐴1𝜕2𝑆 = −𝑃1𝐴1𝐴2,

−𝐴1𝐴2𝜌ℎ�̈�2 + 𝜕2 (𝑁22𝐴1)−𝑁11𝜕2𝐴1 + 𝑆𝜕1𝐴2 +
1

2
(𝜕1 (𝐻𝑘2𝐴2) +𝐻𝑘1𝜕1𝐴2)+

+𝑘2𝐴1𝐴2𝑁23 +𝐴2𝜕1𝑆 = −𝑃2𝐴1𝐴2,

−𝐴1𝐴2𝜌ℎ�̈�3 + 𝜕1 (𝑁13𝐴2) + 𝜕2 (𝑁23𝐴1)−𝐴1𝐴2 (𝑁11𝑘1 +𝑁22𝑘2) = −𝑃3𝐴1𝐴2,

−𝐴1𝐴2𝜌
ℎ3

12
𝛾1 + 𝜕1 (𝑀11𝐴2)−𝑀22𝜕1𝐴2 +𝐻𝜕2𝐴1 −𝐴1𝐴2𝑁13 +𝐴1𝜕2𝐻 = −𝐴1𝐴2𝑚1,

−𝐴1𝐴2𝜌
ℎ3

12
𝛾2 + 𝜕2 (𝑀22𝐴1)−𝑀11𝜕2𝐴1 +𝐻𝜕1𝐴2 −𝐴1𝐴2𝑁23 +𝐴2𝜕1𝐻 = −𝐴1𝐴2𝑚2,

−𝐴1𝐴2𝜌
ℎ3

12
𝛾3+𝜕1 (𝐴2𝑀13)+𝜕2 (𝐴1𝑀23)−𝐴1𝐴2 (𝑁33 + 𝑘1𝑀11 + 𝑘2𝑀22) = −𝐴1𝐴2𝑚3,

де 𝐴𝑖 = 𝐴𝑖 (𝛼1, 𝛼2) i 𝑘𝑖 = 𝑘𝑖 (𝛼1, 𝛼2) — коефiцiєнти першої квадратичної форми
та головнi кривини поверхнi Ω вiдповiдно; 𝜌 — густина матерiалу.

Крайовi умови на напруження на частинi контуру серединної поверхнi Γ𝜎 (Γ𝜎 ∈ Γ)
записуються наступним чином:

𝑁𝑡 = 𝑁11cos
2 (𝑛, 𝛼1) +𝑁22sin

2 (𝑛, 𝛼1) + 𝑆 sin 2 (𝑛, 𝛼1) +
1
2𝐻 (𝑘1 + 𝑘2) sin 2 (𝑛, 𝛼1) ,
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𝑁𝑠 =
1
2 (𝑁22 −𝑁11) sin 2 (𝑛, 𝛼1)+𝑆 cos 2 (𝑛, 𝛼1)+𝐻

(︀
𝑘2cos

2 (𝑛, 𝛼1)− 𝑘1sin
2 (𝑛, 𝛼1)

)︀
,

𝑁𝑛 = 𝑁13 cos (𝑛, 𝛼1) +𝑁23 sin (𝑛, 𝛼1) ,

𝑀𝑡 =𝑀11cos
2 (𝑛, 𝛼1) +𝑀22sin

2 (𝑛, 𝛼1) +𝐻 sin 2 (𝑛, 𝛼1) ,

𝑀𝑠 =
1
2 (𝑀22 −𝑀11) sin 2 (𝑛, 𝛼1) +𝐻 cos 2 (𝑛, 𝛼1) ,

𝑀𝑛 =𝑀13 cos (𝑛, 𝛼1) +𝑀23 sin (𝑛, 𝛼1) .

Через (𝑛, 𝛼1) позначено кут мiж нормаллю до Γ та напрямком 𝛼1, а також вище
використано наступнi позначення усереднених характеристик навантаження:

𝑃𝑖 =
(︀
1 + ℎ

2𝑘1
)︀ (︀

1 + ℎ
2𝑘2
)︀
𝜎
+ℎ/2
𝑖 −

(︀
1− ℎ

2𝑘1
)︀ (︀

1− ℎ
2𝑘2
)︀
𝜎
−ℎ/2
𝑖 +

+

ℎ/2ˆ

−ℎ/2

𝐹𝑖 (1 + 𝛼3𝑘1) (1 + 𝛼3𝑘2) 𝑑𝛼3,

𝑚𝑖 =
ℎ
2

(︁(︀
1 + ℎ

2𝑘1
)︀ (︀

1 + ℎ
2𝑘2
)︀
𝜎
+ℎ/2
𝑖 −

(︀
1− ℎ

2𝑘1
)︀ (︀

1− ℎ
2𝑘2
)︀
𝜎
−ℎ/2
𝑖

)︁
+

+

ℎ/2ˆ

−ℎ/2

𝐹𝑖 (1 + 𝛼 3𝑘1) (1 + 𝛼3𝑘2)𝛼3𝑑𝛼3,

[𝑁𝑡,𝑀𝑡] =

ℎ/2ˆ

−ℎ/2

𝜎Σ
𝑡 (1 + 𝛼3𝑘𝑡) [1, 𝛼3]𝑑𝛼3, [𝑁𝑠,𝑀𝑠] =

ℎ/2ˆ

−ℎ/2

𝜎Σ
𝑠 (1 + 𝛼3𝑘𝑠) [1, 𝛼3]𝑑𝛼3,

[𝑁𝑛,𝑀𝑛] =

ℎ/2ˆ

−ℎ/2

𝜎Σ
𝑛 [1, 𝛼3] 𝑑𝛼3, 𝑖 = 1, 2, 3.

Пiд 𝑘𝑡 треба розумiти кривину бiчної поверхнi оболонки в напрямку нормалi до
кривої Γ𝜎 (контуру серединної поверхнi), а пiд 𝑘𝑠 — кривину бiчної поверхнi в
напрямку дотичної до Γ𝜎.

Для встановлення кiнематичної визначеностi розглядуваної моделi оболонок
необхiдно додати крайовi умови в змiщеннях на частинi контуру серединної по-
верхнi Γ𝑢 = Γ∖Γ𝜎:

𝑢𝑔𝑡 = 𝑢1 cos (𝑛, 𝛼1) + 𝑢2 sin (𝑛, 𝛼1) ,

𝑢𝑔𝑠 = −𝑢1 sin (𝑛, 𝛼1) + 𝑢2 cos (𝑛, 𝛼1) ,

𝑢𝑔𝑛 = −𝑢3,

𝛾𝑔𝑡 = 𝛾1 cos (𝑛, 𝛼1) + 𝛾2 sin (𝑛, 𝛼1) ,

𝛾𝑔𝑠 = −𝛾1 sin (𝑛, 𝛼1) + 𝛾2 cos (𝑛, 𝛼1) ,

𝛾𝑔𝑛 = 𝛾3.

Введенi усередненi характеристики навантаження об’єднаємо у вектори:
𝑃 = (𝑃1, 𝑃2, 𝑃3,𝑚1,𝑚2,𝑚3)

𝑇 — вектор зовнiшнього навантаження;
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𝜎𝑔 = (𝑁𝑡, 𝑁𝑠, 𝑁𝑛,𝑀𝑡,𝑀𝑠,𝑀𝑛)
𝑇 — вектор крайових зусиль-моментiв;

𝑢𝑔 = (𝑢𝑔𝑡 , 𝑢
𝑔
𝑠 , 𝑢

𝑔
𝑛, 𝛾

𝑔
𝑡 , 𝛾

𝑔
𝑠 , 𝛾

𝑔
𝑛)
𝑇 — вектор крайових змiщень.

Тодi, для подальшого використання чисельних методiв, систему рiвнянь руху
оболонок, податливих до зсувiв та стиснення, статичнi та кiнематичнi крайовi
умови запишемо для зручностi у матричному виглядi [2,3]:

𝐶𝜎𝜎 + 𝑃 −𝑚
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 0, ∀𝑡 ∈ (0, 𝑇 ] ,

𝐺𝜎𝜎|Γ𝜎
= 𝜎𝑔, 𝐺𝑢𝑢|Γ𝑢

= 𝑢𝑔, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] ,

де 𝑚 = 𝑑𝑖𝑎𝑔
(︁
𝜌ℎ, 𝜌ℎ, 𝜌ℎ, 𝜌ℎ

3

12 , 𝜌
ℎ3

12 , 𝜌
ℎ3

12

)︁
.

Для однозначного iнтегрування системи рiвнянь, крiм статичних та геоме-
тричних крайових умов необхiдно задати ще початковi умови

𝑢 (𝛼, 0) = 𝑢0 (𝛼) , �̇� (𝛼, 0) = 𝑢1 (𝛼) .

Вважаємо також, що оболонка є лiнiйно пружною i знаходиться в нерiв-
номiрному температурному полi 𝑇 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3). Тодi, згiдно гiпотези Дюгамеля-
Неймана, для iзотропного матерiалу оболонки компоненти внутрiшнiх зусиль i
моментiв та деформацiй будуть пов’язанi мiж собою наступними залежностями
[4, 8]:

𝑁11 = 𝐷𝑁 ((1− 𝜈) 𝑒11 + 𝜈 (𝑒22 + 𝑒33)− (1 + 𝜈)𝛼𝑇𝑇1) ,

𝑁22 = 𝐷𝑁 ((1− 𝜈) 𝑒22 + 𝜈 (𝑒11 + 𝑒33)− (1 + 𝜈)𝛼𝑇𝑇1) ,

𝑁33 = 𝐷𝑁 ((1− 𝜈) 𝑒33 + 𝜈 (𝑒11 + 𝑒22)− (1 + 𝜈)𝛼𝑇𝑇1) ,

𝑆 = 𝐷𝑁 (1− 2𝜈) 𝑒12, 𝑁13 = 𝐷𝑁 (1− 2𝜈) 𝑒13, 𝑁23 = 𝐷𝑁 (1− 2𝜈) 𝑒23,

𝑀11 = 𝐷𝑀 ((1− 𝜈)𝜅11 + 𝜈𝜅22 − (1 + 𝜈)𝛼𝑇𝑇2) ,

𝑀22 = 𝐷𝑀 ((1− 𝜈)𝜅22 + 𝜈𝜅11 − (1 + 𝜈)𝛼𝑇𝑇2) ,

𝐻 = 𝐷𝑀 (1− 2𝜈)𝜅12, 𝑀13 = 𝐷𝑀 (1− 2𝜈)𝜅13, 𝑀23 = 𝐷𝑀 (1− 2𝜈)𝜅23,

де 𝐷𝑁 = 𝐸ℎ
(1+𝜈)(1−2𝜈) , 𝐷𝑀 = 𝐸ℎ3

12(1+𝜈)(1−2𝜈) — тангенцiальна та згинна жорс-

ткiсть; 𝑇1 = 1
ℎ

ℎ/2´
−ℎ/2

(𝑇 − 𝑇0) 𝑑𝛼3, 𝑇2 = 12
ℎ3

ℎ/2´
−ℎ/2

(𝑇 − 𝑇0)𝛼3𝑑𝛼3 — усередненi тем-

пературнi характеристики, 𝐸 — модуль Юнга, 𝜈 — коефiцiєнт Пуассона; 𝛼𝑇 —
коефiцiєнт лiнiйного температурного розширення, 𝑇0 — початкове значення тем-
ператури.

Якщо ввести вектор Φ =
(︁
ℎ𝑇1, ℎ𝑇1, ℎ𝑇1, 0, 0, 0,

ℎ3

12𝑇2,
ℎ3

12𝑇2, 0, 0, 0
)︁𝑇

, то вище
наведений зв’язок у матричному записi, буде мати вигляд [9]:

𝜎 = 𝐵 − 𝛼𝑇𝐸

1− 2𝜈
Φ.

Тут 𝐵 — матриця пружних постiйних [2].
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2. Варiацiйна задача. Розв’язування задачi про нестацiонарне термопру-
жне деформування тонких оболонок, податливих до зсувiв та стиснення, пропо-
нується методом скiнченних елементiв [1]. Тому сформулюємо варiацiйну поста-
новку початково-крайової задачi лiнiйної теорiї розглядуваних оболонок.

Не зменшуючи загальностi, допускатимемо, що частина Γ𝑢 бiчної поверхнi
оболонки жорстко защемлена, тобто

𝐺𝑢𝑢|Γ𝑢
= 0.

Введемо функцiональнi простори 𝐺 =
{︁
𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) ∈

[︀
𝐿2 (Ω)

]︀6}︁
та 𝑉 =

{︁
𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) ∈

[︀
𝑊 1

2 (Ω)
]︀6

: 𝑣|Γ𝑢
= 0
}︁

з нормою

‖𝑣‖2𝑉 =

3∑︁
𝑖=1

(︁
‖𝑣𝑖‖2𝑊 1

2 (Ω) + ‖𝜉𝑖‖2𝑊 1
2 (Ω)

)︁
та позначимо через 𝑉 ′ простiр, спряжений до простору 𝑉 .

Тут 𝑊 1
2 (Ω) — простiр Соболєва функцiй, квадрати яких разом зi своїми пер-

шими похiдними iнтегрованi за Лебегом в областi Ω .
Вважаємо, що данi задачi задовольняють включення: 𝜃 = (𝑇1, 𝑇2)

𝑇 ∈
[︀
𝐿2 (Ω)

]︀2,
𝜎𝑔 ∈

[︀
𝐿2 (Ω)

]︀6, 𝑃 ∈
[︀
𝐿2 (Ω)

]︀6, 𝑢0 ∈ 𝑉 , 𝑢1 ∈ 𝐺. Фiксуючи момент часу 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],
0 < 𝑇 < +∞ , помножимо скалярно рiвняння руху на довiльний вектор 𝑣 ∈ 𝑉 i
проiнтегруємо результат по областi Ω. Отримаємо наступне варiацiйне рiвняння:

𝜇 (�̈� (𝑡) , 𝜈) + 𝑎 (𝑢 (𝑡) , 𝜈) = ⟨𝐿 (𝑡) , 𝜈⟩ , ∀𝑡 ∈ (0, 𝑇 ] .

Тут бiлiнiйнi форми 𝑎 (𝑢, 𝜈), 𝜇 (𝑢, 𝜈) та лiнiйний функцiонал ⟨𝐿, 𝜈⟩ мають на-
ступний вигляд:

𝑎 (𝑢, 𝑣) =

¨

Ω

(𝐶𝑙𝑣)
𝑇
𝐸0𝐵𝐶𝑙𝑢𝑑Ω,

𝜇 (𝑢, 𝑣) =

¨

Ω

𝜌

(︃
3∑︁
𝑖=1

(︂
𝑢𝑖𝑣𝑖 +

ℎ2

12
𝛾𝑖𝜉𝑖

)︂)︃
𝐴1𝐴2𝑑𝛼1𝑑𝛼2,

⟨𝐿, 𝑣⟩ = ⟨𝑙, 𝑣⟩+ ⟨𝑏, 𝑣⟩ ,

⟨𝑙, 𝜈⟩ =
3∑︁
𝑖=1

¨

Ω

(𝑃𝑖𝜈𝑖 +𝑚𝑖𝜉𝑖) 𝑑Ω+

ˆ

Γ𝜎

(𝑁𝑡𝜈𝑡 +𝑁𝑠𝜈𝑠 +𝑁𝑛𝜈𝑛 +𝑀𝑡𝜉𝑡 +𝑀𝑠𝜉𝑠 +𝑀𝑛𝜉𝑛) 𝑑Γ,

⟨𝑏, 𝜈⟩ =
¨

Ω

(𝐶𝑙𝜈)
𝑇 𝛼𝑇𝐸

1− 2𝜈
Φ (𝜃) 𝑑Ω .

Сформулюємо варiацiйну постановку початково-крайової задачi лiнiйної теорiї
тонких оболонок, податливих до зсувiв та стиснення.

Задано 𝑙 ∈ 𝐿2 (0, 𝑇 ;𝑉 ′), 𝑢0 ∈ 𝑉 , 𝑢1 ∈ 𝐺, 𝜃 ∈
[︀
𝐿2 (Ω)

]︀2.
Знайти вектор узагальнених перемiщень 𝑢 ∈ 𝐿2 (0, 𝑇 ;𝑉 ) такий, що

𝜇 (�̈� (𝑡) , 𝜈) + 𝑎 (𝑢 (𝑡) , 𝜈) = ⟨𝐿 (𝑡) , 𝜈⟩ , ∀𝑡 ∈ (0, 𝑇 ] ,
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𝜇
(︀
�̇� (0)− 𝑢1, 𝜈

)︀
= 0, 𝑎

(︀
𝑢 (0)− 𝑢0, 𝜈

)︀
= 0, ∀𝜈 ∈ 𝑉.

Для iнтегрування в часi отриманої задачi Кошi можливе застосування рi-
зних методiв. В данiй працi розв’язування задачi здiйснюється методом прямого
iнтегрування, який базується на схемi Ньюмарка [1].

3. Числовий приклад. Дослiджували задачу визначення термонапружень
пластини, що перебуває в умовах нерiвномiрного нагрiву. Розглядався випадок,
коли пластина нагрiвається шляхом теплообмiну згiдно з законом Ньютона з
середовищем, температура якого описується нормально-круговим законом 𝑇 =
𝑇𝑚𝑒

−𝑘𝑟2 , де 𝑇𝑚 — максимальна температура, 𝑘 — коефiцiєнт, який характеризує
зосередженiсть нагрiву.

Для безмежної пластини в припущеннi, що температура разом зi своїми по-
хiдними на нескiнченностi зникає та в початковий момент часу дорiвнює нулю,
спiввiдношення для визначення температурного поля в полярнiй системi коорди-
нат (𝑟, 𝜙) мають вигляд(︂

Δ−𝑚2 − 𝜕

𝜕𝑡

)︂
𝑇 = −𝑚2𝑇𝑚𝑒

−𝑘𝑟2 ,

де 𝑚2 = 4𝐵𝑖
ℎ2 , 𝐵𝑖 — критерiй Бiо. Температура i пружнi напруження для такої

задачi визначенi в [5]:

𝑇 (𝑟, 𝑡) = 𝑚2𝑇𝑚

𝑡ˆ

0

1

1 + 4𝑘𝜂
𝑒−𝑚

2𝜂− 𝑘𝑟2

1+4𝑘𝜂 𝑑𝜂,

𝜎𝑟 = −𝛼𝑇𝐸𝑚
2𝑇𝑚

2𝑘𝑟2

𝑡ˆ

0

𝑒−𝑚
2𝜂

(︃
1− 𝑒

−𝑘𝑟2/1 + 4𝑘𝜂

)︃
𝑑𝜂,

𝜎𝜙 = −𝜎𝑟 − 𝛼𝑇𝐸𝑇, 𝜏𝑟𝜙 = 0.

Напруження в декартовiй системi координат будуть

𝜎11 = 𝜎𝑟cos
2𝜙+ 𝜎𝜙sin

2𝜙− 𝜏𝑟𝜙 cos 2𝜙,

𝜎22 = 𝜎𝑟sin
2𝜙+ 𝜎𝜙cos

2𝜙− 𝜏𝑟𝜙 sin 2𝜙,

𝜎12 = (𝜎𝑟 − 𝜎𝜙) cos𝜙 sin𝜙.

У таблицi 1 наведено порiвняння результатiв розрахунку напружень для цi-
єї задачi, розглянутих у працi [5] в межах теорiї пружностi для усталеного те-
плового режиму (при 𝑡 → ∞), iз результатами реалiзованої методом скiнченних
елементiв моделi зсувних оболонок, описаної у данiй роботi. Розрахунок проведе-
ний у випадку, коли −0, 075 6 𝛼1, 𝛼2 6 0, 075, модуль Юнга матерiалу пластини
𝐸 = 2, 1 · 105МПа, коефiцiєнт Пуассона 𝜈 = 0, 33, товщина ℎ = 0, 01 м, коефiцiєнт
лiнiйного температурного розширення 𝛼𝑇 = 12 · 10−6.

З огляду на симетричнiсть задачi, розглядалася чверть пластини −0, 075 6
𝛼1, 𝛼2 6 0. На межах 𝛼1, 𝛼2 = 0 задавалися умови симетрiї, а на 𝛼1, 𝛼2 = −0, 075
напруження обчисленi за формулами, наведеними у [5].
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Таблиця 1

Термонапруження пластини в умовах нерiвномiрного нагрiву

Аналiтичний розв’язок МСЕ

𝛼1 𝛼2 𝑇 𝜎11 ×
10−9Па

𝜎22 ×
10−9Па

𝜎11 ×
10−9Па

𝜎22 ×
10−9Па

0 0 500.53 -0.631 -0.631 -0.624 -0.624

0 -0.0125 469.45 -0.572 -0.611 -0.599 -0.693

0 -0.025 387.49 -0.420 -0.556 -0.400 -0.575

0 -0.0375 281.90 -0.231 -0.480 -0.185 -0.495

0 -0.05 181.20 -0.040 -0.395 0.003 -0.427

0 -0.0625 103.27 0.056 -0.316 0.161 -0.297

0 -0.075 52.43 0.116 -0.248 0.230 -0.266

-0.0125 0 469.45 -0.611 -0.572 -0.693 -0.599

-0.025 0 387.49 -0.556 -0.420 -0.575 -0.400

-0.0375 0 281.90 -0.480 -0.231 -0.495 -0.185

-0.05 0 181.20 -0.395 -0.040 -0.427 0.003

-0.0625 0 103.27 -0.316 0.056 -0.297 0.161

-0.075 0 52.43 -0.248 0.116 -0.266 0.230

Висновки. У статтi сформульовано початково-крайову задачу нестацiо-
нарної термопружностi. Математична модель заснована на лiнiйнiй теорiї оболо-
нок, податливих до зсувiв та стиснення. Фiзичнi спiввiдношення вiдображають
гiпотезу Дюгамеля—Неймана. Також сформульована вiдповiдна варiацiйна за-
дача. Невiдомими варiацiйної задачi нестацiонарної термопружностi оболонок,
податливих до зсувiв та стиснення, виступають вектор пружного змiщення то-
чок серединної поверхнi i вектор кутiв повороту нормалi серединної поверхнi.

З аналiзу наведених результатiв обчислень випливає, що пружнi напружен-
ня, знайденi за уточненою теорiєю оболонок, податливих до зсувiв та стиснення,
практично повнiстю збiгаються з аналiтичними розв’язками, знайденими iншими
авторами, в межах теорiї пружностi.
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Вагин П. П., Козий И. Я., Малец Р. Б., Шинкаренко Г. А.
Исследование нестационарного термоупругого состояния оболочек, подат-
ливых к сдвигам и сжатию

Резюме

Сформулирована линейная начально-краевая задача для тонких оболочек, податли-
вых к сдвигам и сжатию (шестимодальный вариант). Записаны ключевые уравнения
для определения нестационарного термоупругого состояния рассматриваемых оболо-
чек. Особенность использованной модели заключается в том, что за основу взята кине-
матическая гипотеза оболочек типа Тимошенко—Миндлина (пятимодальный вариант),
согласно которой нормальный элемент недеформированной оболочки после ее нагруже-
ния остается прямолинейным, но может изменять свою длину и не быть ортогональным
к деформированной срединной поверхности. Численно решена задача определения тер-
монапряжений пластины, которая находится в условиях неравномерного нагрева. Рас-
смотрен случай, когда пластина нагревается путем теплообмена по закону Ньютона со
средой, температура которой описывается нормально–круговым законом. Осуществлен
сравнительный анализ полученных решений с решениями, приведенными в литературе.
Ключевые слова: оболочка, термоупругость, метод конечных элементов .

Vahin P. P., Koziy I. Y., Malets’ R. B., Shynkarenko H. A.
Investigation of the non-stationary thermoelastic state of shells compliant to
shears and compression

Summary

A linear boundary-value problem for thin shells compliant to shears and compression (a

six-modal variant) is formulated. The key equations for determining the non-stationary

thermoelastic state of the considered shells are recorded. The peculiarity of the used model

is that the kinematic hypothesis of the shells of the Tymoshenko-Mindlin type (a five-modal

variant) is taken as a basis, according to which the normal element of the deformed shell

after its loading remains straightforward, but may change its length and not be orthogonal

to the deformed median surface. Numerically solved the problem of determining the thermal

stresses of a plate that is in uneven heating conditions. The case when the plate is heated

by heat exchange in accordance with Newton’s law with an environment whose temperature

is described by a normal-circular law is considered. A comparative analysis of the obtained
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numerical solutions with the solutions given in the literature is carried out.

Key words: shell, thermoelasticity, finite element method.
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