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Для поверхнi тривимiрного евклiдового простору в статтi розглянули нескiнченно ма-
лу деформацiю, при якiй елемент площi поверхнi змiнюється за заздалегiдь заданим
законом. Така деформацiя в статтi названа нескiнченно малою квазiареальною дефор-
мацiєю або коротко QA-деформацiєю. Задача про вiдшукування QA-деформацiї, при
якiй зберiгається орт нормалi до поверхнi, зводиться до дослiдження одного неоднорiд-
ного диференцiального рiвняння з частинними похiдними другого порядку вiдносно
однiєї невiдомої функцiї. Для поверхонь вiд’ємної гауссової кривини означенi початковi
умови, при яких iснує одна i лише одна QA-деформацiя зi стацiонарним ортом норма-
лi. При цьому для зазначеного рiвняння були застосованi теорiї задач Кошi i Гурса.
Початковi умови цих задач вираженi через вектор змiщення.
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Вступ. Нескiнченно малi (н. м.) деформацiї поверхонь за тих чи iнших обме-
жень дослiджувалися в численних роботах (див., напр., [1]− [4]). В данiй стат-
тi вивчаються нескiнченно малi деформацiї першого порядку поверхнi вiд’ємної
гауссової кривини, при якiй елемент площi цiєї поверхнi змiнюється за заданим
законом, i при цьому зберiгається орт нормалi. Ця задача зводиться до дослiдже-
ння одного неоднорiдного диференцiального рiвняння з частинними похiдними
другого порядку вiдносно однiєї невiдомої функцiї.

Основнi результати
1. Вираз математичної моделi QA-деформацiї через компоненти по-

ля змiщення. Нехай 𝑟 = 𝑟(𝑥1, 𝑥2) – рiвняння поверхнi 𝑆 ∈ 𝐶3, заданої у триви-
мiрному евклiдовому просторi, а

𝑆* : 𝑟*(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 𝑟(𝑥1, 𝑥2) + 𝑡𝑈(𝑥1, 𝑥2) (1)

її деяка iнфiнiтезимальна деформацiя першого порядку, де 𝑈(𝑥1, 𝑥2) – поле змi-
щення, а параметр деформацiї 𝑡→ 0.

Пiд дiєю нескiнченно малої деформацiї будь-яка геометрична величина𝑅(𝑥1, 𝑥2)
поверхнi 𝑆 в загальному випадку змiниться i залежатиме вiд параметра деформа-
цiї 𝑡: 𝑅*(𝑥1, 𝑥2, 𝑡). Припустимо, що прирiст Δ𝑅 = 𝑅*(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)−𝑅(𝑥1, 𝑥2) функцiї
𝑅(𝑥1, 𝑥2) при деформацiї розкладено в ряд за степенями 𝑡, тодi

𝑅*(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 𝑅(𝑥1, 𝑥2) + 𝑡𝛿𝑅(𝑥1, 𝑥2) + 𝑜(𝑡2),

де через 𝑜(𝑡2) позначено величини порядку 2 i вище вiдносно 𝑡, якими будемо
нехтувати. При цьому коефiцiєнт 𝛿𝑅 називається варiацiєю величини 𝑅. Фун-
кцiя варiацiї 𝛿𝑅 очевидно характеризує специфiку (закон) змiнювання величини
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𝑅 при деформацiї поверхнi. У цьому полягає її геометричний змiст. Якщо за-
дано варiацiю деякої величини 𝑅, то надалi будемо говорити, що задано закон
змiнювання цiєї величини при н. м. деформацiї.

Кажуть, що геометрична характеристика поверхнi стацiонарна ( зберiгає-
ться) при н. м. деформацiї, якщо її прирiст є величиною не менш нiж другого
порядку вiдносно 𝑡. Таким чином, стацiонарна величина характеризується тим,
що її варiацiя тотожно дорiвнює нулевi.

В подальшому всi iндекси набуватимуть значень 1, 2, а коварiантна похiдна
на базi метричного тензора 𝑔𝑖𝑗 поверхнi 𝑆 позначатиметься комою. Геометричнi
величини здеформованої поверхнi 𝑆*, на вiдмiну вiд вiдповiдних величин поверх-
нi 𝑆, вiдзначатимемо позначкою *.

Лема 1. При загальнiй нескiнченно малiй деформацiї справджується то-
тожнiсть:

𝜀𝑖𝑗𝑔
𝑖𝑗 = 𝑟𝑖𝑈 𝑖, (2)

де 2𝜀𝑖𝑗 ≡ 𝛿𝑔𝑖𝑗 — варiацiя метричного тензора 𝑔𝑖𝑗; 𝑔𝑖𝑗 — компоненти тензора,
оберненого до метричного, 𝑟𝑖 = 𝑟𝛼𝑔

𝛼𝑖, 𝑟𝛼 = 𝜕𝑟
𝜕𝑥𝛼 .

Доведення. Визначимо метричний тензор поверхнi 𝑆* :

𝑔*𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝑗 + 𝑡2𝜀𝑖𝑗 + 𝑜(𝑡2),

𝑔*𝑖𝑗 = 𝑟*𝑖 𝑟
*
𝑗 =

(︀
𝑟𝑖 + 𝑡𝑈 𝑖

)︀ (︀
𝑟𝑗 + 𝑡𝑈 𝑗

)︀
= 𝑔𝑖𝑗 + 𝑡

(︀
𝑟𝑖𝑈 𝑗 + 𝑟𝑗𝑈 𝑖

)︀
+ 𝑜(𝑡2), (3)

де
2𝜀𝑖𝑗 = 𝑟𝑖𝑈 𝑗 + 𝑟𝑗𝑈 𝑖. (4)

Якщо помножимо рiвнiсть (4) на тензор 𝑔𝑖𝑗 i згорнемо по iндексах 𝑖, 𝑗, то отри-
маємо формулу (2):

2𝜀𝑖𝑗𝑔
𝑖𝑗 = 𝑟𝑗𝑈 𝑗 + 𝑟𝑖𝑈 𝑖 = 2𝑟𝑖𝑈 𝑖.

Лему доведено.
Квазiареальною н. м. деформацiєю поверхнi 𝑆 називається така н. м. дефор-

мацiя вигляду (1), при якiй заздалегiдь задано закон змiнювання 𝛿𝑑𝜎 її елемента
площi [5]. Надалi її називатимемо QA-деформацiєю.

Елемент площi поверхнi 𝑆* можна виразити у виглядi [4]

𝑑𝜎* =
√
𝑔*𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = 𝑑𝜎 + 𝑡𝛿𝑑𝜎 + 𝑜(𝑡2) =

= 𝑑𝜎 + 𝑡
√
𝑔𝑔𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗𝑑𝑥

1𝑑𝑥2 + 𝑜(𝑡2) = 𝑑𝜎 + 𝑡𝜀𝑖𝑗𝑔
𝑖𝑗𝑑𝜎 + 𝑜(𝑡2), (5)

де 𝑔 = 𝑔11𝑔22 − 𝑔212, а варiацiя елемента площi

𝛿𝑑𝜎 = 𝜀𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽𝑑𝜎. (6)

Згiдно з (6) величина 𝜀𝛼𝛽𝑔𝛼𝛽 = 𝛿𝑑𝜎
𝑑𝜎 виражає нормовану варiацiю елемента площi.

За допомогою рiвностей
𝛿𝑑𝜎

𝑑𝜎
= 𝜀𝑖𝑗𝑔

𝑖𝑗 = −2𝜇 (6𝑎)
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означимо функцiю 𝜇(𝑥1, 𝑥2). Очевидно, задання варiацiї елемента площi 𝛿𝑑𝜎 рiв-
носильно заданню функцiї 𝜇. Звiдси випливає, що функцiя 𝜇 виражає закон змi-
нювання елемента площi при деформацiї поверхнi. В цьому полягає її геометрич-
ний змiст.

Н. м. деформацiя вигляду (1) називається ареальною (А-деформацiєю), якщо
при цiй деформацiї зберiгається елемент площi поверхнi 𝑆 [4]. У вiдповiдностi з
означенням, н. м. деформацiя буде ареальною тодi i лише тодi, коли варiацiя
елемента площi тотожно дорiвнює нулевi або, iнакше, 𝑑𝜎* = 𝑑𝜎 + 𝑜(𝑡2). Очеви-
дно, QA-деформацiя узагальнює ареальну, яка включається до квазiареальної за
умови 𝜇 = 0.

Лема 2. Для того щоб н. м. деформацiя поверхнi класу 𝐶2 з полем змiщення
𝑈 була QA-деформацiєю, необхiдно i достатньо, щоб поле змiщення задоволь-
няло рiвняння:

𝑟𝑖𝑈 𝑖 = −2𝜇, (7)

де 𝜇 — задана неперервна функцiя.

Доведення. З попереднього випливає, що н. м. деформацiя поверхнi є QA-
деформацiєю тодi i лише тодi, коли виконується рiвнiсть (6a), де 𝜇 - заздалегiдь
задана неперервна функцiя. Взявши до уваги лему 1 i рiвнiсть (6a), одержимо
лему 2. Лему доведено.

Нехай
𝑈 = 𝑈𝛼𝑟𝛼 + 𝑈∘𝑛, (8)

де 𝑟𝛼, 𝑛 — рухомий базис, пов’язаний з поверхнею 𝑆; 𝑈𝛼 — деяке поле контрава-
рiантного вектора, а 𝑈∘ — поле iнварiанта на 𝑆. Має мiсце

Теорема 1. Для iснування QA-деформацiї поверхнi в класi 𝐶2 необхiдно i
достатньо, щоб для заданої неперервної функцiї 𝜇, 𝜇 ̸= 0, рiвняння

𝑈𝛼,𝛼 − 2𝐻𝑈∘ = −2𝜇 (9)

мало ненульовий розв’язок 𝑈𝛼, 𝑈∘. Тут 𝐻 — середня кривина поверхнi.

Доведення. Припустимо, що задана деяка QA-деформацiя поверхнi i фун-
кцiя 𝜇 описує заздалегiдь заданий закон змiнювання елемента площi при цiй де-
формацiї. Тодi iснує ненульовий вектор змiщення 𝑈 QA-деформацiї, компоненти
якого 𝑈𝛼, 𝑈∘ теж одночасно не дорiвнюють нулевi. Продиференцiюємо коварiан-
тно по 𝑥𝑖 рiвнiсть (8) i скористаємось деривацiйними рiвняннями теорiї повер-
хонь: 𝑟𝑖,𝑗 = 𝑏𝑖𝑗𝑛, 𝑛𝑖 = −𝑏𝛼𝑖 𝑟𝛼, де 𝑏𝑖𝑗 — коефiцiєнти другої квадратичної форми,
𝑏𝛼𝑖 = 𝑏𝑖𝑗𝑔

𝑗𝛼; 𝑔𝑗𝛼𝑔𝑗𝛽 = 𝛿𝛼𝛽 — символи Кронекера, остаточно

𝑈 𝑖 =
(︀
𝑈𝛼,𝑖 − 𝑈∘𝑏𝛼𝑖

)︀
𝑟𝛼 + (𝑈𝛼𝑏𝛼𝑖 + 𝑈∘

𝑖 )𝑛. (10)

Приймаючи до уваги рiвнiсть (10), замiсть (7) одержимо рiвняння (9).
Навпаки, при заданiй функцiї 𝜇 ̸= 0 будь-який ненульовий розв’язок

(︀
𝑈1, 𝑈2, 𝑈∘)︀

рiвняння (9) визначатиме поле змiщення квазiареальної н. м. деформацiї поверхнi
𝑈 = 𝑈𝛼𝑟𝛼 + 𝑈∘𝑛. Теорему доведено.

Рiвняння (9) являє собою рiвняння QA-деформацiї, виражене через компо-
ненти поля змiщення.
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2. QA-деформацiя, що зберiгає орт нормалi до поверхнi. Рiвняння (9)
при заданiй функцiї 𝜇 є неоднорiдним диференцiальним рiвнянням з частинни-
ми похiдними першого порядку вiдносно компонент вектора змiщення. Оскiльки
у загальному випадку QA-деформацiя являє собою надзвичайно широкий клас
деформацiй, то надалi обмежимо цю деформацiю додатковою вимогою того, щоб
при нiй залишався стацiонарним орт нормалi в будь-якiй точцi поверхнi. Легко
бачити, що при цiй деформацiї зберiгатимуться прямi — нормалi до поверхнi, а
також дотичнi площини.

Лема 3. При QA-деформацiї орт нормалi зберiгається тодi i лише тодi,
коли компоненти поля змiщення задовольняють умову

𝑈𝛼𝑏𝛼𝛽 + 𝑈∘
𝛽 = 0. (11)

Доведення. При квазiареальнiй деформацiї варiацiя орта нормалi має ви-
гляд [5]

𝛿𝑛 = 𝑐𝑖𝑗𝑟𝑖 × 𝑈 𝑗 + 2𝜇𝑛, (12)

де 𝑐𝑖𝑗 — дискримiнантний тензор поверхнi типу
(︀
2
0

)︀
.

Виразимо 𝛿𝑛 через 𝑈𝛼, 𝑈∘. Для цього пiдставимо в (12) замiсть ковектора 𝑈 𝑗
його вираз (10) i скористаємося формулами [6] 𝑟𝑖 × 𝑟𝑗 = 𝑐𝑖𝑗𝑛, 𝑛 × 𝑟𝑖 = 𝑐𝑖𝛼𝑟

𝛼, де
𝑐𝑖𝑗 = 𝑐𝛼𝛽𝑔𝛼𝑖𝑔𝛽𝑗 , 𝑐11 = 𝑐22 = 0, 𝑐12 = −𝑐21 =

√
𝑔. Остаточно дiстанемо

𝛿𝑛 = −
(︀
𝑈𝛼𝑏𝛼𝛽 + 𝑈∘

𝛽

)︀
𝑟𝛽 .

Очевидно, вимога стацiонарностi орта нормалi при QA-деформацiї рiвносильна
рiвностi (11). Лему доведено.

Отже, система трьох диференцiальних рiвнянь вiдносно трьох невiдомих фун-
кцiй 𝑈1, 𝑈2, 𝑈∘ {︃

𝑈𝛼,𝛼 − 2𝐻𝑈∘ = −2𝜇,

𝑈𝛼𝑏𝛼𝛽 + 𝑈∘
𝛽 = 0

(13)

описує аналiтичну модель поставленої на початку пункту задачi. Мають мiсце

Теорема 2. Для iснування QA-деформацiї поверхнi в класi 𝐶2 зi стацiонар-
ним ортом нормалi необхiдно i достатньо, щоб для заданої неперервної функцiї
𝜇, 𝜇 ̸= 0 система рiвнянь (13) мала ненульовий розв’язок.

Теорема 3. Якщо поверхня класу 𝐶3, гауссова кривина 𝐾 якої вiдмiнна вiд
нуля, допускає н. м. деформацiю з заданим законом змiнювання елемента площi
𝜇 ∈ 𝐶, 𝜇 ̸= 0, при якiй зберiгається орт нормалi, то на цiй поверхнi iснує таке
поле контраварiантного вектора 𝑈𝛼 ∈ 𝐶1, що

𝑈𝛼 = −𝑈∘
𝛽𝑑

𝛽𝛼, 𝑈∘
𝛽 =

𝜕𝑈∘

𝜕𝑥𝛽
, (14)

де 𝑑𝛼𝛽 – тензор, обернений до тензора 𝑏𝛼𝛽, а функцiя 𝑈∘ ∈ 𝐶2 є розв’язком
рiвняння

𝑈∘
𝛼,𝛽𝑑

𝛼𝛽 − 𝐾𝛼

𝐾
𝑑𝛼𝛽𝑈∘

𝛽 + 2𝐻𝑈∘ = 2𝜇. (15)
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Доведення. Нехай задана поверхня (𝐾 ̸= 0) допускає QA-деформацiю, при
якiй зберiгається орт нормалi. На пiдставi теореми 2 система рiвнянь (13) при
заданiй вiдмiннiй вiд нуля функцiї 𝜇 має ненульовий розв’язок (𝑈𝛼, 𝑈∘). Покаже-
мо, що на поверхнi поле контраварiантного вектора 𝑈𝛼 виражається за формулою
(14), а функцiя 𝑈∘ є розв’язком рiвняння (15).

Справдi, (132) являє собою неоднорiдну систему двох алгебраїчних рiвнянь
крамеровського типу вiдносно функцiї 𝑈∘. Її детермiнант 𝑑𝑒𝑡(𝑏𝑖𝑗) = 𝐾𝑔 ̸= 0.

Тензор, обернений до 𝑏𝑖𝑗 , як вiдомо [6], має вигляд 𝑑𝑖𝑗 =
1

𝐾
𝑐𝑖𝛼𝑐𝑗𝛽𝑏𝛼𝛽 , 𝑑

𝑖𝛼𝑏𝑗𝛼 = 𝛿𝑖𝑗 .

Якщо тепер домножимо тензорне рiвняння (132) на 𝑑𝛽𝛾 та згорнемо по iндексу
𝛽, то одержимо спiввiдношення (14).

Пiдставимо тепер в перше рiвняння системи (13) 𝑈𝛼 з (14), дiстанемо:

𝑈∘
𝛼,𝛽𝑑

𝛼𝛽 + 𝑈∘
𝛽𝑑

𝛽𝛼
,𝛼 + 2𝐻𝑈∘ = 2𝜇. (16)

Здiйснимо перетворення цього рiвняння. Вiдомо, що для всякої 𝐶3− поверх-
нi ненульової гауссової кривини справджується тотожнiсть [4]:

(︀
𝐾𝑑𝛼𝛽

)︀
,𝛼

= 0.

Застосувавши її до рiвняння (16), отримаємо (15).
Таким чином, ми довели, що при QA-деформацiї з зазначеним обмеженням

на поверхнi iснує поле змiщення 𝑈 = 𝑈𝛼𝑟𝛼 + 𝑈∘𝑛, компоненти якого пов’язанi
спiввiдношеннями (14), (15). Теорему доведено.

Має мiсце i обернена

Теорема 4. Нехай на поверхнi 𝑆 класу 𝐶3 (𝐾 ̸= 0) iснує поле контраварiант-
ного вектора 𝑈𝛼 ∈ 𝐶1, яке виражено у виглядi (14) через iнварiант 𝑈∘ ∈ 𝐶2,
що задовольняє рiвняння (15), де 𝜇 ∈ 𝐶, 𝜇 ̸= 0, — задана функцiя. Тодi така
поверхня допускає QA-деформацiю зi стацiонарним ортом нормалi. При цьому
поле змiщення через функцiю 𝑈∘ виражається однозначно

𝑈 = −𝑑𝛽𝛼𝑈∘
𝛽𝑟𝛼 + 𝑈∘𝑛. (17)

Доведення. Нехай 𝑈∘ є ненульовим розв’язком рiвняння (15) при 𝜇 ̸= 0 i
поле контраварiантного вектора 𝑈𝛼 виражено через 𝑈∘ у виглядi (14). Покажемо,
що в цьому випадку поверхня (𝐾 ̸= 0) допускає QA-деформацiю зi стацiонарним
ортом нормалi. Для цього передусiм переконаємося, що за умови теореми система
рiвнянь (13) задовольняється.

Дiйсно, внесемо вираз для 𝑈𝛼 з (14) в перше рiвняння системи (13), тодi
одержимо (16). Якщо тепер врахуємо тотожнiсть

(︀
𝐾𝑑𝛼𝛽

)︀
,𝛼

= 0, то рiвнянню (16)
надамо вигляду (15). Друге рiвняння системи (13) теж виконується.

Таким чином, дана поверхня допускає QA-деформацiю зi стацiонарним ортом
нормалi. При цьому поле змiщення при заданiй функцiї 𝜇 має вигляд 𝑈 = 𝑈𝛼𝑟𝛼+
𝑈∘𝑛 = −𝑑𝛽𝛼𝑈∘

𝛽𝑟𝛼+𝑈
∘𝑛 i через нормальну компоненту визначається однозначно.

Теорему доведено.
Задача про квазiареальну QA-деформацiю поверхнi зi стацiонарним ортом

нормалi звелась до вiдшукування розв’язкiв рiвняння (15). До речi, це рiвняння
узагальнює вiдоме однорiдне характеристичне рiвняння Вейнгартена для н. м.
згинань [6].

3. Деякi умови iснування та єдиностi QA-деформацiї поверхнi вiд’єм-
ної гауссової кривини. В рiвняннi (15) коварiантну похiдну виразимо через
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частиннi похiднi, тодi одержимо неоднорiдне диференцiальне рiвняння з частин-
ними похiдними другого порядку вiдносно функцiї 𝑈∘ :

𝜕2𝑈∘

𝜕𝑥𝛼𝜕𝑥𝛽
𝑑𝛼𝛽 −

(︂
Γ𝛽𝛼𝑠𝑑

𝛼𝑠 +
𝐾𝛼

𝐾
𝑑𝛼𝛽
)︂
𝑈∘
𝛽 + 2𝐻𝑈∘ = 2𝜇, (18)

де Γ𝛽𝛼𝑠 — символи Христофеля другого роду. Дискримiнант рiвняння Δ = 𝑑11𝑑22−

(𝑑12)2 =
𝑏11
𝐾

𝑏22
𝐾

− 𝑏212
𝐾2

=
𝑏

𝐾2
=

𝑔

𝐾
, очевидно, його знак залежить вiд знаку

гауссової кривини.
Припустимо, що однозв’язна поверхня 𝑆 гомеоморфна областi 𝐺 площини

𝑂𝑥1𝑥2 i в цiй областi належить до класу 𝐶3, а її гауссова кривина вiд’ємна (𝐾 <
0). Тодi дискримiнант диференцiального рiвняння (18) теж всюди буде вiд’ємним
Δ =

𝑔

𝐾
< 0, а рiвняння (18) гiперболiчного типу. На поверхнi вiд’ємної гауссової

кривини iснує дiйсна регулярна сiтка асимптотичних лiнiй. Приймемо цю сiтку
за координатну, тодi 𝑏11 = 𝑏22 = 0, 𝑏12 =

√
−𝐾𝑔. Рiвняння (18) у вибранiй системi

координат в областi 𝐺 набуває канонiчного вигляду

𝜕2𝑈∘

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ 𝑎(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑈∘

𝜕𝑥1
+ 𝑏(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑈∘

𝜕𝑥2
+ 𝑐(𝑥1, 𝑥2)𝑈∘ = 𝑏12𝜇, (19)

де

𝑎 = −1

2

(︂
𝜕𝑔11
𝜕𝑥2

𝑔11 +
𝜕𝑔22
𝜕𝑥1

𝑔12 +
1

𝐾

𝜕𝐾

𝜕𝑥2

)︂
,

𝑏 = −1

2

(︂
𝜕𝑔11
𝜕𝑥2

𝑔12 +
𝜕𝑔22
𝜕𝑥1

𝑔22 +
1

𝐾

𝜕𝐾

𝜕𝑥1

)︂
, 𝑐 = 𝐻𝑏12.

Тут коефiцiєнти 𝑎, 𝑏, 𝑐 — вiдомi неперервнi функцiї точки поверхнi, а 𝜇 ∈ 𝐶 —
заздалегiдь задана функцiя.

3.1. Задача Кошi. В областi площини 𝐺 задамо дугу кривої 𝑙, яка перети-
нається не бiльше нiж в однiй точцi з прямими, що паралельнi осям координат.
Її рiвняння запишемо у виглядi 𝑥2 = 𝑔(𝑥1), при цьому будемо вважати, що iснує
похiдна 𝑔′(𝑥1), вiдмiнна вiд нуля.

Уздовж дуги кривої 𝑙 задамо значення 𝑈∘ та 𝜕𝑈∘

𝜕𝑥2 :

𝑈∘|𝑥2=𝑔(𝑥1) = 𝜙0(𝑥
1),

𝜕𝑈∘

𝜕𝑥2
|𝑥2=𝑔(𝑥1) = 𝜙1(𝑥

1), (20)

де 𝜙0(𝑥
1), 𝜙1(𝑥

1) — заданi функцiї класу 𝐶1.
Оскiльки коефiцiєнти рiвняння (19) є неперевними функцiями, то в деякому

околi кривої 𝑙 задача Кошi (19), (20) має розв’язок i до того ж єдиний [7].
Взявши до уваги рiвностi (8) i 𝑈∘ = 𝑈𝑛, початковi умови (20) виразимо через

вектор змiщення 𝑈 :

𝑈𝑛|𝑥2=𝑔(𝑥1) = 𝜙0(𝑥
1),

𝜕

𝜕𝑥2
(︀
𝑈𝑛
)︀
|𝑥2=𝑔(𝑥1) = 𝜙1(𝑥

1). (21)

З попереднього випливає, що при заданих функцiях 𝜇(𝑥1, 𝑥2), 𝜙0(𝑥
1), 𝜙1(𝑥

1) рiв-
няння (19) за умов (21) завжди має розв’язок, крiм того, єдиний. При цьому тан-
генцiальна компонента 𝑈𝛼 вектора змiщення через його нормальну компоненту
𝑈∘ виражається за формулою (14).

Отже, вище доведена
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Теорема 5. За початкових умов (21), де 𝜙0(𝑥
1), 𝜙1(𝑥

1) – заданi функцiї
класу 𝐶1, однозв’язна поверхня 𝑆 ∈ 𝐶3 вiд’ємної гауссової кривини при заданiй
неперервнiй функцiї 𝜇 допускає, причому єдину, QA-деформацiю, яка зберiгає її
орт нормалi.

При 𝜇 = 0 ця деформацiя є ареальною.

За умови 𝜇 = 0, коли QA-деформацiя поверхнi зводиться до ареальної, для
однорiдного рiвняння

𝜕2𝑈∘

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ 𝑎(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑈∘

𝜕𝑥1
+ 𝑏(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑈∘

𝜕𝑥2
+ 𝑐(𝑥1, 𝑥2)𝑈∘ = 0, (22)

розглянемо задачу Кошi з однорiдними початковими умовами

𝑈𝑛|𝑥2=𝑔(𝑥1) = 0,
𝜕

𝜕𝑥2
(︀
𝑈𝑛
)︀
|𝑥2=𝑔(𝑥1) = 0. (23)

Очевидно, задача Кошi (22), (23) має лише нульовий розв’язок. Звiдси випливає

Теорема 6. За початкових умов (23), однозв’язна поверхня 𝑆 ∈ 𝐶3 вiд’ємної
гауссової кривини є жорсткою вiдносно ареальної н. м. деформацiї, яка зберiгає
її орт нормалi.

3.2. Задача Гурса. Асимптотичнi лiнiї 𝑥1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑥2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 поверхнi 𝑆 є
характеристиками рiвняння (19). Задамо функцiю 𝑈∘ на характеристиках 𝑥1 =
𝑥10 та 𝑥2 = 𝑥20 :

𝑈∘|𝑥1=𝑥1
0
= 𝜓1(𝑥

2), 𝑥20 6 𝑥2 6 𝑏,

𝑈∘|𝑥2=𝑥2
0
= 𝜓2(𝑥

1), 𝑥10 6 𝑥1 6 𝑎. (24)

При цьому вважаємо, що заданi функцiї 𝜓1(𝑥
2) та 𝜓2(𝑥

1) мають неперервнi похi-
днi першого порядку i 𝜓1(𝑥

2
0) = 𝜓2(𝑥

1
0). Оскiльки коефiцiєнти рiвняння (19) є не-

перервними функцiями, то в заданiй областi задача Гурса (19), (24) має розв’язок
i до того ж єдиний [7]. Звiдси випливають наступнi теореми:

Теорема 7. За початкових умов

𝑈𝑛|𝑥1=𝑥1
0
= 𝜓1(𝑥

2), 𝑥20 6 𝑥2 6 𝑏,

𝑈𝑛|𝑥2=𝑥2
0
= 𝜓2(𝑥

1), 𝑥10 6 𝑥1 6 𝑎, (25)

де 𝜓1(𝑥
2), 𝜓2(𝑥

1) ∈ 𝐶1 i 𝜓1(𝑥
2
0) = 𝜓2(𝑥

1
0), однозв’язна поверхня 𝑆 ∈ 𝐶3 вiд’ємної

гауссової кривини при заданiй неперервнiй функцiї 𝜇 допускає, причому єдину,
QA-деформацiю зi стацiонарним ортом нормалi.

При 𝜇 = 0 ця деформацiя є ареальною.

Теорема 8. За початкових умов

𝑈𝑛|𝑥1=𝑥1
0
= 0, 𝑥20 6 𝑥2 6 𝑏,

𝑈𝑛|𝑥2=𝑥2
0
= 0, 𝑥10 6 𝑥1 6 𝑎 (26)

однозв’язна поверхня 𝑆 ∈ 𝐶3 вiд’ємної гауссової кривини є жорсткою вiдносно
ареальної н. м. деформацiї зi стацiонарним ортом нормалi.



QA-деформацiя поверхнi 21

Висновки. В данiй роботi дослiджується QA-деформацiя поверхнi вiд’ємної
гауссової кривини зi стацiонарним ортом її нормалi (у просторi 𝐸3). Ця задача
звелась до дослiдження одного неоднорiдного диференцiального рiвняння з ча-
стинними похiдними другого порядку вiдносно однiєї невiдомої функцiї. Основнi
результати роботи сформульованi в теоремах 3, 4, 5, 7.
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Безкоровайная Л. Л., Хомич Ю. С.
QA-деформация поверхности отрицательной гауссовой кривизны

Резюме

Для поверхности трехмерного евклидова пространства в статье рассмотрели бесконечно
малую деформацию, при которой элемент площади поверхности изменяется по заранее
заданному закону. Такая деформация в статье названа бесконечно малой квазиареаль-
ной деформацией или кратко QA-деформацией. Задача об отыскании QA-деформации,
при которой сохраняется орт нормали к поверхности, сводится к исследованию одно-
го неоднородного дифференциального уравнения с частными производными второго
порядка относительно одной неизвестной функции. Для поверхностей отрицательной
гауссовой кривизны указаны начальные условия, при которых существует одна и толь-
ко одна QA-деформация со стационарным ортом нормали. При этом для упомянутого
уравнения были применены теории задач Коши и Гурса. Начальные условия этих задач
выражены через вектор смещения.
Ключевые слова: бесконечно малая деформация, поле смещения, вариация, орт нор-
мали .

Bezkorovaina L. L., Khomych Yu. S.
QA-deformation of surface of negative Gaussian curvature

Summary

An infinitesimal deformation with the given law of changing the element of area of a surface

in Euclidean three-space was considered in this article. Such deformation in the article
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was called the quasiareal infinitesimal deformation or, briefly, the QA-deformation. The

problem of finding the QA-deformation, under which the unit normal vector to the surface is

preserved, was reduced to the study of one nonhomogeneous partial differential equation of

the second order with respect to one unknown function. The initial conditions, under which

the only one QA-deformation with the stationary unit normal vector exists, were defined

for the surfaces of a negative Gaussian curvature. In this case, for the above equation,

the Cauchy and Goursat problems were applied. The initial conditions of these tasks were

expressed through the deforming vector.

Key words: infinitesimal deformation, displacement field, variation, unit normal vector.
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